Stanistaswe Lojasicwics
Funkcje wypukle a twierdzenie o przyrostach skonczonych

Autor wykazuje, ze w twierdzeniu o przyrostach skoficzonych: f (b) — f(a) = 7(@)- (b—a)
punks posredni @ zalezy w sposéb ciagly od koticéw a,b przedziatn jedynie w przypadku,
gdy funkeja f(z) jest wypukla. Udowodnione twierdzenie znajduje zastosowanie w ro-
zwigzaniu réwnania funkeyjnego réZniczkowo-iteracyjnego pewnego typu.

W twierdzeniu o przyrostach skonezonych
Hb)—f(a)=f(O)(b—a)

»punkt posredni“ @ zalezy od a i b. Na 0g0! przez zadanie wartosci @ i b
punkt @ nie jest wyznaczony jednoznacznie; np. gdy f(x)=sinz, a= —n,

=um, to f(b)—f(a):f’(—g)zf’(g). Jezeli jednak funkeja f ma po-
chodna silnie monotoniezng (jest zatem silnie wypukla) punkt 6 jest
wyznaezony jednoznacznie, gdyz wtedy nie moze by¢ '(0,) =f(0,) przy.
6,+6,. W tym przypadku @ zalezy w sposéb ciagly od a i b, bowiem
funkcja f'(x), jako silnie monotoniczna i posiadajaca wlasnosé Darboux,
Jest ciagla, odwracalna, przy czym funkecja odwrotna ¢ jest ciggla; wzor

_ (1) —f(a)
O=yg (—5:7.;‘
daje nam ciggly zaleznosé ® od a i b.

Zapytajmy si¢, w jakich jeszeze przypadkach 6 zalezy w sposéb
ciggly od a i b. Jezeli f(z) jest liniowa, to @ nie jest wyznaczone jedno-
znacznie, bo moze byé dowolng liczbg z przedziatu (a,b). Mozemy jednak
wybraé © = g—b-%t—b 1 otrzymamy zaleznosé ciagly.

Wyzej wymienione przypadki wyczerpujg dyskusje, gdyz poza tym @
hie moze zalezed w sposéb ciagly od @ i b. Udowodnimy mianowicie na-
stepujace:

Twierdzenie. Jezeli funkeja f(x) posiada pochodng w przedziale (a,b),
przy czym istnieje funkcja h(x,y) okre§lona dla a <z <y <b, ciggla ze




16 A Stanistaw Imaswwwz )

wizgledu na kaida Zmienng z qsobﬁa, taka, 7ze ® <h(x,y) <y oraz

) —f=)
. y—w
dla a<x<y<b, wowezas funkeja f(x) jest liniowa lub silnie wypukla.
Udowodnimy. najpierw dwa lemmaty wprowadzajac nastgpujac@ ‘
umowe: .
Bedziemy méwié, ze kres gérny (dolny) funkeji liezbo-liczbowej f (a;)".
w zbiorze Z jest zrealizowany w punkcie x,, jezeli istnieje ciag =, taki,
78 Ly—>®y 1 f(w,_,‘)—»sgpf (f(w,,)—+irzlff).

=f"(h(2,9))

Lemmat 1. Jezeli zbiér punktéw cigglosei funkeji f(x) okreflonej
w przedziale (a,b) jest wszedzie gesty i w zadnym przedziale czedcio-
wym (c,d) ani kres dolny, ani kres gérny funkeji f nie jest zrealizowany
w zadnym z punktow Wewngtrznyeh przedziatu (¢,d), wowezas funkeja f(x),
jest silnie monotoniczna.

Dowé6d. Funkeja f(x) musi byé monotoniczna (w sensie szerszym)
w zbiorze punktéw cigglosei. W przeciwnym bowiem razie istnialyby
trzy punkty ciaglodci c<d<e takie, ze f(c)>f(d)<f(e) lub f(e)<f(d)>f(e),
skgd, wobec cigglogei funkeji f w punktach ¢ i e, kres dolny lub gérny
funkeji f w przedziale (¢,e) bylby zrealizowany w punkeie wewnetrznym
przedzialu (c,e) wbrew zalozeniu. Ogélniej z powyzszego rozumowania
wynika, ze gdy a<c<a<d<b, przy czym ¢ i d sg punktami cigglodci,

wowezas f(e)<f(x)<f(d) Inb f(¢)>f(x)>f(d). Poniewaz funkeja f w zbio-

rze punktéow ciaglodei’ jest monotoniczna, wiee stale zachodzi¢ moze
tylko jedna z powyzszych nieréwnosei, a poniewaz zbiér punktow cigglosei

Jjest wszedzie gesty, wige f(x) jest monotoniczna w przedziale (a,b). Silna L

monotonicznosé wynika stad, ze funkeja f(x) nie moze byé stata w zadnym
przedziale, gdyz w przedziale statosei kres gérny jest zrealizowany w do-
wolnym punkeie wewnetrznym tego przedziatu.

Lemmat 2. Jezeli tunkeja f(x) posiada pochodna w przedziale (a, b),_
Przy oczym w zadnym przedziale czeécmwym (e,d) ani kres dolny, ani
kres géorny nochodnej f'(x) nie jest zrealizowany w zadnym Zz punktow
wewnetrznych przedziatu (c¢,d), wowezas pochodna f'(x) jest silnie mono-
.tomczna;

Dowéd. Poniewaz 1’ jest funkcgzy pierwszej klasy Ba.u'e’a, wiec zbidr
punktéw niecigglosei funkeji 7’ jest zbiorem pierwszej kategorii, zatem
' zbiér punktéw ciaglodci jest wszedzie gesty w (a,b). W mysl lemmatu 1,
funkeja f' jest silnie monotoniczna. ,

Dowéd twierdzenia. Przypusémy, ze funkeja f(x) jest liniowa
w pewnym przedziale czesciowym (¢,d). Niech (c,e) bedzie najwiekszym
przedma.}em o lewym koticu ¢, w ktérym funkcja f(w ) jest liniowa. Mamy :

]
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wige f(#)=C w (c,e). Przypusémy, 7e e<b. aniéwa,z c<hic,e)<e
i h{c,y) jest ciagla ze wzgledu na y, wiec e<h(c,y)<e, gdy y przebiega
otoczenie punktu e; stad ' ‘

f(y) f(

) =f'(h{c,y))=C,
ezyli funkeja f(x) jest hmowa w otoczeniu punktu e, co jest sprzeczne
z okresleniem przedziatu (c,e). [Musi wiec byé e=»b, [zatem funkeja f(x)
" jest liniowa w przedziale (¢,b). Podobnie dowodzimy, ze f(z) jest liniowa
w przedziale (a,d), czyli jest liniowa w catym przedziale (a,b).

Pozostaje zatem rozpatrzyé przypadek, w ktérym funkeja f(x) nie
jest liniowa w zadnym przedziale czesciowym przedziatu (a,b). Przy-
pusémy, ze funkeja f(z) nie jest silnie wypukla, ezyli ze pochodna /' ()
nie jest silnie monotoniczna. W my$l lemmatu 2 musi istnieé¢ przedzial
czedciowy (c,d) i punkt ¥, (¢,d) taki, ze np. kres gérny H pochodnej f’
w (e,d) jest zrealizowany w wx,. Twierdzimy, ze

f(’!;/):f <H, gdy o<w<z,<y<d lub. c<-m<mogy<d. (1)

Istotnte, nieréwnosé jest oczywista, gdy H=co. W przypadku gdy
H< oo, funkeja f(x)—H(x—ax,) jest malejaca w (c¢,d) i to silnie, gdyz
zatozyli$my, ze funkeja f(x) nie jest liniowa w zadnym przedziale czedcio-
wym przedzialu (a,b). Jest wiec dla e<ow<w,<y<d

f@)—H (e—ao) <f(m) <fy) —H(y—a) . ’
coraz dla e< w<m0\y<d
| (@)~ H (@—ay) < f(w) <f(y) — H(y —),
skad wynika nieréwnosé (1).

WezZzmy teraz pod uwage wyrazenia

WIS _po@ey @

h(z,9).

Wyrazenia te zmieniaja sie¢ w sposob ciagly, gdy zmieniamy y od &,
do d przy ustalonym z=¢ i nastepnie # od ¢ do x, przy ustalonym y= d.
Poniewaz wtedy wobec (1)

oraz

1) —f(=) i(w)
o y—w
wige réwniez

fy)—7(®) —i@ <H<H .
Y — T
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przy pewnym H,; poniewaz za§ h(w,y) przebiega wtedy wszystkie wartodei
pewnego otoczenia punktu x, (gdyz h(c,x,) <x,< h(x,,d)), wiec, we-
dlug (2), f'(z) <H, w otoczenin punktu wx,; ale jest to niemozliwe, bo
Wz, jest zrealizowany kres gérny H funkeji /' w (¢,d). Funkeja f(x) jest
zatem silnie wypukla i dowéd jest zakonczony.

Udowodnione twierdzenie ma zastosowanie w rozwigzaniu pewnego
réwnania funkeyjnego rézniczkowo-iteracyjnego, ktére czytelnik znajdzie
W pracy napisanej przez prof. S. Golgba wspélnie z antorem niniejszego
artykutu. Ma sie ona ukazaé w tomie IT czasopisma , Annales Mathema-
tici Polonici. ’ '

Katedra Analizy Matematycznej TFJ
Otrzymano 20 maja 1954 r.

PE3SKIOME
Bunyxavie dynsyuu o meopema o cpednem smotenuw

ABTOD J0KasHBaeT, 4ro B gopmyxe Jarpamma f(b) —f(a)=f'(8)-(b—a) cpe-
AHAS TOYKA 0 BABHCHT HEHPEPHBHO OT KOHENOB a,h IPOMEKYTEA TOABKO TOTIA,
Korfa QyHEURE f(2) BHUYEIas. JoKasaHHAd TeopeMa UPHMEHSeTCS NPH peMeHHH
HEKOTOpPOro (YyHENHOHAIBHOrO AuddhepeHnuasbHoro — HTepaEOHHOT0 YpaBHERHS.

SUMMARY :
Convexe Functions and the Mean Value Theorem

The author shows that ir mean value theorem f(b) —f(a)=7'(8) (b —a)
the middle point 6 depends continuously on « and b merely in the case
when the function f(x) is convex. This property may by applied in the
problem of solution of a certain functional differential-iterative equation.




