Stanistaw Lojasiewicz

O zagadnieniu iteracji

Autor rozwaza réwnanie funkcyjne f(a, f(B,2)) =f(a+p,z) z warunkiem poczat-
kowym f(l,z)=g(@) i dowodm, 36 przy pewnych zalozeniach o funkeji g(x) istnieje
jedyne rozwiazanie f(x,x), ktére wyraza sie efektywnym wzorem.

Niech ¢(x) bedzie funkcm odwracalng, ktérej polem i zapasem jest
jeden i ten sam zbiér E. Wzory

g (@) =g(g(..g(x).), ¢@)=w, g@)=g(g7(..g7(x)..);

gdzie g—! jest funkcjg odwrotng do g, okreslajy k-tg iterate gk (@) funkeji g ()
dla dowolnego k calkowitego. Nasuwa sie pytanie, jak okresli¢ a-tg iterate
funkcji g(x), gdy a jest dowolng liczba rzeczywista? Eatwo sprawdzié,
ze funkeja f(k,x)= g*(x) spelnia réwnania f(k,f(1,2))=f(k+1,2), f(1,2)=
=g(®) i jest przez nie wyznaczona jednoznacznie. Rozwiazanie tych
réwnan, w ktoryeh k przebiega Wszystkle wartodel rzeczywiste, mozna by
wiec uznaé za nogolnienie iteraty catkowitej. W zwigzku z tym formuluje
sie tak zwane zagadnienie ileracji:

Znalesé jednoparametrowq rodzing funkeji f (a,2) odwracalnych o wspdl-
nym polu i zapasic E, w kidrej parametr a przebiega zbidr liczb rzeczywi-
stych i kidra czyni zado$é nastgpujacym réwnaniom:

fla,f(B,2))=Ff(a+tB,2), (1)

f(,2)=g(x). (2)

Zagadnienie iteracji nie jest na ogél rozwiazalne jednoznacznie. Ogoél
rozwiazan otrzymuje si¢ za pomoes teorii grup i przestrzeni jednorodnych
w przypadku ogélnym, gdy parametr « przebiega jakgkolwiek grupe.

Zajmiemy si¢ przypadkiem specjalnym, w ktorym zbiér F jest prze-
dzialem liczbowym (0,c), funkeja za§ ¢(«) jest ciagla, rosngea silnie,
spelnia nieré6wnogé '

0<g{x)y<w, gdy O<z<e : (3)
oraz warunek
g_(yy):_g}(w_) —k < M(z+y) dla z,y dostatecznie matych, 4)
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gdzie %, M s& pewnyrm stalymi, przy czym
0<k<l. (5)

‘Warunek ten pociaga za sob& igfnienie pochodnej ¢’ (0)=1%, a jest napewno
spelniony, gdy istnieje g'/(0) oraz g'(x) w otoczeniu punktu x=0. Przy.
powyzszych zalozeniach udowodnimy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie. Jedynym rozwiqzaniem f(a,x) zagadnienia ztemc;n

mierzalnym ze wzgledu na o i posiadajgcym pochodnq af (a,0) dla kaz- |

dego a, jest
fla,w)= hmy " (kg (2)).

Rozwmzame to jest ciggle.
Dowdd. Oczywiscie g(0)=0. Mamy dla z € (0,¢),

g"(®)—0 1 g=*(x)—>c, gdy n-—>oo, (6)

bow1em wobec (3) plerwszy z tyech ciagéw jest rosnacy, a drugi malejacy,

zatem oba sa zbiezne; granica z ktéregokolwiek z nich nie moze nalezed

do (0,c¢), gdyz g(z)==, wiec muszy zachodzié zwigzki (6). '
Udowodnimy teraz, ze istnieje granica

©

g (@) gmi(z) T e
¢ (@)=1lim 22 r m]]kg o) dla ws(O ¢). (7)

Waobee (4) wyrazenie %\g—k%——l , jest ograniczone dla u e(0,c), wiec

istnieje A takie, ze

(“) 1l<A|u| dla ue(O o). (8)

Niech k<q<1A. Wedlug (8) glu)<(k+kAu)u, gdy wige u<qkAk

to g(u) <qu, skad drogg indukeji otrzymujemy

k
g <gu, gly w<i==. ®

WeiZmy dowolne z e (0,¢); wedlug (6) bedziemy mieé gN(w)égﬁi-c
dla pewnego N, wiec wobec (9) gN¥tr(x) <g*gV(x). Mamy wige
D grx)<co dla ze(c,0). ' (10)
70
Wedlug (8) dla dowolnego x,<<c¢ jest

gn-!-

Tg" () —1\<Ay"(w)<Ag"(m0), gdy 0<a <,
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skad wobec (10) iloczyn z prawej strony zwigzku (7) jest jednostajnie
zbieiny w (0,,). Jezeli wiec polozymy @(0)=0, to graniea (7) istnieje
w [0,¢), zbieznog¢ jest niemal jednostajna, funkeja () jest ciagla w [0,¢)
i dodatnia w [0,c). Nadto, poniewaz z uwag1 na (9) dla dostatecznie ma-

lyeh  mamy
g"t1(x)

| 1—Agre< T )<1+Aq"co, |
wiec :
J0-agn <2< ]] (1+4gma),
nio nlo
~ gkad .
o (0)=1lim %) 1.
x>0

'Wykazemy. teraz, ze funkcja @(x) jest odwracalna w [0,c). Niech
T,y e [076)7 ZTFY. Mamy

 Poniewas wedlug (4) i (6)

7"y — g (@ l PP
—1| < M(g" (2 n—1
E(g(y)— g"L(z)) (g"(2)+ 9" 1Y),
wiec iloczyn z prawej strony zwigzku (11) jest zbiezny wobec (10), i nie
jest zerem, gdyz wazystkie jego wyrazy sa rézne od zera. Stad ¢ (x)+=¢(¥)-

Na podstawie zwigzku (7) latwo sprawdzié, ze funkeja @() spelnia

tzw. réwnanie Schridera
p(g(x)) =ke(z). (12)
Otrzymujemy stad droga indukeji @(g—(x))=k-"p(x), skad wobec (5)
i (6) lim p(g—n(x))=co, gdy tylko x=0. Zapasem funkeji ¢(x) jest wiec
n-»00 )
przedziat (0,c0).
Niech teraz f(a,z) bedzie rozwuyza,mem zaga,dmema iteracji, mie-

rzalnym ze wzgledu na o i niech A(a)— o (a 0) i(a) jest wiec funkeja
mierzalng. Ze zwigzku (1) otrzymujemy przez rézniczkowanie A(a)A(f)=
- =4(a+p), wobec za§ (2) A(1)=Fk, skad wedlug twierdzenia Banacha 1)
jest A(a)=k" Z uwagi na (6) mamy wige dla x==0

n
i(a7g (m))—-?ka.
g(x)
1) S. Banach, Sur Uéquation  fonctionnelle f(x4-y)=7F{x)+ f(y), »Fundamenta
Mathematicae®, tom I, Warszawa 1920, str. 123—124.
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Poniewaz zad

Ha,97(x))=g"(f(a,x))

oraz N
g"(f(a,w))_}z;o(f(a,w))
_ 9" () p(z) '
wiee ,
(p(f(alw)):ku
@ (@) !
skad )
fla, )= (kg (x)). (13)

Sprawdzamy, ze wzér ten jest sluszny réwniez dla x=0. ~
Rozwigzanie f(a,x) jest wiec wyznaczone jednoznacznie. Na odwrét,
opierajac sie na zwigzku (12), sprawdzamy, ze wzér (13) daje rozwigzanie

réwnan (1) i (2) ciagle i takie, ze % (a,0) istnieje.
Udowodnimy na koniec, ze zachodzi wzér

Ha,x) =’}LI£ 97" (K°g" (). (14)

Wez’my xe€(0,c) i potézmy ¢,=g " (k"¢"(x)). Mamy wiec

gll (0") — kll gll(w) _>ka
K" k"

Wezimy x, € (0,¢) takie, ze k*¢(x) <g¢(x,). Poniewas g"]({#)_ﬂp (@), Wiee

o (x).

g (en) _ 9" (%,)
k" k"

' Przypuscmy, ze dla pewnego ciagu wybranego ¢, ->¢. Z uwagi na to,

ze zbieznosé w (7) jest jednostajna w przedziale [O,wo) mamy

dla dostatecznie duzych # bedziemy mieé , czyli e, <x,.

Ja, (Ca,)
k™

—g(c),
skad

Ko@) =g(c) i c=¢ (o) =Ff(a,).
Zatem ’
e— f{a,x), c.b.d.o.

Uwaga. Mozna wykazadé, ze gdy funkeja g(w) jest analityczna, wzoér (13)
lub (14) daje rozwigzanie analityczne. Nalezy w tym celu dowéd powyzszy
prowadzi¢ w obszarze zawierajagcym odcinek [0,¢), w ktérym jeszcze
zachodzi nier6wnogé (8) i operowaé w rozumowaniu pochodnymi zamiast
ilorazami réznicowymi.

Katedra Analizy Matematycznej UJ
Otrzymano 20 maja 1954 r.
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PE3IOME
O umepayuonnod 3adavu

ABTOp Heccaepyer QyHEUHOHANBHOe ypaBHeHEe f(a,f(f,z))=f(a+f,x) ¢ Ha-
9aasERIM yexosmeM f(1,z)==g(x) W JAOKa3hBAET YTO IpH HEKOTOPEIX MPEANOXOKe-
' HEAX OJHOCHTeIBHO (DYHEIEE g(x) QYHEIES f(2) CyIIecrByeT TOIBKO OAHA H JaeT
efl EOHCTPYEIRD.

SUMMARY
On the Problem of Iteration

The author deals with the functional equation f(a,f(8,x))=f(a + B,%)
with initial condition f(1,2)=g(x) and proves that under certain assump-
tions concerning g(x) the funection f(a,#) is determined uniquely. The
construction of f(a,#) is given by an explicit formula.




