Andrzej Lasota

- GwiazdzistoS¢ zbioru okreslonosci funkcji uwiklanych

W artykule oméwiono pewny wlasnosé geometryezna zbibru okreslonoéci ukladu
funkeji uwiklanych. Podstawowe twierdzenie autor sformulowal i udowodnit dla ukladu
funkcji podanego w. postaci wyraZnej, a nastepnie wykorzystal. klasyczne twierdze-
nie o rozwiklalnoéci. Otrzymany wynik mozna uwazaé za uzupehienie tego klasycznego
twierdzenia.

W niektérych rozumowaniach analizy matematydznej, a w szczegol-
nosci w teorii funkeji uwiklanych, spotykamy si¢ z nastepujaca operacja:

Dany jest ciag funkeji: f,(2,...2m)...fa(2;...4) okreslonych w oto-
czeniu punktu (#,...&4m) oraz zbidr D w przestrzem n-+m Wymlarowej
zZawierajacy 'w swoim Wn@trzu PUnkt (£1...@m,4%1-.-a), gdzie

=@ Bwm)  F=1,..m
Nastepme zacleémamy warunek _ o |
Yi=F(®y...) i=1,..m (1)

"do zbioru D, to znaczy rozpatrujemy tylko takie punkty (2,...%m,# ... 4s) -

- spelniajace réwnania (1), ktére nalezg do D.

O wystepujgcym w tej operacji zbiorze D zaklada si¢ zwykle; iz jest
on geometrycznie figura dodé prosta — kula lub kostka o srodku w punkcie
(&1...8m,Y1.--§n) — 1 Ma drednice mniejsza od pewnej z géry . zadane]
liezby &>0 wyznaczonej przez calo$¢ rozumowania. -

Oznaczmy przez A zakres x-owy tak otrzymanego warunku, to Jest .

og6ét takich punktéw (x,..x,) ze zbioru okreflonosci funkeji f,...7,, dla
ktorych punkty [@;... @m,f1 (€1 ... £m) ... fu(®; ... 2,,)] Dalezg do zbioru D i spel-
niaja réwnania (1). :

Nasuwa si¢ teraz pytanie, jakie wlasnoseci geometryczne posiada zbiér 4,
jezeli funkcje f,...f, sa regularne, np. klasy C!, a zbiér D posiada srednme
dostatecznie matg. Okazalo sie, ze jedng z takich wlasnosci zbioru A jest
gwiazdzistodé wzgledem punktu (@;...H5,).

Definicja. Zbiér 4 nazywamy gwiaZdzistym Wzgledem punktu
(@y...&m), jezeli zawiera on kazdy odcinek laczacy punkt (&;...%,) z dowol-
nym punktem (x,...&,) nalezacym do tego zbioru.

Gwiazdzistosé zbioru A wzgledem punktu (&...%,) jest Wlasnoécla;

" o tyle jeszcze ciekawg, ze utrzymuje sie ona nawet Wtedy, gdy za D be-
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dziemy przyjmowaé zbiory o ksztalcie bardziej ogélnym, np. zbiory
wypukte lub gwiazdy. :

Deflnm]a Zbiér D nazywamy gwiazda o cesze co- najmniej A>>0
wzgledem punktu (B e Ly G1-e- Yn)y jezeli:

1. Zawarty jest w pewnej kuh otwartej o promieniu Risrodkuw punkcle
(wl wmyyl yn)

2. Zawiera pewng kule otwarty o promwnm r i frodku w punkcie
(1. wma?ll 'yn) '

3. Zawiera kaidy odecinek laezacy dowolny punkt kuli wewnetrznej
z dowolnym punktem nalezgecym do zbioru D.

hoL=d

Oczywiscie kazdy zbidr ograniczony wypukly zawierajacy wewnatrz
punkt (@1...&m,¥%1..-9») jest gwiazda wzgledem tego punktu.

Wystarczy zatem dla dowodu calej wypowiedzianej wyzej tezy udo-
wodnié nastepujgce twierdzenie dotyezace gwiazd:

Twierdzenie. Jezeli funkeje f,...f, s okredlone i klasy C' w oto-
czeniu punktu (#;...%,) oraz liczba 2 spelnia nier6wnofei 1>>1>0, wtedy
istnieje taka liczba 6>0, ze zakres z-owy warunku (1)

Yi=fi(@r.. ) i=1,...m,

zaciesnionego do zbioru bedacego gwiazda o cesze co najmniej 4 wzgledem
punktu (@y...%m,41..-¥x) 1 zawartego w kuli o promieniu <9 oraz érodEl_i
w punkeie (&y...%m,%1..-4.) jest zbiorem gwiazdzistym wzgledem punktu
(&1 &om)-

Dowdd. Dla uproszezenia zapisu zaloze dodatkdwo, %@
=0 i=1,..m, (2)
i@ Zw)=0 §=1,..n
oraz wprowadze symbolike wektorowy
J-(":(:ol...crm) f’:(yl,...yn) [X,f’]:(ml...wm,yl....y,,)
63(0...0}97@ zer ;
=[fi(z v fn(®yy e )] (3)

];I |  — modul wektora Am wymiarowego,
IE ,f?[ — modul wektora [ﬁ,f}] # -+ M Wymiarowego.

Zalozenia (2) nie zmniejszaja ogélnodei twierdzenia, widaé bowiem
jasno, iz gwiazdzistodé jest niezmiennikiem wzgledem translacji.
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W my$! zalozenia i umowy (2) transformacja F jest okreslona i klasy Ct

wewngtrz kuli |X | < h, gdzie b jest pewna liczba ‘dodatnig.
Dowiode teraz, ze istnieje liczba 0 <4 <h taka, ze dla wezystkich
punktow 0 < |X¥| <6 oraz liczb 0 <® <1 spelniona jest nieréwnosé

|17'(19X _9F(X )|
(1—9) |X F(X)I
Tstotnie, stosujac do identycznosci

Bk - of (X)= (11— (X) —F ) [F(X) - F X))

s(ﬁX)

(4)

twierdzenie o przyrostach skonczonych, otrzymujemy ]
F0X)— 0B (X)=(1—8) X -grad F (9, X) (1) X -grad F (8,%), ")
gdzie 0 <¢;<1 i=1,2.
Stad po podstawieniu do (4)
!X [grad F(ﬂlX)——grad F(v? X)][
|X F(X)|

8(19

’

a dalej korzystajac z nieréwnosei 0<iX ]g]i ,17’ (X)l mamy
s(9.%) g{wemorf-[grad F@#,X X)—grad f‘(ﬁgl—f 1].
Poniewaz 1wersor X[ jest ograniczony, a pochodne skladowych

- transformacji 7 3y ciagle, wiee skoro tylko modut X jest dostatecznie

maly (a zatem 1 punkty [ﬁlX], [ﬁzX] sa bliskie), modul réznicy
Grad F ("X ) grad (02X), a z kolei i cale wyrazenie

jwersor X [grad F(9, X) —grad F (9, X)]|

jest dowolnie male. A wige odpowiednie & mozna dobraé.
Dla ukoriczenia dowodu wystarezy wykazaé, ze skoro punkt [X F (X |
nalezy do gwiazdy D Lawarte;; w kuli otwartej o promieniu <0 i cesze

co najmniej 4, to punkt ﬁX F (ﬁX ) ré6wniez do niej nalezy
Mozna zalozyé ponadto, iz 0<|X [, jezeli bowiem X= () to takze

i9X = 0 a wiec punkt [ﬁX F(ﬁX}] jako identyczny z punktem [0 F( )]
oczywifcie do D nalezy.
Wezmy teraz pod uwage réwnanie promlema Wychodzsgcego z punktu

[X F(X)] i przechodzagcego przez punkt [19X F(ﬂX)]

—Xpim—1) X o
PP FeE) - FE]

1) Kropka oznacza mnozenie skalarne.
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Punkt [ﬁX’ JH (O X)] lezy na odecinkn laczacym punkty ‘[‘X.,I-ﬁ(f)].

_.

X)]
. [0’» 0H-0 PR,

gdyz pierwszy z tych punktéw otrzymu]emy dla
1—4

Modut tego ostatniego punktu spelnia w mys$l (4) oraz definieji liczby 4
nastepujace nieréwnosci: '

t=1, drug1 dla {=0, a trzeci dla {=

>1.

<2|X,1ﬂ(;\':’)jsmgr,

- M”(i’)'l _ jF(ﬁX}—ﬂf’(i) 5

»gdZIG riR oznaczajg promienie stosownych kul o érodka,ch w punkcle
{0 7 (0)] zawartej i zawierajacej gwiazde D.

Ostatecznie, poniewaz zbiér D jest gwiazda, punkt [ﬁX F(ﬂX)] na-
lezy do zbioru D — co koriezy dowdd.

Zastosowanie w teorii funkeji uwiklanych:
Jak wiadomo warunek

Oy y e Ty Yy g oea ) = 0 i=1,..n (5)

przy pewnych zaloZeniach w odniesieniu do funkeji ¢,...¢, jest — po
zaciesnieniu do kuli K o §rodku w punkeie (#;...&m,41..-9,) i © promieniu
dostatecznie malym — réwnowazny warunkowi postaci (1). ,

Stad wynika, ze jezeli warunek (5) zacienimy do gwiazdy D zbudo-
wanej na podstawie twierdzenia dla warunku (1) i zawartej w kuli K,
to zbidr okreslonosci funkeji uwiklanych wyznaczonych z tak zaciefnio-
nege warunku (5) jest gwiazdzisty wzgledem punktu (@1...%m, %1 ¥n)-
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"'/ B UPHE COOTBETCTBEHHO MAIOM 7 ONPEJeIAIT CHCTEMY QYHEIHE B MHOKecTBe F

B KOTOPOM TOYKA (&1,...&,) €CTH BHYTpeHHAS. I[pHHEMAT 7 JOCTATOYHO MANEIM
MOKeM NOIYYATH emé OfHH operr: MuomecrBo F Gyzer cojepmaTs BesEmHE 0T~
~ PeBOE COeMHAMMU TOIEY (53'1, -¥m) € A06o# Apyro# Toukot mpmEAATeramel K.

Hacrogmas <eraTef cogepiuT 0606meHHe M JOKA3ATEALCTBO BEIMIEYKABAHHOTO _
©BO#CTBA HeABHHIX (yHEIUH,

SUMMARY

A Proof that the Domain of Ewxistence of the Imp'zctte Functions
13 Slar-shaped

According to well known theorem the equations

Pi(®ryeee iy Yayo Yn) =0 i=1,...m,

" considered in the sphere

l/ig(mi—éi)z‘i‘_}.;(yi‘_é;i)z <7
define (under some adequate assumptions) a system of ‘implicit functions
Vi=fi(2y...0y) i=1 '...n,
‘whieh are determined on a certain set E, the point (&y,&:,...%s) being
the interior point of E.

For r sufficiently small the followmg property of F can be proved:

all points of a segment joining (&,ds,...#,) With an arbitrary point of B
belong to E.

The paper deals with a generalization of these property.




