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: Sur l’exnstence et Punicité des solutlons du probleme aux limites de Nicoletti

pour un systtme d’équations différentielles ordinaires

Nous allons considérer le systéme d’équations différentielles

(0.1) @ =flt, By ey W) T =1, e, my @ <ED

bl

assujetties aux conditions aux limites suivantes
0.2) - @lt) =7 i=1,..,m .

o les points %, ..., tm a,ppartlennent a l’mterva]le [a,b] et les nombres
Tiy ey T SODE a.rbltralres Le probléme (0.1), (0.2) a été étudié déja en 1897
par 0 Nicoletti qui, en utilisant la méthode des approximations successives,
a démontré Dexistence et P'unicité d’une-solution de ce probléme pour les
seconds membres de (0.1) lipschitziens et pour l'intervalle [a, b] suffisamment
petit. La longue liste d’auteurs qui amélioraient les résultats de O. Nicoletti
est & trouver dans le travail de R. Conti [1]. Nous rappelons maintenant les
théorémes de M. Svec et de V. P. Skripnik [5], [4].

Supposons que les fonctions réelles fi(t, ps, ..., pm) soient définies dans
T’ensemble '

Dn: a <t<b, —oo<pi<too i=1,..,m
et qu’elles satisfassent aux conditions de Lipscilitz

mn

(0.3) ].fi(t9 Qiy ooy Gm)—filly D1y ooy Pm)| < = 2 afi(t)’IQj—‘pﬂ i=1,.,m.

=1

Soit (cy) (2,7 = 1,..,m) une matrice carrée dont les éléments sont non
négatives; la plus gra.nde valeur propre de (cy), c'est-a- dlre la plus grande

Det (Ad1—¢45) = 0
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est désignée par A(ey). En vertu des théorémes bien connus de Frobenius
A{ey) existe et la fonction (cqy) —2A(cys) est croissante par rapport & cy.
Si les fonctions f; satisfont aux copditiens (0.3) et si ’on a

(0.4) M max ay(t)) < — |
le probléme (0.1), (0.2) admet au plus une solution. C’est le théoréme d’uni-
cité de M. Svec.. V. P. Skripnik a démontré non seulement Punicité mais
aussi 'existence des solutions Hu probléme (0.1), (0.2) en admettant I’hypo-
thése que les fonctions f; définies et continues dans Dn (ou dans une partie
de Dy, suffisamment grande) satisfont-aux inégalités (0.3) et que

(05) . Z| f (maxau(t))dtl <1!

La présente note se compose de quatre parties. Dans la premiére nous
allons énoncer des théorémes concernant le question d’unicité et d’existence
des solutions du probléme (0.1) (0.2) qui généralisent les résultats mentionnés
de M. Svec et de V. P. Skripnik. Les démonstrations de nos théorémes seront
données dans les deux parties suivantes. Enfin, dans la quatriéme partie,
& titre d’exemple, nous allons envisager un probléme aux limites pour Péqua-
tion différentielle du troisiéme ordre.

1. Dans toute la suite les solutions des équations. deférentlelles sont trai- -
tées au sens de Carathéodory. On dit qu’une suite de fonctions (@, ..., Zm)
est dans lintervalle [@, b] une solution du systéme (0.1), si les fonctions 4
sont absolument continues dans [a, b] et si les relations :

Z(t) = filt, B(0); ey Ba(t)) P=1, .., m

sont vérifibes presque partout dans [a, b]. Nous dirons qil’une _fonction réelle
f(ty p1y ..., Pm) définie dans Dy, satisfait aux conditions de Carathéodory, si
elle est continue par rapport & l'ensemble de variables p,, ..., pm pour tout
tela,b] et mesurable par rapport & ¢ quels que soient les py, ..., Pm-
Comme pour la question d’existence des solutions du probléme (0.1), (0.2}
ce n'est pas la régularité des fonctions fi qui s’avére essentielle mais Pordre .
de croissance par rapport aux variables py, ..., Pm, nous allons 3 c6té des’
inégalités (0.3) considérer les conditions suivantes

y

(X.1).  fa(ty Pry ooy Pm)l Z @ij (1) |psl+bit, Py ooy Pm)

F=1

7

. : ay=0,0>0; i,7=1,..,m
oll ) ‘

b . Py :
1 " . - §'

(1'2) hm'nfsupb‘(t!pu ,pm)dtzo "=17°":m§ !pl =l/ _p?'
n-»00 lnl<n : ' )

i=1
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iThéoréme 1.1. 8i les fonctions fg(t“, D1y -+ Pm) satisfont dans Vensemble Dy,
aux conditions (0:3) od ay(t) (4,i=1,..,m) sont sommables dans [a,b] et
telles que Uon a \ . \

. ¢ -
(1.3) - MAy) <1, Ay =max! f au(s)ds| ,

le probleme (0.1), (0.2) admet au plus wune solution.
Théoréme 1.2. 8i les fonctions fu(t, p1, ..., Pm) satisfont dans D,,, auT con-
ditions de Carathéodory et aux conditions (1.1) o ayft) et sup blt, Py ooy Pm)
il

(#,§ =1,..,m;n=1,2,..) sont sommables dans [a, b et telles que l’on a (1.2),
1.3), i e:m'ste o fm,oins une solution du probléme (0.1), (0.2). .

En vertu du théoréme 1.1 et; 1.2 on peut facilement obtenir les conditions
~ assurant & la fois Pexistence et l’umclté des solutions du probléme (0.1), (0.2).
11 suffit d’admettre que les fonctions fi(t, py, ..., Pm) satisfont aux condmons
de Ga.rathéodory, aux conditions (0.3), (1.3) et que les fonctions fi(t, 0, ..., 0)
sont sommables dans {a, b]. .

2. O.oxgsidérons le systéme d’inégalités différentielles

~ . m
(2.1) ) <D ay®ast)  i=1,..,m; a<t<b
=1 - :

et les conditions aux limites homogénes

(2.2) - wi(t) =0 i=1,..,m.

On a le suivant
Lemme 2.1. Si les coefficients ay(t) sont sommables dans [a,b] et si Von
a (1.3), le probléme (2.1), (2.2) n'admel aucune solution absolument continue
sauf la solution identiquement nulle. -
" Démonstration. Supposons que (@, ..., #m) s0it une solution de (2.1), -
(2.2) non identiquement nulle. En posant - '

l

we=maxl|z(t))] t=1,..,m ‘
a<t<

- on obtient A
B = ma,xlfa;,,(s)dsl | f ais(s)|s(s)| ds

d’ou
i1 < Z Ai;m
i=1

Il existe donec des nombres 05 € [0, 1] tels que

=1

pe= 2, Gidyu;.



]1 en went que 1 est 1a valeur propre de la matrice (G;Au) et, par couséquent |
en vertu du théoréme de Frobenius la plus gra,nde valeur propre A(Agy) de-
la matrice (Ay) satlsfait Pinégalité

: _ MAy) > l(éiAu)

ce qui est en cohtradmtlon avec (1.3).

‘Du lemme 2.1. il résulte immédiatement le théoreme 1.1. En effet; la dif-
férence (@) = (73— a3) de deux solutions (x;) et (x7) (i =1,..,m) du pro-
bléme (0.1), (0.2) vériﬁé, vu (0.3), les conditions (2.1), (2.2) et d’a,prés le
lemme 2.1 elle est identiquerment nulle.

; 3. La démonstration du- théoréme 1.2 est en peu plus comphquée Elle
g’appuie sur un théoréme général concernant des équations homogenes aux
contingents [2] que nous allons rappeler.
~ Soit R™ Vespace euclidien & m dimensions. Par |p| et 6(fp, A) (pe R™ f
A C E™) nous désignons la norme euclidienne de p et la distance du point p
4 lensemble A respectivement. L’ensemble dé toutes les parties non vides,
convexes et fermées de R™ ‘est noté ¢f(R™). Une application F dg E™ dans
cf(R™) est dite.continue, si elle est continue dans la métrique de &[ausdorff,
c’est-3-dire si la condition lim p, = p, entraine

lim dist (P (pa), F(po)) = 0

dist(4, B) = max (supa(q, 4), suf)a(q, B) 4,BCE™.

Une application F de [a b] dans cf (R"‘) est dite mesurable- [3], si pour tout
fermé A CR" l’ensemb‘lé ‘de tous les poéints ¢ pour lesquels Pintersection
A N F(t) nest pas vide est mesurable Comme d’habitude on dit qu'une fone-
 tion F(t,p) (resp: f(t,p)) définie dans [a,d]xR™ 3 valeurs dans cf(R™)
(resp: R™) satisfait aux conditions de Oa,mthéodory, si pour tout fefa,b]
-elle est continue par rapport & p et pour tout p e R™ mesurable par rapport a ¢.
L’espa.ce des fonctions #(f) & valeurs dans R™ définies et continues dans
[@, b] muni de la norme habituelle |lz| = max lz(1)| est déslgné par C’{Z,b] '

Admettons les. hypothéses suivantes:

110 F(t, p) est une fonction définie dans [a, b] me prenant ses’ valeurs
dans cf(R™) et satisfaisant aux conditions de Ca.rathéodory Pour tout ¢ €[a, b]
F(t, p)est homogéne par rapport & p (F(t ap) = oF'(t, p); p B", a eR) et la
- fonction numérlque

P(t) = sup [F (¢, p)l, P (t,p)l = sup gl
qeF(¢,p)

est sommable dans [a b]



o

2 f(t,p) est une fonctioﬁ définie dans [a, b] x R™ _prenant ses,:"va,l'eurs
" dans R™, satisfaisant aux conditions de Carathéodory et telle que

b

lim = | SILI:bé(f(t,_p),F(t,p))dt;O. : R N

”—’Oﬂ’yb

3° N est une apphcabwn de Opp dans R™ continue et homogéne (N (ax)

= al (@); @ « Ofzy, a e B').
Théoréme 3.1. 8¢ les fonctions 1?’ f N satisfont aux oond@twns 19, 20 30

et si le probléme ;
(3.1) . a(t) eF(t, () a<t<bd
(3.2) o N@) =0

nadmet aucune solution absolument continue sauf la solution nulle, il existe
au moins une solution absolument continue du probléme ‘

(3.3) S = em) e<t<b?
(3.4) N(z) =r
quelque soit r € R™.

Revenons maintenant 3 la démonstratlon du théoréme 2. 1 Posons

Fit, p) = {q € R™: |qi| < Z ai(t) lp:l} 9= (q1y s Im)y P = (P15 -+ Pm)

i
Ny(w) = (371“1): ) mm(tm)) &€ Clap .

"1l est facile de prouver que ¥, applique [a, b] x R™ dans cf(R™), satisfait aux

conditions  de Carathéodory et est homogéne. De plus, en vertu du lemme 2.1
il vient que le probléme

@'(1) e Foft, 2()) (@<t < b), No2) =0

admet seulement\‘ la solution nulle. D’aprés (1.1) la fonetion vectorielle
f = (f1, .-; fm) satisfait aux conditions

8(F (¢, p), Foft, p)) < ij(t,m
=1
d’ol, vu (1.2), on obtient
\1 b : 1 m b
lim * (e, p), Fo(t, p))dt < lim = f bit, p)dt .
,Pﬁﬁnl'i}g; (f(t: 2), Foft, p)) M”ga sup by(t, p)dt..

1 Nous admettons come d’habitude gue les relations (3.1), (3.3) sont vérifiées presque
partout dans l'intervalle [a, b].
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‘Donc‘ du théoréme 3.1 il résulte que le probléme
dt) =t o) a<t<b, N@)=r r=(r,.,"m)

a.dmet une. solution au moins ce qui achéve la démonstration.
4, A titre d’exemple nous allons conmdérer Péquation différentielle du
_troisiéme ordre g

(4.1) . &’ +r)e =g, 2z, 2,a8") a<i<d
et les conditions aux limites.‘ ‘ ' o
(4.2) Cd@)=r, @(a)=ry B)=rs.

‘En utilisant 1’évaluation (0.5) V. P. Skripnik a démontré qﬁe dans le cas o
g = 0 et la fonction continue 7(#) satisfait & I’inégalité

b_l_a—l-r(t) dt+g(b—a) <1t

le probléme (4.1), (4.2) admet exactement une solution (voir [4] th. 2.1).
En vertu de nos résultats concernant le probléme (0,1), (0.2) on peut ob-
tenir un théoréme un peu plus général, & savoir le suivant .
Théoréme 4.1. Soit r(t) une fonction définie et mesurable dams [a, b] et
s0it g(t, Py, Ps, Ps) une fonction satisfaisant dans Densemble

D,: . a<t<b, —oco<pi< oo ¢=1,2,3

aum conditions de Carathéodbry. Si Von a

(4.3) —+7() dt-l- (b—a) <1,

(4.4) ,]ﬂi supg(t,pupz,pa)dt—o Ipl = Vpi+pi+pt,

le probléme (4.1), (4.2) admet aw moins une solution.
De plus, dans le cas oi g(t, p,, Py, Ps) e dépend pas de py, Pa, Ps celle so-
lution est unique. e
Démonstration. En 'posant (suivant V. P. Skripnik) '

g/lzm"ut—_ﬂm, y2=mr’ yazwu_l_b——tw
b— S b—a

a

11 est & noter que dans le travail cité de V. P. Skripnik on a omis le nombre 2 devant
le signe de l'intégrale.
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on peut ramaner 1’équation (4.1) et les conditions (4.2) au systéme
: - =
, 1 t—a 1. .
Y= (*—-*b_aJrV)yr—b_ Y (b_f a +T>?!3+ g(t;v,‘ Y1 Y21 Ys) .

i

,  b— t i—a
(4.5) Y2 =3 ai‘/1+b 2y

%

, 1 b—t 1 - _
¥ = (b a+r)y1 b— a (b_'a+?)y3_+jg(tayn?lz7?la)

et aux conditions aux limites

-~

y(a) =713,  yua) =1y, Ys(b) =14

ol la fonction § est donnée par la formule

_ e b—t | i—a
Gty P1; P2y Ps) = g(t$Ps“P17P29 b_apl‘l“b_afpS) .

Les seconds membres du systéme (4 5) satisfont aux conditions (1. 1) avee
les coefficients :

anlt) = a(t) = Gut) = duglt) = 52~ +7(2)

a’lﬂ(t) = a’23(t) = ';:"% [} agl(t) = “32“) =3 b_..Z

&
bi(t, p) =bs(t, p) =g(t,p)y- bty 0) =0 P = (P1, P2 Ps) -
De (4.4) et de D'inégalité ’

sup bi(t, p) < sup |g(¢, p)| < sup |g(¢,p)] ¢=1,2,3; n=1,2,..
lpl<n ipl<n o ni<zn ’

on tire
b

limlfsupb;(t pit=0 i=1,2,3.
n—oo T

Ipi<n
(Y

Donc pour achever, le démonstration il suffit de vérifier P’inégalité

(fbaﬁ(t)dt ]/( ’ —]—r'dt)z tb— “)=+f| —+7

a

dt<1.

qui est une conséquence immédiate de la condition (4.3).
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