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Un théoréme sur les pseudoobjets géométriques assocnés
- avec des objets geometnqu&s lmean'as et homogénes

1. Un obJet géométrique dlfférentlel dans un point fixe d’une varlété -

' "dlfferenmable & n dimensions peut étre considéré (voir p. ex. [2]) comme une
" structure algébrlque composée d’'un ensemble X C R™, appelé le fibre, ¢t d’une -

opération (4, 2)—>A -z des éléments A @un sousgroupe @ du groupe IL; sur
les éléments # de X prenant ses valeurs dans X et satisfaisant pour tout

A Be@ et ve X aux condltlons

(1 . dwex
® . Ba)=(Bd)e, Bo=o,

‘01‘1 ) dénote Punité du groupe G

Une équlvalence Q¢ (relation réflexive, symétrique et transltlve) déﬁme
dans le flbre X et satlsfa.lsant & la condition:

3 _ -(:v y)eG»(AwAv)sC'pourtoutAeG

‘s’appelle congruence pour 1T6bjet géométrlque x (nous désignons ici l’ob]et
géométrique et son fibre par le méme symbole). Toute congruence ¢ pour

Pobjet géométrique X détermine un pseudoobjet géométrique associé avec

-Vobjet X c’est-a- dire une. structure composée de X/G comme le flbre et de

Popération: (4, [a;])—«pA [m], ol [av]fw {YeX: (2,y)eC} et A- {m] [A :v],

‘satistaisant’ évidemment aux conditions de la forme (1) et (2). Donc le probléme

important de déterminer les pseudoob]ets associés avec un objet géométrique

" donné X 8e rédmt au probléme de détermmer les- congruences pour cet objet

géométrlque -
“Nous consulérons ce probléme dans le cas partlcuher ou:

1 G= GL(%) c’est-a-dire le groupe G comelde avee le groupe L), tout.
entier;

~
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2° le fibré X prend Ia forme:

'Q .". -

w x=—‘wR"""

-

3° l’opéra.tmn (A m) »A m s’expnme fpar la formnle o ‘ i J ,
o Ade= F(A)az, a S .
oﬁ F dénote un homomorphmme du groupe GL(n) d&ns le grbupe GL(m) et -

- F(A)» dénote le: prodult (au sens matnmel) de la ma,trlce F(A) € GL(m) par

la matnce L : ‘ o , e

Dans ce cas l'objet géomémque (X F) (qm est entlérement détarmmé par :
1’homom0rph1sme F) est dit linéaire et. homogéne. o

2. Dans le cas des obgets linéaires et. homogénes l’opératmn I" peut etre
considéré comme l’homomorphmme du groupe GL(n) dans le gmupe des trans-,
formatmns linéaires et homogénes .du fibre X .de. la forme (4) | sur lui méme et,
.par conséquent, la congruenoe ¢ doit’ étre une éqmvalenoe compatlble, en
- vertu du (3), avec les transformatmns d;e la- forme' , B
(5) _ m = Mw, Me GL(m)

[ 3
appa.rtena.nt a ce groupe. ]1 sagit done de détermmer les éqmvalenoes de ce -
- type appelées dans la suite congruences pour le groupe hnéau'e GL(m) :
' Dabord nous établissons quelques lemmes. .
‘ Leqlme 1. Pour que Déquivalence C définie ‘dams X de la forme (4) smt
oompatsblﬁ avec les transformaum de la forme (5) et samfasso & la gondition:

(6) N w)ea»ﬂom(w =.e®)

 oiy B dénote le yrou;pe fmulnplwanf des mombres réelg d@ffémms de. 0, 'tl faut et
il suffit qu’elle prenne o forme

(7) : , . (w' w)eowﬂpeq(w = gw’),
o Q est un sousgmupe arbitraire 'du’ groupe R.

Démonstration. Parce que toute relation ¢ de la forme (7) est une -

- congruence pour ls- grnupe ar (m) satisfaisant. é; la condition (6) la sutﬁsance
est -évidente. 7 0
© Nécessits. Posoqs:
| | Qx~{eeR (w,ew‘)eG}

Comme la relatxon ¢ est réﬂemve, symétnqm et transltlve dans X et satisfait
a la eondltwn (6) Q,, doit’ étre un sousgroupe de R pour tout w eX




D’a.;prés la trammﬁmﬁé du graupe GL(mi dam X 11 ems@fe potrc tous mv, y € X
la m.aﬁ'me M € GL(m) te]le que l’on ait: .

oy =M.

8i gc Qz on a, (a:, gw) 0. Pa,rce que la relamoﬁ C est supposée compa,ti”ble avec .

le groupe. GL(-m) on a auisi (M), Mgw) ¢ € majs, comme M (¢z) = ¢(Mw) =

‘11 en résulte (y, gy) € C’ clest-a du'e ger Amsu nous avons la rela.ﬁmn* _
B ‘ Qw C Qv i

“d’o*tl en changeant ]es rﬁles de @ et ¥ nous obtenons l’éga{hté
o Qe =Qy=8 . ‘ :

ne ‘Done nous voyons que toute congruence C pour le groupe GL(m) déterxmne .

un sousgroupe @ du groupe R tel que la. congruence ¢ s’exprime par-ia for-
‘mule (7). Notre lemme se trouve ainsi démontré. -

‘Lemme 2. Toute congruence C pour le groups GL(m), ot m =2, ne satwfaz—? L

" stmt pa.s d. o co'ndztwn (6) doit étre totale ¢est-i-dire ewpmmée par la for'mule
SN ; ) C=XxX. , h
Démonstratlon. Soit 2, y e X. Comme 1a congmence O‘\ne satlsfmt pas.

4 la condltmn (6) 11 emste un point @’ ¢ X tel que l’on alt ' ’

| (8) . . o o (.’D m')eC’

‘(9) e m;égmpourtoutgeR .

D?antre part la propriété smvant du groupe GL(m) pour > 2 est bien’

- connue, _

- Propriété TD: Pour tout” sysbéme {a:l, wg, Y1y Y2} des pomts de X satlsfa.mant '
aux. condmons J

(10) - - w”éewl,yzaégy, ‘pour tout oeR :
i existe une ma,tmee M e GL(m) telle que ’on a1t e Sl !
’ (11) o Y= My (z——l 2)

~ En posant w1—~ , wz y,—. a:, Y= y ol ‘est un pomt ﬁ;e de X satls-
faisant & la condition: .
12y - oy aéga; pourtontgeR : .
les conditions: (10) sont en vertu de (9) et (12),- remphes et nous en dédmsons '
qu'il existe la mmee M e GL{m) telle que Yon ait: -
‘ Sy =Mz et o’ = Mo’ .
. En vertu de (8) et de la eompatxblhté de 1a relation C avec le groupe GL(m)
il en résulte la rela.tmn
(?]’ s w') € C .
done ansm,-‘ d’aprés : (8),
(2, 9) € 0 .
pour tout y' e X sa,tlsia.lsa.nt a la condltlon (12)









