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Dans la présente note on considére la question de i’unicité pour les équations

~ elliptiques et paraboliques aux coeﬁmlents bornés, dans la classe de solutions

définies et non bornées dans tout l’espace. Le probléme analogue pour les.
équations elliptiques a été traité par T. Kusano [2]. Notre résultat. concernant -y
les équations elliptiques est plus général que dans [2]. - o
- 1. Soit B, l’espace euclidien & = dlmensmns de pomts @ = (¥, ..., Tn) €b -l

(1.1) - Lu= 2 a(@)u W-|- Zb w)u,,‘—i—c(m)u—f(m)
. i,7=1 i=
I’équation elliptique: en questlon.
- On suppose que
I. Les coefficients de I'équation (1.1) sont. définis et bornés dans E,, ef
¢(x) < 0 pour ze By \

) n
IL. S Y eul@Ed > wldl (s> 0, e = 252
1,5=1 i=1

pour xe B, eét pour tout vecteur (&, ..., &).

Le théoréme suivant est bien connu ([1}).

Théoréme 1. Dans les hypothéses I et 11, pour chaque domaine bo'mé DCE,
il existe ume fonction w(r) positive, bornée; de classe C¥(D) et satzsfmsant a Diné- .
galité Lo(r) < —1 dans D.. : :

A Vaide de ce théoréme mous allons construire une fonetion qu1 posséde
des propriétés analogues mais définie dans tout Vespace En. R

Théoréme 2. Supposons que les hypothéses 1 et II sojent samsfaites et q'ue A

olw) < — —g pour || R, ot g et R sont des constantes positives. , -
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Dans ces hypothéses 4l ewiste une fom'wn z!w) telle que
1° z(x) > 0 pour x e By
2° z(x) appartient & la classe C’*(E,,) et Le(z) < —1 dans E,.
3% limz () = oo .
tz|—»00 "
Démonstratmn En verta du théoréme 1 il ex1ste une fonction o(w)
telle que Lw(z) < —1 et w(z) >0 pour || < R. Nous pouvons définir une
fonetion w(z) non - négative, de classe C*(E,), qui coincide avec w(x) pour

lz] < R..

Soit
L= Y aya ,(w)_
o m=1
Posons - ‘
12 - Z(z) = p(2) 0(2)v+H (2)

ol

L 1 pour [z] <R

H(x)= n”coshkma,» p(x) = { P ol ’
' i=1 ' 0 pO‘l]l' |50] Ry, ‘

0 <o) <1,p(x)c CEBs), R, > R. Les constantes %k et »>0 seront con-

venablement choisies. Evidemment Z(z) >0 pour zeE, et lim 2(z) = oo.
{x|->00

Par un calcul simple nous obtenons

(L3)  Lz(2) = L(¢wv+H)—v[wL¢+ Za,, Fas Oy P m)+¢Lw]+

1,7=1
—-]-H[ 2 KPagtgh ko tgh ka:;+ 2 kbs tghkaxy+c|=
47=1
= vA (x) —|—H(w)B(w) .

AN ‘ » X -
Si R < |2| < R,, alors en vertu de ’hypothése ¢(x) < —g; on peut done choisir
les constantes », k, assez petites de maniére que

(1.4) : vA(@) <2,
a5 ' H@B@) <-iH@ <L pour k <k .
Il résulte des inégalités (1.4) et (1.5) que_pour E < || <R1 Nous avons

(1.6) . Li(s) < — g-.



En vertu de l’égallté (1 3) et. des définitions des fonctions <p(a:} et w(w) nous
avons

(1.7)  Lz(w) = va-[—LH < —v+LH

< - v+H[ 2’ Ka,; tgh ke tghkay+ 2 kbs tgh ka:;]

i,f=1 i=1

pour le\<R et . _
(18 . Liw)=LH=H()B(z) pour |z| > R,
11 résulte de (1.7) que pour k < %, (k, assez petit) on a

(1.9) | Li(e) <— 5 pour [o| <E.
}

‘8i |z| > R, alors ¢(z) < —g¢g, done d’apres (1.8) il emste une eonstante ks telle

.. que pour k < k; nous avons

(10) Liw <-§H<-%.
Posons dans la définition de la fonction Z(z) k = ky = min(ky, ky, %&). Il est
évident que cette fonction vérifie les inégalités (1.6), (1.9) et (1.10). Enfin,
la fonction 2(w) = COZ(x) satisfait aux conditions 1°, 2°, 3° pourvu que C soit -
une constante convenablement choisie. .

Remarque 1. Il est évident que la fonection z(x) satlsfalt a Pinegalité

(1.11) ~ #(2) > Crexp(klz]), ot k <k,

‘

(ia. constante Cp depend de k).
Nous disons que la fonction u(w) définie dans FE, appartient a la classe E, -
lorsqu elle satisfait & P'inégalité

]u! < Cexp(klml) ol k< k.

.

En appliquant le théoréme 2 nous allons démontrer un théoreme sur les
inégalités différentielles aux dérivées partielles.
 Théoréme 3. Dans les hypothéses du théoréme 2, chaque fonction u(w) qui
appartient & la classe E; ~ C(E,) et telle que Lu(x) >0 (Lu(z) < 0) dans E,
. savisfait @ l’mégalzte

A1.12) w(x) <0 (u(x) = 0) pour v e By, .
Démonstration. Nous montrerons seulement la premiére partie dw
théoréme. Dans ce but nous posons
: u(w) = w(z)z(x) ,
01‘1 z(x) est la fonctlon construite dans le théoréme 2. L’méga.hté (1 12) est
équivalente & l’méga.hyé .
(1.13) w(z) <0 pour e B, .



el sﬁiﬁﬁ donce de démontrer (.] 135, Em “ve’l"tvu de la Temarque 1 il Qii‘ste- des
‘"constantes s et O, telles que ‘ ' o :

z(w) = O exp(s|w|), k<s<k y

done é. chaque g > 0 on peut :[au'e correspondre un nombre E, tel que pour
k]m]>Roon alt ' .

L1y O w@<e.

 Nous montrerons que 1’1négahté (1. 14) est remplie dans E,. Dans le cas con-
traire il existe un point z, tel que

i

s<w(w¢,)=ma’x w(z) . -
lz|<Ro. -
‘ D’aprés l’mégahté (1.14), 2, est un point mtérleur de la sphére {:v || <Ro},;‘
donec ,

. ' n .
(1.15) W (@) =0 (i=1,..,n), 2 a,q(w.,)ldj <0
: ‘ ' iL,f=1 ’ ‘
© pour tout systéme (4, ..., 4,).
‘ D’autre part nous avons

0< Lu = Lwz = zLw+ Z ay zz,wz,+ zz,wz‘)—{—sz

%,j=1.

‘Selon (1. 4} et 1a condition 2° du théorémq précédent le second membre de cette
-inégalite est négatif au point #, ce qui est impossible.
Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théoréme 3.
Théoréme 4. .Dcms les hypothéses du théoreme 2 Uéquation

* ’ ——f(-’L‘) S

. admet dans la classe B, aw plus une sol'u.t/wn '

2. On peut considérer un pro’bléme a.nalogue pour les /6quations para-

boliques. A ‘
Soit B, l’espace -temps de pomts (t, @) = (¢, @1y o) Tn) €F

21 Au= 2 ais(t, @) Uz, + Z'bi(t, )y, + e(t, 7)u— 1ty = f(t, )
- 1,7=1 d=1 )
Péquation parabolique en questlon
On suppose que . , o ‘ :
1. Les coefficients ay(¢t, ), bi(t, 2) (¢,j =1, ...,n) de Péquation (2.1) sont
déﬁms et bornés dans 1'7,,+1 et pour un ?, sont vérlflées les mégahtés

'

c(t,m) <—m {(m>0) (¢ <to,meE,,)
' c‘“:;’”) <K ‘(t =ty x ek,



11' T ‘: 2@5’;(# {I«')&é’j

' RPN Hf=1 :
.r,ponr (t 2)ekE, s eﬁ pour-tout vecteur (51, e ,é'u) - : ’ ;
) Theordme 5. Dans les h;ypothéses I’ et II' zl ezmste une fonctwn z(t m) possé—
damt les propriétés suivantes . i
1° 2(t, w)>0pour to)eByyy, j :

2° %(t, @) appamem i la classe CXB,.,) et Az(t, z) < —1 dams B,
3° hm 2(t, @)= oo, ol 7= {Zw”—}-t”}”” L ‘ - ‘

Bémbnstratmn Posons

. 2) T z(f &) = (tv ‘l")[w(t)w(t)"‘l'l]

A
-

: : . | L1pour t=1,
0 H{t, w)‘= coishktn c,oshkw;; o@(t) = 2 ‘ ,

o S 1 ()pom't<t1 -
t1\< to, 0<p(t) <1, ¢(2) appartlent & la classe 0", w(t) = exp(M (t—to)) Tes ~
" constantes positives M, k, » seront convenablement ch01s1es. T est cla,lr que
1imz(t x) = oo et Z(t,x) >0 pour (t,w)eE,Hl. :

Par un caleul simple noys obtenons ‘

- (2 3) Az = H{-—quw+ O(W.‘i'l)-l'-

N

+ (aupv—i—l) [ 2 k”a;; trgh ka:‘ tgh kwj—l— Z kb¢ tgh kw;—- k tgh kt] axpw}

1 f=1 . [ T

Sl t1 <t < to, alors en vertu de’ Phypothése e(?, m) < —m; nmls pouvons done
_* choisir des constantes v, k, assez petites de maniére que

ey Aég—-EH (pour k <%,).

LSl &4, alors 1’éga,1ité‘ (2;3) prend la forme

!‘(2;.'5) o Az=H [Z’ Way; tghkw; tghkw]-{- Zkb; tghkw;—-ktghkt—f— c]

B ii==l ~ ' =1
-};- En prenant k <y (K, assez petlt) nous avons

i

» (2 6) o © Az ——-2-5 |
Dans le cas t =1, l’égallté (2. 3) prend la forme = o ) e
Az=H {aw(c-s—M)—fc—{— P I

+ (wv-i-l)[ 2 k*a.;; tgh kau tgh km, + Z kb tgh ki — ktgh f].

1,7=1 3 z;-l
. Prace matematyczne z. 13 . ’ . : _ } : 2
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On voit aisément que

2.7 - , ‘ » Az<—[§H S '
gi le nombre’ M est suffisamment grand et k assez petit (k < k,).
Posons dans la formule (2.2) k = k= min(k,, k,, k;). 11 est évident que -
cette fonction vérifie les inégalités (2.4), (2.8), (2.7). Enfin, 1a fonction 2(¢, 2) =
= C%(t, @), ol C est une constante convenablement choisie, satisfait aux con-
ditions 1°, 2°, 3°. :
'Remarque 2. 1l résulte de la constructlon de 2(t, x) que\

z(t, z) > G;,exp(k r) pour k < k,,

ol la constante Cp dépend de k.

Cette remarque permet d’mtrodulre une certame classe de fonctions,
& savoir: nous disons qu’une fonetion u(t, ) définie dans E, ., appartient
& la classe & lorsqu’elle satisfait & Pinégalité : )

~

lu(t, )| < Cexp(kr), ol k‘< ky .

En modifiant un peu la démonstration du théoréme 3, & P’aide du théoréme
précédent on parvient au

Théoreme 6. Dans les hypothéses 1' et II chaque fonction qui appartient
& la classe e, ~ C¥(E, ) et telle que Au = 0(Au < 0) dans E, ,, satisfait & l’me—
galité u(t,x) <O (u(t,x) = 0) pour (t,x)ek,,,.

Ce théoréme permet d’énoncer le suivant

Théoréme 7. Dans les hypothéses du theoreme 5 l’equawon

Au(t, o) = f(t,x)

admet dans la classe ¢, au plus une solution.
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