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Funktionalgleichungen mit analytischen Losungen

Die Punktmengen z = 0 (mod1) werde angesprochen in der Schreibweise
2 € M,, dem linearen Punktgitter der Grofenebene. Wir vollziehen die Erkli-
rung analytischer Funktionen w(z) aus einfachen Merkmalen; in einen elemen-
taren Beispiel gelte mit z¢ M,

(1) Ew'(z) und. w(z)=w(z+1),
fiir

N 1 1
(1) rlRez|<§ aber w(z):;—{-O(z).

Aus (1), (1) und m = 2,3, ... folgt

d
(2) S w(z):iZw(Hl).
. ' m m
Wiéhrend aus (1), (1') die Kennzeichnung der trigonometrischen Transzendenten
w(z) = metgmz sich erschliefen 148t, zeigt sich die Menge der analytischen
’ o0

Losungen von (2) bei festen m als iiberabzihlbar. Existiert etwa 'ty # oo,
1

und betrachten wir als Sonderfall von (2) die Interpolationsgleichung

v = [(2)+ (zgl)]

30 bestehen fiir Im#»>> 0 analytische Losungen mit natiirlicher Grenze z < oo
und der Darstellung

v(2) = Zw{z(ZN—l)]tN .
1
Betreffend das volle Losungssystem von (2) fiir vorgegebenes m siehe; [2].
Aus (1), (1’) folgt lim w(z) = —ni, und daraus mit {z,w,zta}¢ M, das
Tm 200 ’
klassische Additionstheorem zweiter Stufe in der Gestalt
wi(z)wla) —w(z+ a)[w(z)+wla)] = 7.
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In der Ebene der GréBen % kann mit Im o = 0 aus dem Vektorenpaar {1, o}
die volle Uberdeckung durch ein Netz von Parallelegrammen vollzogen werden,
s0 daB durch deren Ecken ein Flichengitter {M,: u = 0(1, ») bestimmt wird.
Indem wir an Stelle eines Parallelstreifens der z-Ebene jetz als Grundgebiet

G: lReu|<%, |Imu|<|1ma§)

einfiihren, kann ein System von Merkma.len zur Kennzeichnung einer Tran-

szendenten S(w,;/) = 8(u) mit u, » =y —wré¢ M, durch die Existenz von

@ B 5 und S(0) = FES A1) = FHS (o),
U =

- und fiir de ®:

3y \ Sw»=%+0u>

gegeben werden. Fiir 0 < Im % << Im o und 2 = 0(1, o) ist

+ o
./ 1 . ZGZﬂtul . .
(3") ‘ —8 (Oz) - 2 “mia Bl '
2t \u —d €T -1
wihrend
o<i?
e . ? 0 z 2“‘“
@) o) = D

fiir # = 0 gilt. Auch ist

o e
: 2 —%

total ungerade; die Ausscheidung von z .gegen z bringt die Einsparung eines

Argumentes in '

o el
u u U

-

In der so vereinfachten Transzendenten geben wir {u,v,y,n} unabhingig
vor. Algdann gilt ein quadratischer Additionssatz vierter Stufe und zweiten
Grades ‘ ' ' "

wor sl -st) sl sl sl
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Fiir 0 < Im » kann die ungerade el]iptisché Tlfa.nszendente 0;(_z,' w) = H{z)

aus einer. Integra.]normlerung

a+1 .

j Sin (st) Oy(t) dt = e M ound B(e) = e 41) = — eEEIR (2 L o)

gekennzemhn‘et werden., Im Vergleich von (3), (3"), (B) entsteht die schon bei
Kronecker vorkommende Quotientenbildung

- (5) 6-—2wm:u 3(0) (2 +u) _ g (m y) ’
A () 31(u) w
WOoraus S(Z) =8 (z> folgt. Die Besonderung n=-—z ergi‘bt die Lage der Null-

~ stellen von‘S(u) durch u = —z(1, w) Mit 0 < ]’ul < min {1, lo+g|}, g 0(1),
verallgemeinere (3') zu 4, = —1 und

G s Y vt
. R 0
“als Folge der. totalen Ungeradheit erhélteﬁ WIr 1@y, @) = (—1)Niy(— 2y, — ),
Wihlt man die finf Argumente {z,, &,; #} so, dal mit #5(2,) = tx; In(&) = T-
S(ﬁ:) = Q[o] die {u:“mz—wwl,éz wfl’m2+§2 w(m1+§1)}€ M,, |
so entstehen Differentialbeziehungen wie etwa

(6%) S[x]8[&] = (t,+7) S[x+ &1 —8'[x-+ .5]
und A '
(6”) SYIS[E)+ (ely+ 7o~ —2lym) Slaw + €]+ (2 +-7) 8w+ £] = 1822+ &) .
Mit e™™® — ¢ konnen aus (3") bekanntlich die drei geraden #.(z) erkléirt; werden
dureh

g 1 Tz z @ 1

{z+=) = Pale) = €77ge P [+ B3 |2 =) = Fol2)
2 _ - 2 - 2

Alle vier zugeordneten #(z) geniigen der partiellen Diﬁerentialgleichung der
Ausglelchsvorgange Weiterhin benutzen wir beim ﬁberga.ng zu den ‘ellipti-

schen Modulfunktionen die Kurzungen 19,,(0) = — ﬁl(z)lo = ﬁ Die Ar-

gumentverdopplung der ungeraden Thetafunktion fuhrt zum Beweis der be-
kannten Aussage 9] = wd,8,8;. In der Darstellung (5') bemerken wir das Ver-:
schwinden von Zahlerfaktoren, mit der Auswirkung ’

30 13
(7) . s("%‘%)z S(g>=8(l_—|2-a)>:
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Welterhln benétigen wir als Abkiirzung die Schreibweise ; ) (ﬂy) [ﬁy]

womit die Aussagen (7) in der Hauptdiagonalen einer dreireihingen Matrix
gewisser M_odu]funktlonen unterzubringen. sind

e s

, o | = —id 0 o | = —i
R 7 | [:2‘]

01 Fi01
14+ o= —ifh ,:1—]—60]:192 0

2 ) 2

‘Wegen (4') (4”) besteht die doppelte Darstellung

o Ty,

und zweimalige Beanspruchung von (6") gibt mit (4), (4'), (5')

‘ 0 0 00 /
ﬂ3+a;+S'( V) e )= 2tmi e 400 =
2 &>

d.h.

o ' 0 0
N onm=0i=2 [s( P )w ("f)} ,
0 2 2

was mit (3'"') die Erzeugenden der Folge {r,(n)} durch Reibenbildung vom
Lambertschen Typ wiedergibt; 7, selbst drickt sich vermoge geeigneter Teiler-
summen alsdann in endlicher Gestalt aus.
Zur entsprechenden Aussage bei

8= D) gr(n)
[

ist fiir unsere Gitterkovariante § (#) zunichst eine lineare Interpolationsformel
bereitzustellen. Aus (3), (3') flieBt unmittelbar fir m =1, 2, ...

modm [ Lk x,-+1
S(ahwz) wi v ( lm’— 2m ).‘

u m L
mu




o1

Nach Ausscheidung von « verbleibt mit zy # 0(1, w)

mod m

_ L {e+Ek @
tN(mu%):mN 22 tN( ot ’ 2:?,—

m

die wir im Sbnheﬁall beﬁﬁtigen werden. Hier gilt mit ¥ = m = 2 ’
' b & o+l w+1 Ty +1 P |
o snmf5. PR ol 5l 55

Die Durchfiihrung eines Grenzprozesses mit nullstrebigen Argumenten gelingt
unter Benufzung von (5'), (6) [3] wegen

. 2mix 10’”
lim { T — o 1,‘”2)}
mv‘-ﬂ) 092 - (Um1 .
so dal (8) ibergeht in
(8') . tz(%; (?)‘i’tz(%a %H‘tz(oy ‘l‘) =0.

Mit den Argumenttripeln

(2} ()

beanspruchen wir die Differentialaussagen in vier Zeilen

0% 0} 03
 $(@>=~%Mm@S(w>+%”(w)
2 2 2
[5):(5) [5)(s)
oo 18 e |8l e = 2, Duo, DI8| e 4187 o
(8% 2/ \2 7 2
t

&2 (%1%) S (%%0) = —[26(}, P+ 4§, 0] 8 (%—20) +3 S” ( %O)

s (1) = s o () as (7).

Das System von Vorzahlen {—i, —4,1,1} ermdglicht durch Addition die

Ausscheidung von ¢, aus (8') und liefert die bekannte Identitit

0 3\
79 = 8 (%;> iS"( o \)

- E /
als _erzeugende Funktion der arithmetischen Folge ry(n), womit die Zerlegung
natiirlicher Zahlen is sechs Quadrate auf Teilerpotenzsummen zuriickgebrachtist. -
Auch im Vergleich mit den weiterreichenden Ergebnissen von Bulygin [1]

scheint die hier vorgetragene Methode der iiberzihligen Parameter gerecht-
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SEr _ fertigt insofern, als die Unterscheidung der Anzahlfunktionen f#(n) Ain- ihrer
e Abhiéngigkeit von der Restklasse der Zahlen g(mod 2) bisher nicht genugend
durchsichtig beschrieben werden konnte.
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