CNr CCXXIm - 7 PRACE MATEMATYCZNE. ZESZYT 4 . . T

. < . st I 4
- . N . . ‘ t o

A PR I ; . i o

M :chhmzeioski" und: A. Zajtt -

memmmm“ﬁ”“memmmmrf5

E1n191tung, Die. Funktmna.lglelchungen mlt den Matrmenargnmenten
treten sehr oft in verschiedenen Zweigen der Mathematik vormegend aber
in der Algebra und in der Geometrie insbesonere in der Theorie der geometri- .
_schen Objekte auf. In'der Algebra werden ‘diese Gleichungen: unter anderen
auch zur Kennzeichnung .der Determinanten ausgenutzt. Mit diesen Problemen

Y - beschiiftigten sich viele Autoren z. B. K. Stéphanos [44], C. Oara.théodory 61, -
S Golab [12], [13], [14], G. Géspér- (71, [81;-[93, [10]; A. Bergman [4], [5], .
~ Ol Taussky und H. Wielandt [45], 8. Kurepa [37], M. Kucharzewski [51], und - -

~ andere. Genaue Literaturangaben iiber dieses Thema enthilt die Arbeit von
G Gaspar [10]. Darum. werden wir hier in diese SBachen nicht eingehen. °

Tm folgenden mochten wir die letzten Ergebnisse iiber die Funktional-
glemhungen darstellen, die -bei "der- Bestimmung der linearen gebmetnschen
- Objekte auftreten. Dlese haben die folgende Form '

[m~_; . FBA=FEB)F4),
@ v'.[MM>mmmﬂ® o

-4, B sind beheblge quadratxsche Mastrizen der. Ordmmg n und Flist eine qua.dra.\
tmche Matrix der Ordnung m. ¢ ist eine Vektorfunktmn mlt m- Komponenten.
Sle sind also folgendermassen deﬁmert :

S A=4 B= Byl i k="1,9,.
F(A)—HF“(A)H g(A)-*Hg"(A)n ,;3_12

" Mit dem Punkt ,,-” W]l‘d das Matmxprodukt bezeichnet. .
Da die Funktion F in'der zweiten Gleichung nicht auftritt, kann man
die erste unabhingig von der zweiten Gleichung behandeln. Das System (1
. und (2) lésen wir also folgendermassen Man 158t zuerst die Gleichung (1), dann
wird die erhaltene Losung in (2) eingesetzt und die- Funktion ¢ bestimmt.
Die. Bestimmung der allgemeinen Losung der Gleichung (1) wird als das -
- ,erste und des Systems’ (1), (2) als das zweite Problem bezeichnet. Diese zwei
Probleme konnen a.uch hmswhthch 'der Deflmtmns — bzw. Bﬂdmengen von ¥
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anf verschiedene Arten geteilt werden. Und zwar, bezeichnen wir mit E. die
multiplikative Gruppe aller quadratischen nichtsinguliren Matrizen der Ord-
nung.n iiber dem reellen Zahlkérper R und mit I} die multiplikative Halb- -
gruppe aller quadratischen Matrizen der Ordnung n, so kann man folgende .
Moglichkeiten unterschelden ‘

P

(3) F: L;_>L;,, - (4) S F: LT,
(5) 2 S . (6) F: I STE

Es sei ‘mit 12 die s-te differentielle Gruppe der Ordnung m bezeichnet, .
derer genaue Definition in dem dritten Te¢il dieser Arbeit gegeben wird. Eine
Verallgemeinerung des Systems (1), (2), die darin liegt, dass F', ¢ auf L definiert
gind, nennen wir das verallgemeinerte System. Es hat die Form:

M . F(ILI) = F(L)F(T),
(8) | J(LIL) = F(LYg(I) +9(Ly), ‘L,Lyel.

Die vorliegende Arbeit besteht aus drei Teilen. In dieseql sind der Reihe -
nach die Ergebnisse iiber das erste und zwelte Problem und iber das verall-. '
_gemeinerte System dargestell.

Die Funktionalgleichungen mit den Matrizenargumenten treten auch- in
der Komitantentheorie auf. Sie sind aber einer anderen Natur und-fassen so
viele verschiedene Typen um, dass wir nicht imstande smd diese hier zu bespre-'
chen. :

1. DAS ERSTE PROBLEM

§ 1. Der Fa,ll (3) des ersten Problems ist mit der Darstellung der Gruppe L‘
auf I}, aquivalent. Unter der Stetlgkeltsvora.ussetzung wurden alle Losungen 111
diesem Falle von I. Schur [4‘3] im Jahre 1928 gefunden

Der Fall (6) wurde unter der Voraussetzung der orthogona.len Invarianz
von 8. Kurepa [36] im Jahre 1959 gelost. Um dieses Ergebnis darzustellen,
fithren wir zuerst den Begriff der orthogonalen Invarianz ein.- .

Definition 1.1. Die Funktion F(A): I} -1} heisst orthogonal invariant,
wenn sie die Bedingung F (0 AQ) F(A) fiir alle orthogonalen Matrizen @ .
erfillt. .

Satz 1.1. Jede ort.hogona.l invariante Funktion

P(X): T2 -1

die der Gleichung (1) geniigt, hiingt nur von der Determmante A der Matrix
X ab. Sie hat also die Form

(1.1) L F(X)=GI(IA‘),'




+ T(X) = ¢(4), wo ¢: I >I! die multiplikative Gleichung (2.4) erfiillt. A
. Auf eine andere Weise vera]lgememerten O. Taussky und H. Wielandt [45]
im Jahre 1963 das Ergebms von 8. Golab auf die Homomorphismen der Halb-

gruppe S aller n X n Matﬁzen iiber dem Eukhdxschen (vgl [‘46], 8. 56) kommuta- -

~ tiven' Ring R.
- ImPFallem =n=2 Wurden alle Losungen der Glelchung (1) von M. Kucha—
‘ rzewcski und M. ‘Kuczma [28] 1963 im folgenden Satz bestimnt. ‘ ‘
Satz 2. 4 Jede Losung F: L1 1 der Glemhung (1) hat eine der Formen:
(2.1), (2.2). :
Es ist bemerkenswert da.ss die drel Mbghchkerben' (2. 1), (2.2), (2.3) im- Fa]le
w=n =2 nur zu den zwei (2. 1) (2.2) zuruekgefl,u't werden kinnen.

§3 m>n. In diesem Falle ist es vielmehr schwerer die Lésungen der’

Gleichung (1) zu erhalten. Ohne ugendwelche Voraussetzungen wurde diése
hisher nur in den drei Spezla,lfallen n=1,m=23undn=2m=3 gelost

Den Fall # =1 m = 2 erledigten M. Kucha.rzewskl und M. Kuezma [27]
- im’ Jahre 1962. A Zajtz gab im Jahre 1963 einen kiirzeren und einfacheren _
Beweis des Satzes von M. Kucharzewski und M. Kuczma, der leider mcht ,

. publiziert wurde. Dag Ergebnis lautet folgendermassen:
Satz 3.1. Jede Losung I I} 11 von (1) hat die Form

31 . : F(f)—w(E)CF( £0,
" wo Fy(%) eine der medergeschrlebenen Gestalten ha.t
@, o L ,a(s) %8, —a(6)]
; i ) ik 1 ‘ o= |ot8), @]
Die Funktionen g, qa, , (0= 1 2), a, %0 erfiillen die entsprechenden der folgenden 1
~ Gleichungen ‘
@2 B o) = wiltn)
(3.3) | : - elén) = a() Fa(n)
Gy {%(Sn)— #(£)2(n) — o )G(?))
‘ o AelEn) = w(o(n)+o(8)x(y) .

Im Falle n = 1, m = 3 bestimmten ‘M. Kuczma und .A. Zajtz [33] allgemeine '/f ;
Losung F: L} »F von (1) im Jahre 1964. Sié hat auch die Form (3.1). Jetat

aber kann F, die sechs na.chstehenden Gestalten - annehmen P
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| genugt, hémgﬁ nur von der Determmante der Ma.tnxX a.b Sle hat aLso d1e Form |







