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Remarques sur Punicité des solutions des equations paraboliques
et elliptiques

Dans la présente note considérons la question de I"unicité pour les équations
paraboliques et elliptiques dans la classe de solutions définies dans tout Iespace.

1. Soit E,,, Pespace-temps de points (z, x) = (t, Xy, ..., X,) et Iéquation para-
bolique linéaire de la forme :

(1) © Lu= Z’ ay(t, XY+ Y bt, Xyuy—u,= f(t, %).
i,j=1 i=1
On suppose que . :
L. Les coefficients a,(z, x), b(t,x) (i,j=1,...,n) de I'équation (1) sont définis
et bornés dans E, ;. ’ ’
II. Pour tout vecteur (51, &) et tout (t,x)eE, ;ona

n

Dlage, x)E &>

ij=1
On suppose de plus que pour un f, on a ou bien les inégalités
(A) S, x) <—k (t<t,, x¢E), fit,x)<M (t>1, x<E)
ou‘ bien les inégalités . | | A .
W) sk (<, x<E), ft,)>M (>t x<E), v

ol k est une constante positive et M est arbltralre, E, est l’espace euclidien 4 n
.dlmensmns de points x = (X1, vees X,).

Théoreme 1. Supposons. que les hypothéses I, II et les inégalités (A) (ou bien

(4")) soient satisfaites et que la fonction c(t, x) définie dans E,,Jr1 ¥y satzvasse a liné-.
galité c(t, x) < C, C étant une constante arbitraire, ’




: Albrsrl’éqt;qtipn- ‘
@ o Lu+¢(t x)u—f(t x) -

" admet au plus une solutzon non négatwe (non posmve) bornée avec ses dértvées partielles
du premier ordre par rapport aux variables x,, ..., x,,.

‘Démonstration: Supposons Pexistence ‘des deux solutlons u(t, x) et v(z, x).
Posons

U(t, x) = d(t, x)+s s V(t, x)=v(,x)+e¢,

ol e > 0 est choisi de maniére que

(t<t, xeE). /

[ ST

G et Detf(t, x) < —k+eC < —
Soit U(t, x) =2(t, x) V(t, x). 11 est clair que la fonction z(t, x) est bornée dans
E, . Par un calcul'simp‘le nous obtcnons

@ 2 Gy Zap, +Z [b.+ > 2 (@u-+ai) V,,,] zs LVV;;Z, =

i,j=1

La fonction V et les dérivées V-, $tant bornées, les coefficients de I'équation (4)
L <
positive telle que ¥V <b. 1l en résulte ([1], Théoréme 7) que z(z, x) = 1 dans E,,H,
donc u(t, x) = v(t, x). La seconde partie du théoréme se raméne 2 la premiére
par la transformation # = —w de la fonction inconnue.

Sous les hypothéses additionnelles sur les coefficients a,(f, x) on peut démontrer
I'unicité dans une classe de fonctions aux dérivées non bornées.

Nous disons qu’une fonction u(t, x) définie dans E,, appartient a la classe L,
lorsqu’elle posséde les dérivées partielles du premier ordre par rapport aux varlables
X(s s X, dans E, et y satisfait aux 1négahtes

' ' LV k .
sont bornés et, de plus, on a v = ~% pour t<f,, ou b est une constante

]ul G, llfxilécgr’+l)(i=l,...,n;r2=2"'xf+t2},

i=1

ou C,, C,, B sont des constantes positives.

Théorémeé 2, Supposons que l’hypothese II et les inégalités (A) (ou bien (A7) /
Soient satisfaites et que ,

ay(t, )(r*+1) <4, |b{t, x)I B (@, ]-—-l ey 1)
ct,x)<C

ou A, B sont des constantes positives et C est arbitraire. !




<

Alors l’équatzon (2) admet dans la classe L, au plus une solunon non négatzve
(non positive). .

Démonstration. Soient u et v deux solutxons non négatives appaﬂtenant
a la classe L,. Nous introduisons les mémes fonctions auxiliaires U(¢, x), ¥ (¢, x),

z(2, x) que dans la démonstration du théoréme 1. En vertu de la définition de la.

classe L, la fonction z(#, x) est bornée, satisfait a I'équation (4), dans laquelle les
coefficients des dérivées du premier ordre, en vertu de l’hypothése, véﬂﬁent I’iné-
gahte sulvaate :

rﬁ—Fl 2
rﬂ+f) = B+onAC.

ety X @ty <(B+7nac,

"De cette mégahté il résulte que les coefficients de I’équation (4) sont bornés, donc
([1], Théoréme 7) z(¢, x) = 1.
~ Théoré¢me 3. Supposons que les hypothéses 1, 11 soient satisfaites et que c(t, x)
< 0 pour t < t,, c(t, x) < C pour t > t, (C est une constante arbitraire) f(t, x) < —k
poqr t < ty, f(t, x) <O pour t > 1, (f(¢, x) = k pour t <to,f(t x) = 0 pour t > to),
oit k est une constante positive,
Alors chague solution bornée de l’equatzon (2) est non négative (non posztwe)
dans E, A
Démonstration Soit A(f) = 1 pour t < ¢, et h(f) =0 pour t>1,, u(t x)
étant une solution bornée de I’équation (2) dans E, ,. Choisissons & > 0-de maniére
" que lon ait

S, x)——eh(t)u(t x) <

dans E,.,. Nous avons donc I'inégalité
Lu+(c(t, X)—eh(D)u = f(t, x)—eh(t)u <0

dans E,.,, d’ou ([1] Théoréme 6) nous obtenons u(f, x) =0 pour (¢,x)eE, ;.
Comme une conséquence des théoréme 1 et 3 nous obtenons le suivant
Corollaire 1. Dans les hypothéses du théoréme 3 I'équation (2) admet au
plus une solution bornée avec ses dérivées partielles du premier ordre par rapport
aux variables x,, ..., x,. ~
Il résulte du corollaire 1 que l’equatlon (1) (le cas ¢(t, x) = 0) n’admet pas

- des solutions bornées avec leurs dérivées partielles du premier ordre par rapport

aux variables x,, ..., x, si ces coefficients et (¢, x) vérifient les hypothéses du co-
rollaire 1. En effet, dans le cas contraire u(f, x) et u(t, x)+const. seraient des
solutions différentes ce qui est impossible d’aprés le corollaire 1. ,

2. On peut démontrer des théorémes analogues pour les équations de la forme

' suivante

) o tu= Y g @+ Y bu, =1().

i,j=1 i=1
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On suppose que

I’. Les coefficients a,(x), b(x) (i,Jj =1,.., n) sont définis et bornés dans E,.
II'. Pour tout x € E, et tout vecteur (¢, ..., &) ona

N 008> als® (a0 >0).

i,j=1

Pour un R on a ou bien les inégalités

(B) fx)<—k x| =R, flx) <0 |x[<R,
ou bien les inégalités '

®) fH=kX=R, fx)>0 x| <R,

ou k est une constante posmue ,
Nous disons qu’une fonction u(x) déﬁme dans E, appartient a la classe /1

lorsqu’elle est de classe C* et satisfait aux inégalités
ul <G, lu x,.1 < C(IxP+D) (G=1..,n)

ou C;, y sont des constantes posltlves .
En modifiant un peu les démonstrations des théorémes 1 et 2, & 'aide du théoreme

4 de [1] on pament aux théorémes suivants.

Thoréme 4. Supposons que lés hypothéses I, II et les inégalités (B) (ou bien
(B")) soient satisfaites et que la fonction c(x) définie dans E, y satisfasse a l’mégalzte
c(x) < C, ou C est une constante arbitraire..

Alors I'équation

® Aute(x)u = £(x)

admet au plus une solution non négative (non positive) bornée avec ses dérivées par-
‘tielles du premier ordre par rapport aux variables Xy, <., X,.

Thoréme 5. Supposons que I’ hypothése II' et les inégalités B (ou bten (8))
soient satisfaites et que les coefficients b(x) soient bornés,

a)(xP+D <4, c@<C (=1,..n,

ou A est une constante posztzve et C est arbztrazre

Alors Péquation (5) admet dans la classe A, au plus une solution non négative
(non positive).

En appliquant le théoreme 3 de [1] nous obtenons le suivant

Théoréme 6. Supposons que les hypothéses I', II' soient satt.sfaztes et que
¢(x) <0 pour xeE,, f(x) <0 pour |x| <R, f(x) <—k pour |x| >R (ou bien
f(x) = 0 pour |x| <R, f(x) =k pour |x| >R). -

Alors chaque solution bornée de I’équation (6) est non négative (non posztwe)
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Les theoremes 4 et 6 permettent d’énoncer le suivant

© - Corollaire 2. Dans les hypothéses du théoréme 6 I'équation (6) admet au plus
" une solution bornée avec ses dérivées partzelles du premier ordre par rapport aux
variables x,, ..., x,,_ .
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