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INTRODUCTION

/

Nous considérons un systém,e' d’équations intégrales de Hammerstein.
Oy x=[KE)fsx@)ds (=1,..,n)

‘ol 'on pose pouf abréger x = (X, ..., X,). Si les fonctxons N et les noyaux Ki sont
assez réguliers et si f; vérifient les conditions .

)

02) < Y a0
B 51
_ou les nombres a; sont suffisamment petits, par exemple si
0.3) 2‘ EMI<1, M= fsz(t s)dtds,
. ij=1 ' s

le systéme (0. 1) admet une solution au moins [9]. L’évaluation (0. 3) et certaines
d’autres bien connues ne sont pas précises. La meilleure possible évaluation des
constantes o, assurant l'existence d’une solution au moins de (0.1) n’est donnée
que dans les deux cas particuliers suivants: dans le cas ol I'inégalité (0.2) est rem-
placée par la condition de Lipschitz ([1], Théoréme 1) et dans celui oll les noyaux
K; sont symmétriques et n’ont qu’un nombre fini des valeurs propres négatives.
Nous allons essayer de trancher cette question dans le. cas général et ensuite nous
allons envisager le cas particulier ol les noyaux K, sont symmétriques et semi-
définis positifs. Il est clair que cette hypothése supplémentaire permet de remplacer
les conditions (0.2) concernant I'application f= (f;,...,f,): par d’autres, moins
* restrictives. Pour n = 1, ¢’est-a-dire lorsque le systéme (0.1) se réduit & une seule
équation, une bonne évaluation de la fonction f assurant P’existence d’une solution
au moins a été établie déja en 1930 par A. Hammerstein [2]. Ce théoréme d’existence
de A. Hammerstein a été généralisé ensuite par M. Golomb [1], M." A. Krasno-
sielski [4] et d’autres. Mais les méthodes variationelles que les auteurs mentlonnés
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. utilisaient dans leurs considérations ne sont pas effectives pour n > 1. I faut par

exemple y supposer [10] qu’il existe une 'fonction‘telle‘fque

.

©04) A H e ) = Ut oy s X)

quelques soient £ G et x;eR. La condmon (0.4) est banale dans lecas n=1
mais elle est trés restrictive pour n > 2. Cette difficulté a été écartée en 1953 par
A. J. Povolocki [7] par le recours a un nouveau principe topologique de M. A. Kra-
snosielski [4]. Dans le cas le plus simple ou les noyaux K, (symmétriques et semi-
définis positifs) sont & carrés sommables les hypothéses de A. J. Povolocki con-
cernant les fonctions f,. sont.-les suivantes:

(a) lopération qui a chaque fonction x = (xy, ... x,) fait correspondre la
fonction y = (y,,...,»,) donnée par les formules y,(t) f(t x(1)) (z——l )]

~ applique I'espace (LY(G))" dans lui méme;

(b) les fonctions f; satisfont aux inégalités

©.5) S X)X < Bxite(®) Bi<A, ¢6L2(®,
2, étant la plus petite valeur propre du noyau KX,.

En raison d’'un théoréme de M. Vainberg [3] I’hypothése (a) est equlvalente
(dans la classe de fonctions mesurables par rapport A ¢ et continues en x)-au fait
qu’il existe une conStante a et uné fonction ¢ & carré sommable telles que

0.6) lf(t 0| < a21x1+¢(t)

Du théoréme 3 il résultera en partlcuher qu’en admettant les conditions (0.6) on
peut remplacer les n inégalités qui figurent dans (0.5) par une seule
(I TN, Lalxt o), 0<a<l, peI¥G).

i=1 . .

Dans la suite au lieu du systéme (0.1) nous allons con51derer un autre, plus général,

x,(t)= 2 [ Ky, ) fils, x(s)ds+h(D)  G=1,..,n)

=1G
A dc tels systemes méne la plupart de problemes aux hmltes dans la théorie des -

" équations différentielles ordinaires.

»

1. NOTATIONS

Soit R" I’'espace euclidien a n‘dimensi‘ons; par |x|, |4], r(x, A), (xe R*; ACR")
nous désignons, respectivement: la norme euclidienne de x

. X, ! '
Ixff=x"x, x= ) XT = (%), vis X,) s

\x,




93

la distance du point (0, ..., 0) au point fe plus éloigné de 4,
s = sup{lyl:yedy,
la'.disfancé du point x A Pensemble 4,
r(x, A) = inf{lx—y|: y e 4} .
L’ensemble de toutes les parties convexes fermées et non vides de R" est désigné

par cf(R"). Une application F de R" dans cf(R”) est dite semi-continue supérieure-
~ment si les conditions ‘ o

XX, ViV, Yie F(x)

entrainent y, € F(x,). Soit G un ensemble mesurable (mesG < oo) de I’espace R™.
On dit [8] qu’une application F(7) de G dans cf(R") est mesurable, si pour tout
fermé 4 C R” I’ensemble de tous les points ¢ pour lesquels I'intersection 4 ~ F(f)
n’est pas vide est mesurable, ' ‘ o
Donnons-nous une application F(z,x) de Gx R* dans cf(R"), une matrice

K(z,5) 2 n dimensions' (Cest-a-dire une fonction qui applique Gx G dans R™)
et une application x(r) de G dans R"; soit '

{f K(t, 5)F(s, x(s))ds}

G A

P’ensemble de toutes les applications mesurables ¥(?) de G dans R" pour Iesquelles -
il existe une application mesurable u(f) satisfaisant aux conditions

YO = [ K@, )u(s)ds, u@®eFle,x®) (1< G).
¢ o .

2. THEOREME GENERAL

Une fonction x(f) qui vérifie la condition
Qn x| [ KO, 5)Fls, x(5)ds)

sera appelée solution de I’équation intégrale au contingent (2.1). A c6té de I’équation
- au contingent (2.1) nous allons envisager 'équation intégrale au sens usuel,

Q2 - x() = [ K(t, ) f(s, x(s))ds+ h(z),

ou f(s, f) et h(t) désignent des fonctions & valeuts dans I’espace R",
L’espace des applications x(f) de G dans R pour lesquelles |x(#)|? est sommable,
munie de la norme |[x||,, = (f |x(2)|?dt}"?, sera notée LX(G).
G ' .




Théoréme 1. Soit F(t,x) une application de Gx R* dans cf(R") mesurable
en t, semi-continue supérieuremant et homogeéne en x (F(t, Ax) = AF(t, x) pour 4 R)
et telle que sup{|F(¢,x)|: { «G, |x| =1} soit fini. Supposons de plus que f(t, X)
soit une application de GX R* dans R* mesurable en t, continue en x, et satisfaisant
a la condition ‘

2.3) - ' MWHM)MMMnM@

et que K(t Xx) et h(t) appartiennent & Iespace Lﬁ.(Gx G) et LYG) respectzvement :
Si Péquation (2.1) n’a dans lespace LYG) que la solution nulle, il existe au moins
_ une solution x € LYG) de I'équation (2.2).

Démonstration En posant

F(x) = { f K(t, s)F(s, x(s))ds} f(x)(t)- f K(t, s)f(s x(s))ds+h(f)

on peut écrire les équations (2.1), (2,2) dans la forme
‘ ‘ XEF(X), x=ﬂx)' ‘
11 est clair (cfr. [3]) QHe dans nos hypothéses f est une apph'caﬁon complétement

continue de LX(G) dans lni-méme. 'On peut aussi prouver (cfr. [6]) que F est une B

application semi-continue supéricurement et compacte de L¥G) dans cf(LYG)).
De P'inégalité (2.3) il vient que ces applications satisfont & la condition

mg.(:f(i)’_lix_)):o’ >||lx|]1,n-—>00
Hxlle = 77

ol p dés1gne la distance définie & l'aide de la norme || Ilv dans l’espace LXG).

Enfin, dans nos hypothéses I'équation homogene x € F(x) n’a que la solution nulle.
Donc pour achever la démonstration il suffit de faire recours au théoréme
généralisé de Fredholm ([5], Théoréme 1.1).

" 3. APPLICATIONS

_ Le lemme suivant est une siinplé généralisation d’un théoréme de M., Golomb
(1], Satz 1) concernant le systéme d’équations intégrales (2.2).

Lemme 1. Si KeLZ(GX G) et F(t,x)= {y e R*: |y| < a|x|} (a <,u1) oit u,
désigne la plus petite valeur propre* du noyau

Gn- K(t,5)= [ K(t, )K"(s, wdu,
| !

- Péquation au contingent (2.1) admet dar/zis l’espdée LXG) seulement la solution nulle. -

* Clest-d-dire Ia plus petite valeur propre de I'équation x(r) = 4 [ Ky(¢, $)x(s)ds (x « LXG)).
. n x()=4J




Démonstratlon Soxt {p{D)} la suite normée (}lp,(t)”L.— 1) des fonctions
“propres du noyau K, et soit {,w,} la smte correspbndant de valeurs propres.. Posons,
suivant E. Schmxdt . .

| ,(t)==1 f K*Gs, t)p,(s)ds ).-——‘/,ui (i=l 2,5

On obtient de cette fagon la sulte normée {q,(t)} des fonctlons propres du noyau
| . K9 = [ K, 0K, s)du
et on ‘;;t de plus- : ‘ .
o | M=% [KO9a@d (=1,2,.0. .

Désignons par x(#) une solution de I’équation au contingent (2, 1) it emste alors
une fonction u(r) satisfaisant aux conditions :

x(1) = f‘K(t,s)u(s)ds, (D) < alx(t)l

hY

‘La solution x(7) peut étre écrite dans la forme

i

x0= 3 Cp()

Ci= Gf (Opi0)dt = Gf Gf WOKE Dp(dsdr = 1 éf () gi(s)ds .
En Vertu de l’inégalité de ﬁessel il en vient
2 c,zaz f ]u(t)lzdt <t f lx(s)lzds = o 2 c, .
i=1

Mais 4 > 2, > a ce qui montre que tous les coefficients C sont nuls.

Théoréme 2. Si Ke LA(GX G), h e LXG) et si l’applzcatzon f(t,x) de GX R*
dans R", mesurable en t et continue en x, satisfait & I’znégahté

.(3.2) If(t x) <alx|+e(), o<up,, (peLz(G)

ot yl désigne la plus petite valeur propre du noyau (3 1), l’équatzon (2 2) admet dans
Pespace LX(G) une solution au moins. t ,

En effet, en posant F(z, x) = {y ¢« R*: |y| < alx|}, d’aprés' (3.2) on obtient
r(f(t, %), F(t, x)) < 9(d

et notre théoréme résu'lte*immédiatement’du lemme 1 et du thédréme 1







