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Eine kanonische Form der pseudostochastischen Matrizen

Einleitung, Bine Matrix 4 mit- n Zeilen und m Spalten iiber dem reellen
Zahlkorper R, A=(ay), i=1,2,..,m,j=1,2,.., m,a;¢R heisst stochastisch,
wenn sie die Bedingungen : ’

- m
- - Day=1, i=12,..,n,
. = , T
@ - g0
erfiillt (vgl. [1], S. 381) . ,

Wir verallgemeinern den Begriff der stochastlschen Matnx und zwar auf fol-
gende Weise,

Definition 1. Eine Matnx A liber einem kommutativen Kbrper K heisst
pseudostochastlsch wenn sie nur die Bedingung (1) erfillt.

Die stochastischen bzw. pseudostochastischen Matrizen werden kurz S- bzw.
PS-Matrizen genannt. Die Menge aller PS-Matrizen werden wir mit S(n, m, K)
bezeichnen.

Fine Zeile einer Matrix hat kanonische Form, wenn genau ein Element dieser
Zeile gleich Eins ist und alle anderen gleich Null sind. Hat jede Zeile einer Matrix 4
kanonische Form, so werden wir diess Matrix mit

(3) . E(’u’z:- ,i,,), 1<ik<‘m: k=1,2, NPT ()
bezelchnen, wobei das Symbol i bedeutet dass eben das Element ay, gleich Ems

st ay =1

Definition 2. Eme Matrix 4 hat eme kanomsche Form, wenn

(4) jede Zeile der Matrlx A eine kanonische Form hat,

- (5) die in (3) definierten Indizes den Bedingungen

il'-__ l, iksik+1<ik+l, k=l,,2, --.,n""l, ) . . -
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In der vorliegenden Note wird ein Satz iiber die kanonische Form der PS-Ma-
trizen bewiesen (Satz 3.1, § 3). Dieser Satz spielt eine grundlegende Rolle bei der
Bestimmung allgemeiner Losung der multiplikativen Funktionalgleichung fiir S-
und PS-Matrizen. Die Losungen werden in néchsten Arbeiten bestimmt. In § 1
und § 2 filhren wir einige Definitionen, Bezeichnungen und Hilfssétze ein, die im
weiteren notig sind. § 3 enthilt den oben erwidhnten Hauptsatz und § 4 — einige
Bemerkungen und Folgerungen aus diesem Satz. Im § 5 werden einige Eigenschaften
der S-Matrizen bewiesen. _

§ 1. Es sei e ein Vektor, dessen alle Komponenten gleich Eins sind,e (1, 1, ...; 1)

& K". Eine Matrix A ist dann und nur dann pseudostochastisch, wenn e ein Eigen-
vektor der Matrix mit dem Eigenwert 1 ist, d.h. wenn die Relation

Ly de=e,

gilt, (vgl [1], S. 382). Daraus erhalten wir die folgenden Hilfssitze.

Hilfssatz 1.1. Das Produkt zweier PS - Matrizen, wenn es existiert, ist eine PS—Ma-
trix und die zu einer pseudostochastzschen inverse Matrix, wenn sie exzstlert ist auch
pseudostochastzsch

Der Beweis folgt aus den nachstehenden Betrachtungen:

Ae = ep Be = en B- A existiert = B-4-e = B-e=e,
A-e=en A7 existiert => A" e=e.

: Hilfssatz 1.2, Die Menge aller reguliren PS-Matrizen derselben Ordnung n
mit. der Matrixmultiplikation bildet eine Gruppe. Diese wird mit S(n, K) bezeichnet.
Hilfssatz 1.3. Die Menge aller PS-Matrizen derselben Ordnung n mit der
Matnxmultlphkatxon bildet eine Halbgruppe mxt Elnheltselement Wir bezeichnen
diese mit S, K).

Jetzt definieren wir zwei weltere Begriffe und zwar der Permutatlonsmatnzen
und der elementaren PS-Matrizen.

Definition 1.1. Eine Matrix, die entsteht, wenn wir die i-te und k-te Zelle
in der Einheitsmatrix vertauschen, nennen wir Pennutanonsmatrlx und wollen sie
‘mit Py bezeichnen (vgl. [2], S.188).

Definition 1.2, Mit F,k(ﬁ), B # 0, werden wir eine PS-Matrix bczexchnen,
die entsteht, wenn die i-te Zeile der Einheitsmatrix durch die folgende .

' o) *) ‘e
©,..,0,8,0,..,0,1—-8,0,...,0), 1<i<n, Il <k<n, i*k
ersetzt wird. Fy(f) nennen wir ‘ellgmentare PS-Matrix. |

§ 2. Elementare pseudostochastische Umformungen der Matrizen.

Definition 2.1. Jede der folgenden zwei Umformungen heisst elementare pseudo-
stochastische Umformung. ‘
- DWR(LU)): Multiplizieren einer Matrix rechtsseztzg (lmksseztzg) mit einer eIemen- .
taren PS-Matrix. )
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UzR(LU,) Rechtssettiges (lmksseztzges) Multiplmeren einer Matrzx mit einer
Permutationsmatrix. o

Aus dem Hilfssatz 1.1 folgt, dass PS‘Matrlx bei jeder pseudostochastlschen'
elementaren Umformung in die pseudostochastische iibergeht. :

Jetzt werden einige Hilfssdtze iliber das Verhalten der PS-Matrizen bei den
pseudostochastischen elementaren Umformungen gegeben.” '
_ Hilfssatz 2.1. Erfiillen zwei verschiedene Elemente der i-ten Zeile einer Matrix A -
die Relationen

2.D : : ayt+a, # 0,
ey a0, jAK,

s0 kann A mit Hilfe von einer UlR in A ubergefﬁhrt werden, in der das Element 3, a,
gleich Null ist,

(2.3) | G,=0.

. Beweis. Wir multiplizieren A réchtsseitig mit F,(8). Dann nimmt die i-te
Zeile von A die Form :

. . (aua ~--‘a ﬁaijo eses ai'k*l' (lfﬁ)aq, . aim) >

a; L . "
‘an. Setzt man /3 Byt , was auf Grund (2.2) gestattet ist, so erhilt man wegen

(2.1), g # 0. Daraus folgt ay = ay+(1—p)ay = 0, womit -ist der Hilfssatz 2.1
bewiesen. :

Es ist zu bemerken, dass 51ch bei dieser Umformung nur die Biemente der j-ten
und k-ten Spalte der Matrix 4 dndern. ‘

Hilfssatz 2.2. Gibt es wenigstens drei Elemente der i-ten Zeile Ay, Gy, Ay
einer Matrix 4 von Null verschieden, so kann die Anzahl der von Null verschie-
denen Elemente dieser Zeile mit Hilfe von einer U; R wenigstens um Eins verkleinert
werden. Bei der Umformung édndern sich hochstens Elemente der Spalten j, &, /.

Der Beweis folgt ohne weiteres aus der Bemerkung, dass wenigstens zwei unter
den Elementen ay, a,, a, die Relationen (2.1) und (2.2) erfiillen miissen. Auf

- Grund des Hilfssatzes 2.1 kann 4 mit Hilfe von einer U, R in A tibergefithrt werden,
in der wenigstens ein der Elemente @y, @, d; gleich Null ist. Bei dieser Umformung
werden hochstens Elemente der Spalten j, k, /, verdndert.

-Hilfssatz 2.3. Hat jede Zeile einer Matrix kanonische Form, so kann die Matrix
mit Hilfe der Umformungen LU, und U,R in kanonische Form iibergefiihrt werden.

Beweis. Besitze die Matrix die Form (3). Durch entsprechende Vertauschung
der Zeilen und Spalten kann man eine Matrix bilden, in der die Indizes iy, i, ..., i,
der Ungleichung (5) geniigen. Da die Vertauschung der Zeilen (Spalten) mit
LUYU,R) aquivalent ist, folgt daraus der Hilfssatz 2.3.

Hilfssatz 2.4. Ist ein Element der Matrix A gleich Eins, so kann 4 mit Hilfe

L ,‘f;elner Umformung LU; in eine solche iibergefithrt werden, in der alle Elemente
i ~derselben Spalte entweder gleich Eins oder gleich Null sind. ‘
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