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Lech Anczyk

Solutions spéciales des quelques équationsfonctionnelles

1. Dans Ia présente note nous considérons quelques cas de I’équation fonctionnelle

oy o(fx) = 9(x, ¢())

ot la fonction ¢ est inconnue, la variable x est réelle, toutes les fonctions dans (1) sont
- réelles et définies dans un intervalle I = <0, @), a>0.

Définition. Soit @ un nombre réel. Nous désignons par U* la classe de fonctions ¢ qui
sont définies et positives dans un intervalle de la forme (0, ) et pour lesquelles la limite

lim x™%(x) existe et est un nombre positif (cf. [3]).
x=0

Dans [1], [2] on a considéré les solutions dans la classe U® d’une généralisation de
I’équation de Bottcher

o (fx)) = (p(x))% p>1.

Le but du travail présent est de prouver des théorémes sur I'unicité des solutions dans la
classe U” pour des équations plus générales que celle traitée dans [1], [2], & savoir les
équations du type (1) ot la fonction g est de la forme

g(x, ¥ = h(x)g(»)

g(x,y) = yPk(x, .
‘Dans nos considérations nous nous servirons d’un lemme concernant les solutions ¢ de
I’équation
o) o Y(x) = wix, ¥ (/).

Afin de formuler le lemme nous admettons les hypothéses suivantes:

1° la fonction f définie dans I'intervalle <0, a) est 1a continue et 0<f(x)<x pour tout
x€(0,a);

2° la fonction w est définie dans un voisinage du pomt ©,n) tel que w(0,n) = 11 et
elle y satisfait 4 I’inégalité

wx, y)—=wix, y2)| <]y ~yal, 0<8<1 ;

en outre, la fonction x—w(x, ) est continue au polnt x = 0
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Lemme. Dans les hypothéses 1° et 2°, 'équation (2) posséde une solution unique ¥
- définie dans un voisinage de zéro (), continue pour x =0 et telle que Y(0) =75.
- Ce lemme est une snnple apphcatlon pour notre but d’un théoréme dans [5] (v01r

aussi [4], th. 3.2). |
2. .Mamt_enant nous allons envisager I’équation

e e (fW) = kg (e) -

Comme dans le cas ol @ = 0 nous pouvons appliquer la théorie des solutions continues -
de (1) (voir [4], chapitre III), nous allons faire la recherche des solutions ¢ de (3) dans la
classe U% a # 0. Remarquons d’abord que si ¢ €'U* est une solutlon de (3) et fe U?
(p>1), g€ U“(q:> 1) ke U'(rz0), alors

, _ ¢ ofe U™, h(g c@)e U™,
et on a les cas suivants:

(Cy) . p=qr=90 (ét « quelconque) ,

(C) ' : p>q,r>0 (et a = L >0),

(C3) . p<q,r>0 (eta,—.—'—q<0).
P-—-

Pour prouver P’unicité des solutions de l’équatlon (3) dans la classe U%, a >0 nous acceptons
les hypothéses suivantes:
(i) la fonction f déﬁme dans I = <0, a) est 14 continue et f(x) # x pour tout x #0;
en outre fe U?, p>1;
(ii) la fonction g est continue dans (0, q) et g UY, q>1
(iii) la fonction x—x"?g(x) satisfait dans (0, a) & une condition de Llpschltz
~(iv) la fonction k est continue dans (0, a) et he U, r=0 (2) .
Théoréme 1. Dans les hypothéses (i)-(iv) au cas de (Cl), pour-chaque >0 11 existe
exactement une fonction ¢ € U* vérifiant ’équation (3) dans un voisinage de zéro. La
- fonction ¢ est continue au point x = 0 et satisfait 3 la condition
(4) " lim x” q)(x) = 11 '
' x=+0"
ol n = n(a) signifie un’ nombre positif tel que
a-1df f(x)“xq(l_“)
= .
x"" g(x)h(x) .
Démonstration. Une fonctlon @ est dans un voisinage de zéro une solution de 3)
appartenant i'la classe U%(x>0) et satisfaisant 3 (4) si et seulement si la fonction ¢ telle
que .

®

$p(x) = xp(x) pour x#0, ¢0) =1,

() Dans la suite de la note on appelle voisinage de zéro un int'ervalle‘ de la forme <0,0), 6 > 0.
(*) Dans I'’hypothése (iv) nous admettons r = 0 pour que nos considérations puissent comprendm
également le cas de Iéquation (3) ol A(x) = 1 (celui que nous avons examiné dans [1] et [2]).







