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Lech Anczyk

Solutions spéciales des quelques équationsfonctionnelles

1. Dans Ia présente note nous considérons quelques cas de I’équation fonctionnelle

oy o(fx) = 9(x, ¢())

ot la fonction ¢ est inconnue, la variable x est réelle, toutes les fonctions dans (1) sont
- réelles et définies dans un intervalle I = <0, @), a>0.

Définition. Soit @ un nombre réel. Nous désignons par U* la classe de fonctions ¢ qui
sont définies et positives dans un intervalle de la forme (0, ) et pour lesquelles la limite

lim x™%(x) existe et est un nombre positif (cf. [3]).
x=0

Dans [1], [2] on a considéré les solutions dans la classe U® d’une généralisation de
I’équation de Bottcher

o (fx)) = (p(x))% p>1.

Le but du travail présent est de prouver des théorémes sur I'unicité des solutions dans la
classe U” pour des équations plus générales que celle traitée dans [1], [2], & savoir les
équations du type (1) ot la fonction g est de la forme

g(x, ¥ = h(x)g(»)

g(x,y) = yPk(x, .
‘Dans nos considérations nous nous servirons d’un lemme concernant les solutions ¢ de
I’équation
o) o Y(x) = wix, ¥ (/).

Afin de formuler le lemme nous admettons les hypothéses suivantes:

1° la fonction f définie dans I'intervalle <0, a) est 1a continue et 0<f(x)<x pour tout
x€(0,a);

2° la fonction w est définie dans un voisinage du pomt ©,n) tel que w(0,n) = 11 et
elle y satisfait 4 I’inégalité

wx, y)—=wix, y2)| <]y ~yal, 0<8<1 ;

en outre, la fonction x—w(x, ) est continue au polnt x = 0
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Lemme. Dans les hypothéses 1° et 2°, 'équation (2) posséde une solution unique ¥
- définie dans un voisinage de zéro (), continue pour x =0 et telle que Y(0) =75.
- Ce lemme est une snnple apphcatlon pour notre but d’un théoréme dans [5] (v01r

aussi [4], th. 3.2). |
2. .Mamt_enant nous allons envisager I’équation

e e (fW) = kg (e) -

Comme dans le cas ol @ = 0 nous pouvons appliquer la théorie des solutions continues -
de (1) (voir [4], chapitre III), nous allons faire la recherche des solutions ¢ de (3) dans la
classe U% a # 0. Remarquons d’abord que si ¢ €'U* est une solutlon de (3) et fe U?
(p>1), g€ U“(q:> 1) ke U'(rz0), alors

, _ ¢ ofe U™, h(g c@)e U™,
et on a les cas suivants:

(Cy) . p=qr=90 (ét « quelconque) ,

(C) ' : p>q,r>0 (et a = L >0),

(C3) . p<q,r>0 (eta,—.—'—q<0).
P-—-

Pour prouver P’unicité des solutions de l’équatlon (3) dans la classe U%, a >0 nous acceptons
les hypothéses suivantes:
(i) la fonction f déﬁme dans I = <0, a) est 14 continue et f(x) # x pour tout x #0;
en outre fe U?, p>1;
(ii) la fonction g est continue dans (0, q) et g UY, q>1
(iii) la fonction x—x"?g(x) satisfait dans (0, a) & une condition de Llpschltz
~(iv) la fonction k est continue dans (0, a) et he U, r=0 (2) .
Théoréme 1. Dans les hypothéses (i)-(iv) au cas de (Cl), pour-chaque >0 11 existe
exactement une fonction ¢ € U* vérifiant ’équation (3) dans un voisinage de zéro. La
- fonction ¢ est continue au point x = 0 et satisfait 3 la condition
(4) " lim x” q)(x) = 11 '
' x=+0"
ol n = n(a) signifie un’ nombre positif tel que
a-1df f(x)“xq(l_“)
= .
x"" g(x)h(x) .
Démonstration. Une fonctlon @ est dans un voisinage de zéro une solution de 3)
appartenant i'la classe U%(x>0) et satisfaisant 3 (4) si et seulement si la fonction ¢ telle
que .

®

$p(x) = xp(x) pour x#0, ¢0) =1,

() Dans la suite de la note on appelle voisinage de zéro un int'ervalle‘ de la forme <0,0), 6 > 0.
(*) Dans I'’hypothése (iv) nous admettons r = 0 pour que nos considérations puissent comprendm
également le cas de Iéquation (3) ol A(x) = 1 (celui que nous avons examiné dans [1] et [2]).




est 1& une solutlon continue en zéro, de léquatlon

() =y 60

ol Ja fonct:xon Y est définie par la formule

@ - {y(x ) E AR (*y), O<x<a, O<y<x—a,
‘ {0, )=llmy(x,y) .pour y>0. .

Done, Pexistence (dans un voisinage de zéro) d’une solution ¢ & U“ de I’équation (3)
'assujettle a (4) équivaut 2 celle d’une solution ¢ de (6) satisfaisant & la condition
®© limg(x) =1,

x-0

~ou brcf I’équation (3) équivaut a léquanon (6) (au sens précisé).
" Maintenant nous allons prouver que la limite (5) existe et #>0 donné par (5) vérifie

I’équation _ ‘ _

® . n=170,n. |
. En effet, vu ’hypothése que fe U?, ge U%, he U et (CI),‘il enrésulte quep =g, r =0

et on a .

(10) f) = x'F(x), g(x) =x"G(x), h(x) =x"Hx)=H(x)

ol F, G, H sont des fonctions continues dans {0, a) et leurs valeurs en zéro sont positives.
On voit facilement d’aprés (10) que Pon a : :
f(x)a xq( 1-a) | F(O)u

a - ,
: =0 gx)h(x)  GO)H(0)
€t comme selon (7) nous pouvons écrire (pour 0<x<a, 0<y<x™ *a)
a1z ' - (L)) = F)TTHF)YIG (" y)
et o o
(13) o 7(0,3) = 1i,m x,¥) = )’“F(O)"H(O)G(O) ,

alors en posant y = 5 défini par (5) on obtient (9) gréce 2 (11) et (13).
 Par hypothése, la fonction G: x—x"2g(x) satisfait dans (0, @) a4 une condition de
Lipschitz ce qui entraine, comme nous le verrons, 1'inversibilité locale de la fonction
9,0 y—y(x, ), x étant fixé arbitrairement, dans un voisinage du point 7. Or, nous ferons
voir qu’il existe un, tel voisinage du point (0, 1) ou est rcmplie Pinégalité

4 ey =7, y2)l 200y —yal,  6>1.
En s’appuyant sur (11) on peut écrire pour y,, yz quelconques tels que x~*a>y, >y, >0 ‘

-x étant fixé:
| Y ) —7(%, ) = F(x) ™" H®) [ G(x* y,) —¥3 G(x* y,)]
= F(x)""H@){(1 -18) G(x" y) + ¥4 [G(x" y)~ G (" y2)1}
= F) " Hx){(] —3) G(x"* y) =3 1G (" y1) —G(x* yo)l}
21~y g7 G (x" ¥, ) F(x) ™  H(x)— Ly} x*F(x)"*H(x)],

7 étant un point de Iintervalle (32, 71).
o ‘ :
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L’inégalité (14) sera prouvée si nous montrons que le premier membre ‘de P’expression
dans les crochets tend vers g, pendant que l'autre vers 0, quand x—0, y;—1 (i=1,2).
Tl en est ainsi en effet, car si x—0, alors en tenant compte de (13) on a

G y)F(x) *H(x)-n'"",
et comme y2<F<yy, done si (x, y)—0, n), _
LGPy ) F(x)"*H(x)—~g et Lyix"F(x)""H(x)—0.

11 s’ensuit de (14) qu’il existe un voisinage S du point (0,7), soit S =<0,d)x
(n—¢, n+e), n—e>0, § suffisamment petit, dans lequel la fonction 7, ‘est. univoque pour
chaque x fixé. Donc il existe dans S une fonction inverse (par rapport 4 y) 2 y, quon va
désigner par w. Aussi il existe des &, e, >0 tels que Péquation (6) équivaut dans S 2
I’équation de la forme '

(15) $(x) = wlx, (/).

et la fonction w en raison de (14) vérifie dans I’ensemble {0, ) x(n—¢,, n+e,y) linégalité

' 1 1
(16) V |W(x, Zl)"'w(xs zl)l? 'élzl_ZZI ’ 6 <1.

Finalement, remarquons que les conditions fe U” et f(x) # X entrainent les inégalités
0<f(x)<x dans (0, a).

Ces inégalités et (16) ainsi que (9) permettent d’appliquer dans Pintervalle {0, 6) notre
Jemme. On en conclut qu’il existe dans <0, ) exactement une solution de P’équation (15)
satisfaisant a (8). _ ‘

Vu Péquivalence des équations (3) et (6), le théoréme se trouve ainsi démontré.

Par contre, pour prouver l'unicité des solutions de (3) dans la classe U®, a<0, nous
acceptons sur g les hypothéses suivantes:

1
(ii") la fonction g: x—g ()—C) est continue dans (0,a) et ge U ™%, g>1;

(iii") 1a fonction x—x’g (-—) satisfait dans (0, @) & une condition de Lipschitz.
x

Théoréme 2. Dans les hypothéses (i), (ii"), (iii’), (iv) au cas de (C,), pour chaque 2<0
il existe exactement une fonction ¢ € U* satisfaisant a 1'équation (3) dans un voisinage
de zéro ainsi qu’d la condition '

17 ‘ limx %p(x) =1

x=0

ol #n = n(x) signifie un nombre positif tel que

oot S T
(18) - | x_'og(i)h(x)xq“”)
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- 'Ladémonstration du théoréme 2 ne différe pas essentiellement de celle du théoréme 1,
alors nous n’allons présenter que certains détails de calcul qui sont ici différents.
"Or, la fonction y s’exprime ici vu (10) par la formule

1
y(x, ) ¥ F(x)""H(x)»'G (T)’ O<x<a, y> x
xy a

ams -
760, Llimy(x,y) pour y>0.
x-0 )

Ainsi que dans (11) il est aisé de voir que I'on a

i fxf _ FO™
m = s
@0) | 0y @ heoypats  GOHO

. ce qui veut dire que la limite (18) existe.
D’aprés (19), étant donne que a<0, on obtient pour y>0 I'égalité

70,9) = Y FO)T*HO)G(0),

et en posant y = n défini par (18) on voit blen grice 4 (20) que 'on.a (9), ce qu 11 fallait

démontrer. .
Afin de prouver que pour la fonction 7 définie par (19) on a (14), mtrodulsons pour
simplifier écriture la notation = —a>0. En profitant de (19) nous pouvons écrire pour

yl, ¥, quelconques tels que y;>y,> —', x étant fixé:

yex, y—30es 32) = F(x)”H(x){(yﬂ—m e(y +y2|: ("”)-G(;’)]

=z (1—72) [qf" ‘G(y )F(x)"H(x) —-Lyix’y 2 F(x) Hx) ,

#, 7 étant des points de Iintervalle (y,, y,).
Notons que si x—0, on a en raison de (20)

xﬁ
G (—) F(x)’ H(x)—n* "1,
Y1 -

et comme ?33750’2,3’1), donc si (xayi)_)(o: ’1)’

171G (y )F(x)"H(x)-»q

et .
Ly} x"ji‘zF(x)"H(x)—»{_) .

Ainsi, 'inégalité (14) pour y définie par (19) se trouve démontrée. La suite de la démon-
stration parcourt d’une fagon analogue a celle du théoréme 1.




L)) : 7?71 = lim

o Les démonstratmns des deux théorémes suivants ne différent pas en prmcnpc de ceiles- s
~ des théorémes 1 ou 2, et nous les omettons. s

= (Zi) : ":  l(x)‘.—P-,_=:‘t95

' Théoréme 3. Dans les hypothéses (i)-(iv) au cas de (C,), l’éqilatidﬁ (3) xpo‘ss"édev

B r .
e dans un voisinage de zéro une solution umque pelUota=——->0. La fonctxon ] est o

p—q

‘ N contmue au pomt x = 0 et satlsfalt a la condition C)) oﬁ 1 est donné par (5).

T'he’orém’e 4, Dans les hypothéses (i), (ii"), (iii"), (iv) au cas de (Cj), l’équation ‘(3')'

r
: .-posséde dans un voisinage de zéro une solution unique g € U ol o = —— <0. La fonc-

p—q
tion ¢ satisfait & la condition (17) ot n est donné par (18). -

3. Dans la suite de la note nous avons i envisager I'équation I

@ N 9 (f(0) = (@) Vk(x, 0()). 2

. Nous supposons sur k et I

(v) la fonction k est définie et contmue dans un ensemble Qch contenant e

.. point (0,0), k(0,0>0, et dans un voisinage V' du point (0, 0) est remplie une condition
: de Lipschitz A

Ik(x Y- k(x yz)[<L|J’1“‘J’2|’ (x,7)eVnQ;.

(v1) la fonctlon 1 étant contmue dans un vmsmage de zéro satisfait 4 la condition

2

Nous' élloﬂs énbnéer un éorréépondant'éu théon ‘pour Péquation (21),

Théoreme 5 Dans les hypotheses (1) et (v) (v1), sur chaque «>0 il existe exacte- -

"7 ment une fonction @ € U” vérifiant I’équation (21) dans un vmsmage de zero La fonctlon @

est continue au point x = 0 et satisfait. a; fg condm"_’*‘“

(23) lim x~ qo(x) =1

L N x0
ol n est donné par la formule
fx)*
x-0 xa‘(x)k(x, x) )

La démonstration de ce théoréme sobtient d’une maniére analogue A celle du
théoréme 1, avec une telle différence de calcul qu’afin d’obtenir 'inégalité (14) nous utilisons

" ici au lieu de (iii) 1a condition de Lipschitz pour k dans (v) ainsi que (vi) pour /. Aussi nous

nous bornerons seulement & montrer ’existence de la limite (24) et & constater que 1 donné
par (24) vérifie l’équatlon = y(O n) ou y est une fornction définie parelllement .que
dans (7) (cf. th. 1). : : : Ny




Or, y s’exprime ici par la formule (pour x # 0) .
) p(x, ) = XD P ()Y Ok(x, 5 ).
; Notons qu'en vertu-de (22) dans (vi) on a

. lim X204~ » 11m exp [ (/(x)~p)Inx] = exp{lim a (I (x\ -p) Inx} =
. x—+0 . )

x=0
Il s’ensuit de (25) vu a>0 et (22) que Yon a
n =y, nen = n*FO0)~*k(0, 0)
Le membre de droite dans cette relation est équivalent (n>0) & 1’égalité

SO F@ . FGF _ FOF
ox"'("’k(x x)  x-0k(x, x)x“('(")“") -0k (x, x) T k(0,0)]

7! = lim

donc la limite (24) existe effectivement et I’égalité # = 7(0 #) est remplie pour x défini
par (24).

Nous finissons nos considérations par énoncer un théoréme (dont la démqnstratlon
nous omettons) pour <0 correspondant au théoréme 2. Dans ce but au lieu de (v) nous.
supposons que ' /

. 1 :
(vii) la fonction k: (x, y)-k (x, —) satisfait & ’hypothése (v) concernant k.
y .

Théoréme 6. Dans les hypothéses (i) et (vi)—(vii), pour chaque a<0 il existe exacte-
ment une fonction @ e U” satisfaisant 4 ’équation (21) dans un voisinage de zéro ainsi
qu’a la condition (23) ol # est donné par (24) avec k au lieu de k.
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