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Sur les automates commutatifs

| par E. Barcz, M. KANIA et Z. MOSZNER

On donne dans la note la structure générale de ’automate abstrait plein dont
le dictionnaire d’entrée forme un groupe.

Nous comprenons sous ’automate de cette sorte le systéme 4 = (¢, P, I', 6, 1)
ou:

1) G-nommé le dictionnaire d'entrée de l'automate, forme un groupe avec

Punité x, *),
2) P-nommé le dictionnaire de sortie, est un semigroupe avec P’unité droite y,
et avec la propriété de réduction & gauche:

A (3/1?)2 ==Y = Ys) s
1,V Yse P .

3) I' est un ensemble arbitraire, nommé ’ensemble des états de I'automate,
4) 6 —la fonction de passage et 1 —la fonction de sortie, ce sont des
fonctions:

, 8: 'k @I, 2 I'xG—P
telles que ‘

(1) | 6(a, X1%y) = 6(5(% *), 5”2)

gt _ :

(2) Aoy @105) = A(ay @) A(8(a, 1), )
sur I'x G et
{3) , N B(a, z) = a) .

ael

On dit que 'automate A est commutatif si
(4) 8(a, @) = d(a, 2,2 ,
(5) . ‘ AMa, @,@) = A{a, 3,2;)

pour chaque a de I' et chaque x;, z, de G.

*) Nous utiliserons dans G et P la notation multiplicative.
13*
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C’est une définition analogue & celle qu’a donnée J. Gancarzewicz dans [1] pour
les objets algébriques commutatifs.
L’automate A est évidemment commutatif si G et P sont commutatifs, mais
-P’inverse n’est pas vrai. Il suffit de poser 8(a, x) = a et /'].(a, @) = 4, pour chaque
(a,z) de I'x G et pour G pas commutatif.
Nous donnerons dans la suite la structure des fonctions 6 et A dans l’a.uto- :
mate 4 (voir [2]).

L. La fonction é qui remplit (1) eSt de la forme:

8(a, @) = 6;'[8x(f (a)) ] pour f(a) e Ik,

ol
(I.1) f: I'—T est une fonction telle que f(f(a)) = f(a) pour chaque a de I'
(1.2) fiN)y=U Ty NIk #9); A (k19ék2=>rk1mpkz:g);

keK - keK k1,kze K

(e’est-a-dire f(I') est décomposé aux ensembles I'y(k « K) non-vides et disjoints),
(I1.3) pour chaque % de K il existe un sous-groupe G du groupe G tel que la
puissance de I’ensemble I'; est égale & la puissance de I’ensemble G/Gy des classes
d’équivalence & droit du groupe G par rapport au sous-groupe @,

(I.4) 6r est une bijection de Iy sur G]Gk.

II. Chaque fonction A qui remplit (2), ou d satisfait & P’équation (1), peut
&tre consfruite comme suit *¥),

(IT.1) Pour chaque k de K soit i un homomorphisme'de Qi P

(I1.2) Soit 5x(C): G/Gx— @ une fonetion pour laquelle 5x(C) € C et sk(Gx) = @o;
ar

posons sx(Z) = 8;(C) pour z € C € G/Gy.

(I1.3) Désignons par fi: sy(G)— P une fonction pour laquelle fi(%,) = ¥, et pour
laquelle il existe un sous-groupe P; du semigroupe P tel que f(si(@)) C Py.

(I1.4) Soit az un élément de I'y pour lequel di(ax) = G et pour chaque a de Iy
par Z(a) désignons un élément de G pour lequel &(ax, Z(a)) = a.

(I1.5) Soit h une fonction de I'\|JIx & P et posons

keK
(I1.6) Ax(z) = Za(w (sx(@)) "] fu(sa(x)).
(IL.7) Enfin nous avons:
[A(Z(a))] "Ax(Z(e) ) 8i ael%,

Ma, )= k(d)l(&(a,wo},w) siae\UTk.
» . . - keK

**) La construction ci-dessous est une simplification du résultat dans [2],” donnée par
- B. Pilecka dans sa thése [4]. )
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Si nous avons (3) dans ce cas f(a) = a, de 1a I'= U Tk et
) ’ ' keK

Ma, o) = [4x(Z(a))] x(Z(a) @) pour ael}

TaEoREME 1. La fonction 8, remplissant (1), satisfait a la condition (4) si et
. seulement si le groupe quotient G|J est abélien, ou
(§) J={xeG: N 6(a,r)=0d(a,m)}.

ael’

4

Démonstration. G/J est abélien si et seulement si K (&) CJ, ol K(G) est
le commutant du groupe @, c’est-a-dire le sous-groupe du groupe @ engendré
par Iensemble des commutateurs des éléments de G:

K@ Z (aba1b1: a,b e G}

G/J est donc abélien si et seulement si aba b= e J poﬁr chaque a et b de G. Cela
est équivalent & la condition: ’

é(a, aba—tb1) = d(a, ,) ,
- ¢lest-a-dire & la condition:
8(8(a, aba=1b-1), ba) = 86(8(a, z), ba) .

La derniére relation est, d’aprds (1), équivalente 3 la condition (4), e.q.f.d.
Remarquons (voir [3]) que
=) N (& 'Gxw)
. seG ke K ) .
et, puisque le commutant K (G) du groupe & est le diviseur normal de ce groupe,
on peut remplacer dans le théoréme 1 la condition: G/J est le groupe abélien par
la relation: ‘
(M K(G)C N Gk -
ke K
La relation J = {x,} est caracv.ristique pour les automates réduits par rapport
au dictionnaire d’entrée, c’est-a-dire pour les automates qui ont la propriété
suivante: (voir [2] p. 58—59): '

A AN 8{a, @) = 8(a, m)]= (2, = %)} -

x1.02€GF ael

Pour les automates réduits la relation (4) est évidemment équivalente 4 la com-
mutativité du groupe G, d’accord avec le théoréme 1 puisque dans le cas J = {%}
le groupe GJJ est isomorphe avec le groupe G. o -

THEOREME 2. La fonction A remplissant (2), o 8 remplit (1) et (4), satisfait
& la condition (B) si et seulement si Qi) A ({yo}) estle groupe quotient abélien

) keK
de @, ot A, sont définis par (IL.1).
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Démonstration: Si § est une solution commutative de (1) dans. ce cas:
(8) sk(i“(a)wzwl) = Sk(i(a)wlwz) y

olt 8 est défini par (IL.2) et Z(a) est défini par (IL.4).
En effet nous avons d’aprés (7):

Z(a) @2, [7(a) 2, 2,]7" = F(a) @y 25 27 1% (a) ™ € G

puisque K{@G) est le diviseur normal du groupe G,‘d’oﬁ la relation (8) a lieu.
D’aprés (I1.7) la relation (5) a lieu pour chaque « de I si et seulement si elle

a lien pour a de I'\|J I'x, donec la relation (5) est équivalente 4 la suivante:
keK

[Ak(i(a))]‘lﬂk(i(a)wlw%) = [(Z ()] ' 2a(Z () 2, @,)

pour a de T\U Iy, Cette derniére relation est équivalente d’apreés (I1.6) & la
ke K '
suivante:

Ao (o) 2 (53(T () 2,2)) ] filsa(Z (@) 21 25)) |
= AT (@) 0, @, (81(T (@) 0,2,)) " fu(sk(T(a) 2, 2,)) -
D’aprés (8) ceci est équivalent & la relation
(9) | Au(E (@), 0 B ()] = 3o,
c'est-a-dire & la relation:
o B(a) 2,z Ba) ™ € B ({0e))

Puisque 4;"({#,}), comme le noyau de I’homomorphisme 7, est le diviseur normal
du groupe Gy, la relation (10) est équivalente & la suivante:

oy oyt e 3 ({yo})
c’est-a-dire & la relation:
E(6) C 2 ({mo})
pour chaque & de K, c.q.f.d.

Remarquons enfin que, d’aprés (11.1), Ax({y,}) C Gx pour chaque % de K,
done les deux relations (4) et (5) ont lieu si et seulement si:

(@) C () 2" ({%0}) -
. keE
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