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L’équation de translation sur le produit simple des groupes avec zéro

par Z. MoszNErR, M. Waéko

La note appartient au cycle des travaux (voir [2], [3], [5]) consacrés & la réduction de la
solution de 1’équation de translation sur le produit simple de deux structures algébriques
aux solutions de cette équation sur les membres de ce produit. Les deux théorémes dans
cette note sont des géneralisations du théoréme 2 dans la note [31.

Nous comprenons par équation de translation I’équation suivante:

G(G(a, u), v) = G(a, u-v),

ou G(a,u): I'x S—T', I' est un ensemble arbitraire et $ forme une structure algébrique
par rapport a Popération .,-*.
La solution générale de cette équation au cas o1 S forme un greupe est de la forme ([4]):

0)) Gla, u) = g '[gu(9(2)) ]

pour g{e)e I, ol
a) g: I'>T satisfait a la condition

2 ‘ g(g(@) = g(2) ;
b) g(I) = UI;, ot
keK

AT # 0, A (ky # ky=>I', O T, = 0)

ke K k1,k2€K

et il existe pour chague k de K un sous-groupe G, du groupe S tel que

S/G, = I,

ol S/G, désigne les classes d’équivalences a droit du groupe S par rapport au sous-
groupe Gy;

€) g, est une bijection de I', a S/G,.

‘Les ensembles I', qui sont égaux aux ensembles G («, S), sont nommés les fibres transi-
tives de la solution G(x, ).
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On dit que la solution G(x, 1) est commutative si
G, uv) = Glo, v°u)

pour chaque « de I' et w, v de S.

11 est évident que si 1a structure S est commutative, dans ce cas chaque solution Glo, u)
de I’équation de translation est commutative. Mais il existe des solutions de I’équation de
translation commutatives pour la structure $ non commutative (voir [1]).

On démontre ce qui suit '

THEOREME 1. Soit G' et G* les deux groupes avec la notation multiplicative. Ajoutons
au groupe G* Iélément zéro 0, Cest-d-dire considérons G*u {0} (0¢ G?) et posons
0w = u0=0-0=0 pour chaque u de G*. Posons G = G' x(G* v {0}) comme le produit
simple du groupe G' par le groupe avec zéro G* U {0}. Supposons que I' est un ensemble
arbitraive, F: I'x G' x(G* v {0})>T et F(x, 1, y) est une solution de I'équation de trans-
lation

(3) F(F(oz,l,y),l,u)=F(oc,1,}“u)

de la forme (1) et commutative. Dans ce cas F(a, x,y) est une solution de I'équation de
translation

* F(F(x, x, ), u, z) = F(a, xu, y?)

remplissant la condition

(5) N F(x, G' x G F(a, {1} x G?)
rel

si, et seulement si

© Fla, x, p) = {F(a, 1, p(x)y) pour y #0 et gx)el,,
f(@ pour y =0,
ot
1) F(x, 1, ) est la solution de I'équation (3) pour laquelle I'ensen-ble E des fibres transi-
tives, qui wont qu'un élément est non-vide,
2) I', et g(o) ont le sens comme dans a) et b),
3) @u(x) pour chaque k de K est un homomorphisme du groupe G' au groupe G*/GE,

& G'>G? et

(7 Pu(x) € @(x) pour x de G',
4) f: T—=E, f(f(@)=[(0) et
)] F(F(a, 1, ) = f(2) pour chaque x de I et y de G*.

La condition (5) désigne que les fibres transitives de la solution F(x, x, y) sont conclues
aux fibres transitives de la solution F(«, 1, y) et la condition (8) désigne que la fonction fest
stable sur chaque ensemble g~ '([).

Remarquons qu’on peut construire chaque fonction f remplissant les conditions
dans 4) comme suit (voir [5] théoréme 2 p. 238):

Nous prenons un ensemble E¥cE, E* # @.
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Remarquons que pour chaque ensemble g~ (I',)
| g T)nE*<1,
a) dans le cas ot g }(I,) N E* = {oc?,} nous prenons
f(@) = oo pour a de g~*([y),
b) dans le cas ol g~ }(I,) n E* = @ nous posons
f(@) = a; pour chaque « de g~ (I,),

ol oy est un élément arbitrairement fixé de E*,
Démonstration du théoréme 1. Vérifions que Ia fonction (6) remplit ’équation (4).
Si y-z # 0 dans ce cas d’aprés (6), (3) et (1) nous avons

F(a, x,y) = Flo, 1, (x)y) € I,

et de la d’aprés (2):

g(F(x, x,»)) = F(a, x, p) € F, .
1l en résulte d’aprés (6) que

F(F(a, x,¥),u,2) = F(F(a, 1, Pu(2)y), 1, Gw)z) .
Puisque F(x, 1, y) est une solution commutative de I’équation (3) nous avons:
F(F(x, x,¥),u,z) = F[F(x, 1, $x)y), 1, zo(w)] = Fla, 1, 3,(x)yze, (1))
= F[F(a, 1, $u(x)), 1, yz,()]
= F[F(x, 1, 3(x)), 1, )yz] = F(a, 1, ()@ yz) .

Remarquons que F(a, 1, §,(x)y) ne dépend pas du choix de la fonction @, remplis-
sant (7). En effet si w,, w, € ¢(x) donc w,y et w,y appartiennent 2 la méme classe
d’équivalence & droit du groupe G* par rapport au sous-groupe G2 et d’aprés (1) nous
avons: F(a, 1, w,y) = F(x, 1, w,). Puisque d’aprés 3):

Pux) Pi(1) € 9(x) (1) = @y(x10) ‘
et

Pulxu) € @y(xu)
donc d’aprés ce qui précéde et d’aprés (6)
F(2, 1, (0 @w)yz) = F(x, 1, Gilxuw)yz) = Flo, xu, y2) .

11 en résulte que notre fonction F remplit I"équation (4) si y-z # 0.
Siy #0, z= 0 nous avons d’aprés (6) et (8)

FlF(2, x,¥),u,0] = f[F(a, 1, §x)y)] = f(®) = F(, xu,0).
Siy =0 etz 0 donc d’aprés (6) et 4) nous avons pour g(f(«)) e I'y:
FlF(a, x,0),u,z] = F[f(@), 1, §w)z] = f () = F(a, xu,0).



104

Si enfin y = z = 0 nous avons d’aprés (6) et 4)
F[F(x, x,0),u,0] = f(f(®) = f(a) = F(a, xu,0).

La fonction F de la forme (6) remplit donc ’équation (4) dans tous les cas possibles
On voit aussi facilement que cette fonction remplit aussi la condition (5).

Supposons & présent que la fonction F(x, x, y) remplisse I'équation (4) et la condition 5)
et que F(x, 1, y) soit une solution commutative de (3). Nous allons démontrer que F a la
forme (6). ‘

La fonction F(x, x, 1) est une solution de I’équation de translation

F(F(a, x, 1),u,1) = F(a, xu, 1)

et d’aprés (5) les fibres transitives de cette solution sont contenues dans les fibres transitives
de la solution F(«, 1, y) de Péquation (3). 1l en résulte que si o, € I', donc F(ao, x, 1) € I'y
pour chaque x de G'. Puisque F(x, 1,y) est une fonction transitive sur I', donc pour
chaque x de G' il existe @(x) de G* tel que

9) F(ao,l,(ﬁk(x))=F(a0,x,‘l).

Si x est fixé, I'ensemble de tous les éléments @,(x) remplissants (9) forme une classe
d’équivalence 2 droit du groupe G* par rapport au sous-groupe G?. Désignons cette classe
par @,(x). La fonction ¢,(x): G*~>G?/G} est un homomorphisme. D’aprés [1] nous savons
que G} doit étre le diviseur normal de G? puisque F(a, 1, y) est une solution commutative
de I’équation (3). De plus pour x,, x, de G' nous avons d’un cdté:

Floty, Xy %5, 1) = F[F(at, X1, 1), X, 1] = F[F(%, 1, Pi(x1)), X2, 1]
= F(%s X2, ¢k(xl)) = F[F(ag, x5, 1), 1, R EN)

= F[F(ao, 1, (ﬁk(xz))s 1, §,(x)] = F(ao, 1, ffh(xl)"_ﬁk(xz))
et de T'autre
Flog, xy°%3, 1) = F(“o’ 1, §y(x; 'xz)) .
11 en résulte que
@u(x1 X)) = 0(x1)- 9u(x2)
c.q.f.d.
Soit & présent o de I' tel que g(«) € I';. Si F(a, 1, ) est transitive sur I, donc il existe
un élément z de G* tel que

Flog, 1,2) = g(a) .
Nous obtenons donc

F(a, x, 1) = F(g(a), x, 1) = F[F(%, 1, 2), x, 1] = F(ag, x, 2)
= F[F(o, x, 1), 1,2] = F[F(ao, 1, (%)), 1, 7]
= F[F(%,1,2), 1, 3] = F(g(®), 1, Bux)) = Flx, 1, pu(x))
11 en résulte pour y = 0 et g(a) e I'y que:
F(x, %, ) = FIF(a, x,1), 1,¥] = F[F(e, 1, 3("), 1, %] = F(2, 1, 5i(x)3) »

la fonction F a donc dans ce cas la forme (6).
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De 13 pour z # 0 nous avons:
Fx, x,0) = F[F(2,1,0), x,2z] = F[F(a,1,0),1, ,(x)z] = F(a,1,0)
pour g(F(x, 1,0))e I.

d
Posons f(x) = F(x, 1,0), nous avons
Fla,x,0) = f(),

alors Ia deuxiéme partie de la formule (6).
En posant dans (4) x=u =1, y=0 on a

F(F(a, 1,0), 1,2z} = F(,1,0),

de 1a f a comme valeur les fibres de la fonction qui n’ont qu'un élément (f: I'->E).
En posant dans (4) x =u =1 et y = z = 0 nous obtenons f(f (@) = f(2), en posant
la x = u = 1etz =0 nous obtenons (8), donc la fonction S remplit toutes les conditions
dans 4),

La démonstration du théoréme 1 est donc terminée.

11 est vrai que le

THEOREME 2. Soit G = (G' L {0}) x G2, oit G! et G sont des groupes avec une notation
multiplicative. Soit F(x, x,y): I'x G—T une Jonction telle que F(o, 1,y) est une solution
commutative de I'équation (3). Dans ce cas F(a, 1,y) a la forme (1). Sous ces suppositions
F(a, x, p) est une solution de I'équation (4) remplissant (5) si, et seulement si

(10) Fa, x. y) = Fla, 1, 36x)p) pour x #0 et g(a)yel,,
F(h(2), 1,) pour x =0

ot 1) F(«, x, 1) est une solution de (3) dont [’ensemble E' des fibres transitives, qui n’ont
qu’un élément n'est pas vide, 11) I, g(a) et @ (x) ont le méme sens que dans le théoreme 1,
IIT) h: T—E" est une fonction telle que

(1) 2(h(®)) = h(x) pour chaque o de T,
(12)  h(F(x, 1,3) = F(h(2), 1,y) pour chaque « de T et chaque y de G2,
(13) d(F(x, x, 1)) = h(x) pour chaque « de I' et chague x de G'.

Remarque. Les conditions IIT), (11), (13) ont la méme interprétation que les condi-
tions 4) et (8). La condition (12) désigne que £ est un endomorphisme pour I'objet
F(x, 1, y) *. Le probléme se pose de donner la construction générale de la fonction s rem-
plissant les conditions dans IIT).

Démonstration du théoréme 2. La vérification que la fonction F de la forme (10)
satisfait a la condition (4) dans le cas out x-u # 0 est la méme que dans la démonstration
du théoréme 1. Considérons donc le cas ot x+u = 0.

*) On peut donner une méthode de la construction des endomorphismes de cette sorte pour
certains objets d’aprés [6].
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Soit x = 0, u # 0. D’aprés (10) et d’aprés la commutativité de la fonction F(e,1,y)
nous avons pour g(F(h(a),1,y)) de I:

F[F(x,0,¥), u, z] = FIF(h(%), 1, ), u, z] = F[F(h(a), 1, y), 1, 3wz}
= F[F(h(2), 1,¥), 1, 2,0 )] = Fla(®), 1, yzg ()]
= F[h(2), 1, §(w)yz] = FIF(h(2), 1, §()), 1. y7]
Puisque g{F(h(®),1,¥)) = F(h(x), 1,y) nous avons F(h(a), 1,¥) eIy, donc aussi
g(h(®)erl,.
11 en résulte d’aprés (10) et d’aprés III) que
FIF(h(@), 1, 3@), 1, y21 = FIF(h(), u, 1), 192] = F(h(2), 1,2) = F(,0,2),
et de la:
F[F(2,0,y),u,z] = F(x,0, y2) .
Si x # 0, u = 0 donc d’aprés (10) et I1I) nous obtenons pour g(x) de I';:
F[F(x, x,¥),0,z] = Flh(F(x, 1, () 1, z]| = F|F(h(w), 1, P(¥)y), 1, 2]
= F[h(x), |, §(x)yz] = F[F(h(a), 1, 3(x)), l,yz] = Flh(F(a, 1, 7(0))s 1, yz
= F|h(F(a, x, 1)), 1,yz] = F(h(&), 1,yz) = F(«,0,y2) .
Si enfin x = u = 0, alors d’aprés (10) et III) nous avons:
FIF(x,0,5),0,z] = F[F(h(), 1,),0, 2] = Fa(F(h@), 1,1), 1, 7]
= FIF(h(h(@), 1, ), 1, 2] = FF(h(2), 1, ), 1, 7]
= Flh(a), 1, yz] = F(«,0, yz).

La fonction F donnée par la formule (10) satisfait donc & I’équation (4). On voit facilement
que cette fonction remplit aussi la condition (5).

Supposons 2 présent que la fonction F est une solution de I’équation (4) et satisfait
a la condition (5). Dans le cas de x # O, en raisonnant comme dans la démonstration du
Théoréme 1, nous voyons que F a la forme (10).

Si nous posons

df
h(e) = F(x,0,1),

donc cette fonction remplit la formule (10) et toutes les conditions dans TIT). En effet
posant dans (4) x =0, y = u = 1, z = y nous obtenons
F[F(«,0,1),1,y] = F(«,0,%),
alors la condition:
(14) ' F(h(2),1,) = F(2,0,)

est remplie.
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En posant dans (4) x =u =0, y = z = 1 nous obtenons (I1). Posons dans (4)
x=z=1,u=0.Dela daprés (14) nous avons (12). Nous recevrons la condition 13)
en posant dans (4) y=z2=1 et v = 0.

Six =0, y=1z=1 dans (4) nous avons
F(F(x,0,1),u, 1) = F(x,0,1)

et de 1a £ a comme les valeurs les &léments de I’ensemble E! des fibres transitives de
F(x, x, 1) qui n’ont qu’un élément (h: I'—»E 1. La démonstration du théoréme 2 est donc
finie.

Remarquons que si G = G' x G* dans ce cas chaque solution F(x, x, ») de I’équation (4)
remplissant (5) et pour laquelle F(a, 1, ) est commutative, est donnée par la premiére
partie de la formule (6) ou de la formule (10).

1l en résulte que si S = (G'xG?) U {0} alors d’aprés les résultats dans [5] on peut
donner la solution générale de I’équation de translation sur I" x S, pour laquelle est remplie
la condition (5) et pour laquelle F(x, 1, ¥) est commutative.

Enfin nous allons démontrer le

TrEOREME 3. Soit G = (G' U {0}) x(G* U {0}) oir G' er G? sont des groupes. Soit
F(a, x,9): I'x G-I une fonction telle que F(a,1,y) est une solution commutative de
l’équation (3).

Sous ces suppositions F(x, x,y) est une solution de | "équation (4) remplissant (5) si et
seulement si

Fla, 1, 3(x)y) pour x #0, y #0 er gel,,

pACY) pour  x #0,y=0,

1 —

(15) Fla, x, ) F(h(a), 1,7) pour x=0,y#0,
h(f (@) pour x=0,y=0,

oiu I'y, g(a), §,(x), E ont le méme sens que dans le théoreme 1, F(x, x, 1) est une solution
de I'équation de translation sur I'x G* pour laquelle I'ensemble E' des fibres transitives,
qui nont qu'un élément est non-vide,

() f: I'=E est une fonction remplissant les conditions 4) dans le théoreme 1, h: > E*!
est une fonction satisfaisant aux conditions ) dans le théoreme 2, les fonctions f et h remplis-
sent encore la condition suivante

(16) /\rh(f(a)) =/ (h@).

Démonstration du théoréme 3. Vérifions que la fonction donnée par la formule (15)
satisfait & 'équation (4). Si x =0, y = 0, u # 0, z # 0 donc d’aprés (15), (i), 4) dans
le théoréme 1 et (8) nous obtenons pour g(h(f () e Iy:

F(F(2,0,0),u,2) = F(h(f (), 1, Pu(w)z)
= h|F(f(@),1, aw)z)] = h(f () = F(x,0,0).
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Six =0,y =0,u =0,z # 0nous avons d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1, (11) et (8)

F(F(@,0,0),0,z) = Fl(f(®),0, 2] = Fla(r(f(@)), 1, 2|
= Flh(f @), 1, z] = R|F(f (@), 1, 2)] = h(f (%)) = F(x,0,0).
Pour x =0, y =0, u # 0, z = 0 nous obtenons d’aprés (15) (i), (16)

F[F(x,0,0),u,0] ——-f(h(f(oc))) =h (f(f(oc))} = h(f(a)) = F(xz,0,0).
Soit x =u =20, y=2z=0. Daprés (15), () et (16) nous avons

F(F(2,0,0),0,0) = F(h(f(2),0,0) = h{f (A(f (2))))
= h(h(f(f@))) = h(f (®)) = F(«,0,0).
Six#0,y#0, u=0, z=0 donc d’aprés (15), (i) et (8) nous avons pour g(a)& [
F(F(x, x,),0,0) = h(f(F(x, 1, p(x)¥))) = (f (@) = F(=,0,0).
Supposons que x =u =0, y #0, z = 0. D’apres (15), (i), (8) et (16) nous obtenons
F(F(2,0.3),0,0) = h(f(FA(), 1, ) = 4(f (:(@))
= h{h(f(@)) = h(f (@) = F(=,0,0).
Six#0, y=z=0, u=0 donc d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1 nous avons
F(F(x, x,0),0,0) = F(f(@),0,0) = (f(f(@)) = A(f®) = F(«,0,0).
Dans le cas ol x =0, z =0, y % 0, u # 0 nous obtenons d’aprés (15), (i), (8) et (16)

F(F(x,0,%),u,0) = f(F(x,0,) = f[F(k(), 1, )]
= f(h(@) = h(f(®)) = F(x,0,0).

Sienfin x %0,y =0, u=0, z# 0, alors d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1 nous
avons

F(F(x, x,0),0,2) = F(f(2),0,z) = Flh(f(®),1, 2|
= h(F[f (@), 1,z]) = h(f(2)) = F(«,0,0).

Dans les cas qui restent la vérification est la méme que dans les démonstrations des théo-
rémes 1 et 2.
On voit aussi que la fonction F de la forme (15) remplit la condition (5).
Supposons 3 présent que la fonction F est une solution de I’équation (4) et satisfait
2 la condition (5). Dans les cas x-y # 0 et x # 0, y = 0 en raisonnant comme dans la
démonstration du théoréme 1, nous voyons que £ a la forme (15). Dans le cas ot x = 0,
y # 0 le raisonnement est la méme que dans la démonstration du théoréme 2. Les fonctions

£ df
fl) g F(x,1,0) et h(x) = F(x,0,1) remplissent aussi la condition (16} et F(o,0,0)
= h(f (). c.q.f.d.
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Six =0,y =0,u =0,z # 0nous avons d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1,(11) et (3)

F(F(2,0,0),0,2) = Fli(f(©)),0, z] = F[a{a(f@)), 1, 2]
= Flh(f®), 1,z] = R|F(f (), 1, 2)] = h(f(®)) = F(2,0,0).
Pour x =0, y =0, u # 0, z = 0 nous obtenons d’aprés (15) (i), (16)

F[F(d, 0, O)’ u,O] '—“f(h(.f(a))) =h (f(f(a))) = h(f(a)) = F(as 0: 0) .
Soit x =u =0, y = z = 0. D’aprés (15), (i)} et (16) nous avons

F(F(2,0,0),0,0) = F(h(f()),0,0) = &(f (h(f @)))
= h{h(f (f@))) = h(f @) = F(x,0,0).
Six#0,y#0, u=0, z=0 donc d’aprés (15), (i) et (8) nous avons pour g{(x) e [
F(F(x, x,1),0,0) = h{f (F(, 1, (%)) = 2(f (%) = F(2,0,0).
Supposons que x = u =0, ¥y # 0, z = 0. D’apres (15), (i), (8) et (16) nous obtenons
F(F(2,0.5),0,0) = h(f(FIh(, 1, ) = h(f (h@))
= h(h(f(®)) = h(f (@) = F(2,0,0).
Six#0, y=2z=0, u=0 donc d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1 nous avons
F(F(x, x,0),0,0) = F(f(),0,0) = h(f(f(®)) = h(f(®) = F(«,0,0).
Dans le cas ot x =0, z =0, y # 0, u # 0 nous obtenons d’aprés (15), (i), (8) et (16)

F(F(x,0,),u,0) = f(F(2,0, ) = f[F(h(@), 1, y)]
= f(h(®) = h(f (@) = F(2,0,0).

Sienfin x 20,y =0, u=0, z # 0, alors d’aprés (15), (i), 4) dans le théoréme 1 nous
avons

F(F(x, x,0),0,2) = F(f(2),0,2) = Flh(f (@), 1, 7|
= h(F[f (@), 1,2]) = h(f(®) = F(2,0,0).

Dans les cas qui restent la vérification est la méme que dans les démonstrations des théo-
rémes 1 et 2.
On voit aussi que la fonction F de la forme (15) remplit la condition (5).
Supposons 4 présent que la fonction F est une solution de I’équation (4) et satisfait
a la condition (5). Dans les cas x-y # 0 et x # 0, y = 0 en raisonnant comme dans la
démonstration du théoréme 1, nous voyons que F a la forme (15). Dans le cas ot x = 0,
y # 0 le raisonnement est la méme que dans la démonstration du théoréme 2. Les fonctions

df df
f() = F(x,1,0) et h(x) = F(x,0, 1) remplissent aussi la condition (16) et F(x,0,0)
= h(f(@). c.q.f.d
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