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DIl PRACE MATEMATYCZNE, Z. 20 1879

Zur Padéschen Approximation der konvergenter Funktionenfolgen

K. RECZEX

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Padéschen Approximation. Es gibt zwei
verschiedene Definitionen dieser Approximation, die jedoch nicht einander #quivalent
sind. Als erste sei dic von G. A. Baker angegebene angefihrt:

Definition (Baker, [13). Sei f eine in der Umgebung des Nullpunktes definigrte
analytische Funktion. Dann ist die (1, m)-te Padésche Funktion Jinymy €ine rationale Funktion
von folgenden Eigenschaften:

P
L. finmy = ==, worin P, und @, Polynome sind, deg P,<n, degQ, <m,

2. 0,(0) =),

3. 0,(Df(D—P) = AzmFmtly

Die Funktion fr,.; muss nicht existieren, wenn sie aber existiert, wird sie durch diese
Bedingungen eindeutig definiert. Die Polvnome P, und Q, sind nicht eindeutig
bestimmt, man kann aber deren Eindeutigkeit erzickm, wenn man voraussetzt, dass sie
keine gemeinsamen Divisoren haben.

Die andere Definition wurde u.2. von M. G. de Bruin und H. van Rossum angewandt,
Sie unterscheidet sich von der ersteren dadurch, dass die Voraussetzung Q,(0) = 1 nicht
vorliegt. Es ist leicht zu beweisen, dass die Funktion richtig definiert ist. Sic existiert immer
und im Falle der Existenz der Padéschen Funktion im vorstehend genannten Sinne sind
beide Definitionen einander idquivalent (sieh: M. G. de Bruin, H. van Rossum, [2]). In
der vorliegenden Arbeit lassen wir diese Voraussetzung ausser Betracht.

Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit ist

SATZ. Sei (F,),"., eine Funktionenfolge. Fiir jedesn sei F, eine in der Umgebung U des
Nullpunktes definierte analytische Funktion. Konvergiere diese Funktionenfolge gegen eine
analytische Funktion F, gleichmdssig auf jeder kompakten Menge KcU. Dann gilt fiir
Jjedes Paar (k,m):

lim (—F;z)[k/m](z) = Fryym(2)

Siir diejenigen z, die keine Héiufungspunkte der Menge aller Pole der Funktionen (F)tijmy»
n=1,2,.., sind Diese Konvergenz ist gleichmdssing auf jeder kompakten Menge, die
keine von diesen Hiufungspunkten enthilt.

Beweis. Wir werden folgendes einfaches Lemma benutzen:
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LEMMA. Sei (a,) eine Folge in C. Existiert fiir jede Zahlenfolge (n,) eine Teilfolge (a,,,)
der Folge (a,)<(a,), die gegen a konvergiert, so konvergiert die Folge (a,) gegen a.
Bezeichnen wir:

F(z) = ia,-zi ,

i=0

[=¢)
Fz) =Y a7,
i=0
k
i
. OP[k;m],iz
=
Fou® = 50—
Y. qugmy,i?’
i=o

und
k

ZOPE:;mJ,iZ
iz
(F, n)[k{m](z) =TT .
( .
> q[:}m,jz]
i=0

i

Die Menge der Koeffizienten der Funktion (F,)gm; ist eine Losung des Gleichungssy-
stems:

(n) (n) . m
ag f][;/m],o = P[ﬁ/m],o

(n} (m) (n) (n)
a im0 -+ a0 Grkpmyk = pE;/)m],k

(ny
[ Q[;;m],o ot @ q{:])m],m =0

...................................

( (
K m qé:?m],()_!- -t ak")‘I[(:/)m],m =0.

Aus der auf jeder kompakten Teilmenge von U gleichméssigen Konvergenz folgt, dass

lima®™ = a, firkeN.

n—w

Nehmen wir an, dass fiir jede k, m, nder Nenner und der Rechner der Funktion (F,)gxm
Polynome moglichst niedriger Ordnung sind. Es kann auch angenommen werden, dass
derjenige von den Koeffizienten P{ﬁ}m],i: q{,':}m], ; der Funktion (F,)gm, dessen absoluter
Betrag am grossten ist, den Betrag 1 hat.

Nach dem Hiufungsstellensatz von Bolzano-Weierstrass gibt es eine solche
Teilfolge (n,) der Folge aller natiirlichen Zahlen, dass die Folgen der Koeffizienten
(pSm ).y und (gfefag,)p=1 konvergieren. Sei lim plan (bzw. gl ;) die Zahl p; (bzw. q;);

P
k

dann ist die Grenze der Teilfolge der Rechner ein Polynom 3 p,z und ebenso konvergiert
i=0

m
die Teilfolge der Nenner gegen den Polynom 3 quj. Diese Konvergenz ist gleichmassig

j=0
auf jeder kompakten Menge in C. So konvergiert auch die Folge ((F,,p)[k,m]);‘;l gegen die
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k ]
ZP:Z'
Funktion —',—:L~~ und zwar gleichmissig auf jeder kompakten Menge, die keine

quzj
Jj=0

m
Nullstellen des Polynoms Y g;2’ enthiit.
=0

Aus der Stetigkeit der Addition und der Multiplikation folgt es, dass die Grenzfolge
(Po> s P> 4o -» 4,) €ine Losung des Gleichungssystems ist:

dodo = Po

ot ... +aoq = py

ak+1q0+"'+ak+l—mqm =0

ak+mq0+"'+akqm =0.

Ausserdem sehen wir, dass nicht alle p; und g; gleich Null sind. So folgt es aus den
Gleichungen, dass. wenigstens einer von den Koeffizienten ¢; von Null verschieden ist.
k

z Pizi

. . i=0 . L . . . .
Die Funktion-,,—- ist also richtig definiert und ist gleich der Funktion Frim-
> 47
i=o

m
Nach dem Satz von Hurwitz ist jede Nullstelle von Y g;z" ein Haufungspunkt der
j=o

Menge der Nullstellen von Y gfir), 2z, p = 1,2, ..., und umgekehrt: jeder solcher Hauf-
ji=0

ungspunkt ist eine Nullstelle des Polynoms Y ¢,z’.
j=0

Sei z eine Zahl, die kein Haufungspunkt der Menge aller Pole der Funktionen (Ftkmy»
n=1,2,.., ist. Nach dem Lemma konvergiert die Folge ((F)mgmy(@))nz; gegen den
Grenzwert Fiy,,;(z). Es ist leicht zu beweisen, dass diese Konvergenz auf jeder kompakten,
von der Menge der Hiufungspunkte der Pole von ((F)tympme1 abgesonderten Menge
gleichmiissig ist. Wir haben also den Satz bewiesen.

Aus diesem Satz konnen einige Folgerungen ausgefithrt werden.

Bezeichnen wir mit C[k/m; F] die Determinante der Matrix:

G—m+1 Cg—mrz -~ Gy
-m+2 Gg—m+3 oo Qi
a; Ay v Qpym—g

Es kann folgendes bewiesen werden: Ist C [k/m; F] nicht gleich Null, so ist die Padésche
Funktion Fy,,, eine rationale Funktion, deren Rechner und Nenner keine gemeinsamen
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Divisoren haben und wenigstens ciner von ihnen (Rechner bzw. Menner) ein Polynom
hochster Ordnung (& bzw. i) ist. Ausserdem ist der Nenner im Nullpunkt nicht gleich
Null. (Sieh: Baker, [1].)

Folgerung 1. Sei F eine in der Umgebung U des Nuilpunktes definierte analytische
Funktion. Sei (F) ., eine Folge der analytischen Funkiionen, die auf jeder kompakten
Teilmenge der Umgebung U gleichmdssig gegen die Funktion F konvergiert. Wenn Clk/m; F)
nicht gleich Null ist, dann konvergiert die Funktionenfolge (F)mn-1 gegen Frym gleich-
miissig auf jeder kompakten Menge, die keine Pole der Funktion Fiymy enthdlt.

Beweis. Da die Determinante einer Matrix eine stetige Funktion deren Koeffizienten
ist, gilt folgendes:

Cik/m; F,] # 0 fir alle geniigend grossen n.
Man kann voraussctzen, dass fir alle n Clk/m; F,] nicht gleich Null ist.

Nach dem vorstehenden Satz kann aus jeder Folge der Padéschen Funktionen
F, ey eine Teilfolge ausgewihlt werden, die gegen eine rationale Funktion p(z}/9(2)
p/Lk[m] .

konvergiert. Nach der Bedingung Clk/m; F] # 0 muss einer der Polynome Zp[k,m],izi,
i=0

m
Y. drym, = ein Polynom der moglichst hischster Ordnung sein; cs existiert also cine
i=o

Zahl o € C, dic nicht gleich Null ist und die den Bedingungen:
k .
pz) = ozv;)p[k/m],iz‘

m
g(z) = « Z q[kjm],jzj
j=o

entspricht.

Bei jeder Folge (1) und bei jeder Auswahl der Teilfolge ist der Koeffizient g, der
Grenzfunktion von Null verschieden. Daraus ergibt sich, dass eine positive Zahl existieren
muss, durch welche die Menge {quﬁ}ml'ol , n € N} nach unten beschrinkt wird. Das erlaubt
uns, fiir alle natiictichen Zahlen » die Gleichung

(n)
q[;c'/m],G =1

vorauszusetzen. Dies impliziert, dass auch jede Grenzfunktion p(zj/q(z) der Bedingung
g(0) = 1 entspricht. Daraus folgt unmittelbar:

m
H ( ) o
lim Z Q[z?m],ﬁj = ¢q{2)
nrow j=0

und

k
lim Z Pwm].i ' ="p(2)
w0 i=0

gleichmiissig auf jeder kompakten Menge. Nach dem Satz von Hurwitz sind die Nullstellen
des Nenners ¢(z) der Funktion Fjy,, die einzigen Hiufungspunkte der Menge der Null-

m
stellen von Polynomen ZCI[(i?/)ijZJ, n = 1,2, .. Die Folgerung ist bewiesen. Definieren
i=0
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wir die ¢-Kapazitit ¢(E) einer abgeschlossenen Menge E als ihren transfiniten Diameter
beziiglich der sphirischen Metrik auf C.

FOLGERUNG 2. Ist (F,); -, eine Folge der analytischen Funktionen, die in einer Umgebung
des Nullpunktes gleichmdssig gegen eine Funktion F konvergiert, so konvergiert die Folge
(FJuympa=1 nach der ¢-Kapazitit gegen die Funktion Fiypm,.

Beweis. Sei max{|pfpmisls i<k, |gim,l, j<m} gleich 1. Aus jeder Folge (1,) kann
man eine solche Teilfolge (n,,) auswihlen, dass fiir i<k, j<m die Folge ( pE:/",,‘:;_,-);l bzw.
(q{:f,,‘:}_ j)a=1 cine konvergente Folge ist. Dann hat die Menge aller Pole der Folge
((F,,h)[,‘,,,,l);",,, héchstens m Haufungspunkte. Fiir eine beliebige positive Zahl § existieren
solche kompakten Umgebungen dieser Hiufungspunkte und ¢ine solche positive Zahl R,
dass die ¢- Kapazitit der Vereinigung ¥ dieser Umgebungen und der Menge {ze C: |z| >R}
nicht grésser als & ist.

Sei € eine positive Zahl. Es folgt unmittelbar aus dem vorstehenden Satz, dass fiir alle
geniigend grossen g die Ungleichung |i(F,,pq)[,,,,,,]—F[,‘,,,,](z)llc\y & gilt.

Nach dem vorstehenden Lemma gilt folgendes:

lim 2({z: {(F,)pym1(2) — Frym (2)] =>€}) = O

"+

was zu beweisen war.
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