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. Le prolongement de la solution de 1’équation
et de Pinégalité de translation
avec ’agrandissement borné de la fibre

par Zenon MOSZNER

§ 1. Soit I" un ensemble arbitraire et .S une structure a]gébrique par rapport.a 'opéra-
tion “+4+”: SxS — S et soit F: I'xS — I' une solution de I’équation de translation

(1) . F(F(a, x),y) = F(e, x+¥) .

Soit de plus S; une sur-structure de S. Nous désignerons I"opération dans S, aussi par “+”.
Nous pouvons considérer le prolongement de F sur S; en quatre sens:

1) s’il existe un prolongement F,: I'x S; — I' de F, remplissant (1) sur I' x §; —dans
ce cas nous parlons du probléme du prolongement sans I’agrandissement de la fibre T,

2) §il existe un sur-ensemble I'; de I'(I'=T,) et un prolongement Fy: I'yxS; = I'y
de F remplissant (1) sur I'; x S; — dans ce cas nous parlons du probléme du prolongement
avec Pagrandissement arbitraire de la fibre I' a la fibre I'y,

3) soit donné un sur-ensemble I', de I'(I'<I’;) — s’il existe un sur-ensemble I'y de I,
étant en méme templs un sous-ensemble de I',(I'el'y<I), et un prolongement
F;: I'1 xS, = I'y de Fremplissant (1) sur I'; x S; — dans ce cas nous parlons du probiéme -
du prolongement avec I’agrandissement borné (par I'ensemble I';) de la fibre I 4 la fibre I'y,

4) soit donné un sur-ensemble I', de I'ensemble I', s’il existe un prolongement
F,: I';x 8, - I';, de Fremplissant (1), dans ce cas nous parlons que F, est un prolonge-
ment de F avec Pagrandissement donné I', de la fibre I.

§ 2. Supposons & présent que ¥* soit un-sous-groupe des éléments non-négatifs d’un
groupe % ordonné, archimédien et complet.

On démontre dans la note [5] que

(D) ‘la solution F de (1) sur I' x%™ est prolongeuble sans agrandissement de la fibre T’

" au groupe ¥ tout entier si et Seulement si
(2) la puissance de I’ensemble
' E(p) = {xe¥*: Fla,3) = 8},

ovael, BeF(a, "), ne depend pas de B (cette puissance peut dépendre de a), et
(3) la relation R définie comme suit

aRB< \/ [F(a,x) = B ont FB,x) =«

xe¥¥
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est une équivalence sur F(, 97) =:I'* et de plus

@ ' A AF(C,0)<F(C,x%),

xe@%+t C

- ot C est une classe d’équivalence arbitraire de la relation R sur Iensemble E de tous les
éléments o de F(I', $) pour lesquels F(a, +) est une injection et 0 est I’élément neutre du
groupe 4.

Faisons les deux remarques suivantes.

A. On peut remplacer la condition (4) dans (I) par la condition plus simplé suivante

(5 N E(T,0)cF(T, %).

xe#t

Pour démontrer que (5) = (4) il suffit de remarquer que

6 ' A A F:(A,x)cA.,

AeT*R xed+

En effet si a € F(4, x); donc il existe § de A4 tel que &« = F(f, x). De 13 a R et puisque
Be 4, alors ae 4. L'ensemble I'* est décomposé en ensembles {4: A4 e I'*/R}, donc
d’aprés (5)

©) " U FA4,0c U F(4,%).

Ael%R AeT*R .
D’aprés (6) nous avons F(4,0)c A et F(4, x)c A, donc (7) nous donne:
. : . .
F(4, O)CF(A, x)

pour chaque 4 de I'*/R et x de ¥*. En prenantici 4 = C nous recevons (4), ce qui montre
que (5) entraine (4).

Inversément nous montrons que (4) entraine (5). Remarquons que d’aprés (I) il existe
le prolongement F: I'x% — I de F, remplissant (1). Dans ce cas I'ensemble

Efe) ={xe%: F(o,x) = a}

forme un sous-groupe de 4. Si F(«, - ) n’est pas une 1n_1ectlon alors E,(x) # {0} et puis-
que ? est un groupe archimedlen '

®) - /\ \/ ugo.

ue® ueE,(a)

Soit a présent 4 de I'*/R tel que F(«, *) n ’est pas une injection pour « de A et soit x arbi-
traire de ¥*. D’aprés (8) nous avons F(a, v) = F(a, v) = o pour un V=X, De 1a d’aprés (6)
puisque v—xe %"

u‘ = F(a, v) = F(F(x,v—x),x)e F(4, x) ,
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donc F(A,0) = AcF(A4, x). Avec (4) cela nous donne
F(I',0) = F(F(I,0),0)cF(T'*,0) = F( |J A,0)=
. Ael*/R
o = U F4,00c U FA,x)=F( | A4,x)=FI* x)cF(, x),
AeFﬁR Ael*/R Ael*R
c.q.f.d.
La, condition (5) est aussi évidemment equwalente a la suivante
N\ F(I',0) = F({I', x)
xe@*
puisque
F(x, x) = F(F(x, x),0).

Pour la méme raison (4) est équivalent a la condition

| C = F(C,0) = F(C, %)
pour chaque x. de %%, ) ‘

B. On sait ([2]) qu’on peut construire chaque solution F de (1) sur I'x 4% en suppo-
sant (3) comme suit:
1) Soit f: I' - I' une fonction telle que

NI(@) =7@.

2) Décomposons f(I') = | TI'; en ensembles I, non-vid'es, disjoints et tels que pour
kekK

chaque k de X il existe une décomposition.invariante {W,};., d’un intervalle 4, de ¥,
pour lequel ¥t <4, et J, = I.

3) Soit Iz {Wy}ies, = Ty une bljectlon et définissons hy: 4, — I, de la maniére
suivante

. Hk(x) = h(Wy) ' pour xe Wy.
4) Posons :
Fa, x) = kil "(f(@)+x]  pour f(e) e T.

On sait aussi ([4] 1} que chaque décomposition W invariante de A, doit &tre de la forme
1) il existe un intervalle 4§, dont chaque point forme une composante de W et pour
lequel -
A,’:‘* =ANAf = {xe¥g: N\ a>y},
yeA;

2) les autres composantes de W ce sont les intersections de A¥* et les classes d’équi- .
valence & droit du groupe. % par rapport 3 un sous-groupe ¥, # {0}.

Il peut arriver que 4¥f = @ ou A¥* = O, ]

Nous allons démontrer que (3) et (5) entrainent (2) pour « tel que f(x) = F(a,0) e I,
pour k tel que A, # %. '

En effet il résulte,de 4, # % que (5) a lieu si et seulement si A* = @, Mais si A;’ = 0
nous avons (2). :
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Si 4, = ¥ nous avons toujours (5) pour I' = I';, donc en général (3) et (5) n’entrainent
pas (2). En effet prenons pour ¥ le groupe additif des nombres réels R, désignons par Q
le groupe additif des nombres rationnels et considérons la décomposition de I’ensemble
A = R en ensembles 4* = R\R" et R*/Q. Soit k une injection de cette décomposition
a R et définissons i comme dans 3), f (&) = o et F(a, x) comme dans 4). On voit que cette

fonction remplit (1), (3) et (5), ne satisfaisant pas en méme temps (2).
On démontre dans la note [3] que

(I)  La solution F de (1) sur T x 9" est prolongeable avec l’agrandzssement arbitraire de
la fibre I' si et seulement si (2) et (3) ont lieu.

“ * i

§ 3. Soit donné un sur-ensemble I', de I'(I'=T",). Nous démontrerons dans cette note
que ‘ : '

(XI) la solution F de (1) sur I' x 9™ est prolongeable avec I’agrandissement borné par T,
de la fibre I' sur & tout entier si et seulement si les conditions (2) et (3) ont lieu et de plus

) E,-g<I,\I,

ou E, désigne la famille de ces classes d’équivalence C de la relation R dans Iensemble E qui
ne remplissent pas la condition (4). .

Démonstration “si”. Si la condition (2) a lieu, donc d’aprés (II) il .existe un sur-
-ensemble I'y de I' pour lequel F est prolongeable & la fonction F,: I'; x4 — I'y, remplis-
sant (1). Il résulte d’aprés la démonstration du theoreme (IT) dans la note [3] que ’ensemble
I' \I" est tel que ’

F]\Fb—'fl'?

et en outre arbitraire. On peut donc, d’accord avec (9), prendre I'\\I' comme un sous-
-ensemble de I',)\T, c.q f.d.

Démonstration “seulement si”, ' Soit Fy: I'yxI' - I'; le prolongement de F, ol
I'ierl,, remplissant (1). Nous avons d’aprés (II) que (2) a lieu. Il suffit donc de
démontrer que
(10) ' E,-4<I'\\TI.

Soit S un sélecteur de la famille E,, cest-a-dire S n C = 1 pour chaque C de E;. Nous
avons E, = §. Remarquons que Fy(x, ) pour a de S c’est une injection. En effet soit

Fi(a, x;) = Fy(a, x,) et x,<x,. Nous avons

Fl(Fl(aa X1)s “xx) = F1(F1(0‘,x2), "'xl)

et de 1a d’aprés (1) :
FI(OC, 0) = Fl(d, xz—xl) .

7

Nous avons de 1a
‘ F(“) 0) = F(CC, x2—x1)

puisque F; est un prolongement de F. La derniére relation nous donne x;—x; = 0 puis-
que x,—x, €% et ae E, donc F(x, ) est une injection.
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Nous allons démontrer que pour chaque o de S il existe un élément x(x) de & tel que
(11) ’ . Fi(a,x)e ' \I' pour x<x(a).
Supposons pour un instant qu'il existe #, de S que pour chaaue x; de ¥ il existe
x,<x, tel que '
Fi(og, x) el .
Nous avons dans ce cas :

Fiy(ag, x1) = Fl(Fl(%, X3), X1 "‘xz) = F(F1(%a X3)s Xy _fxz) erl,

donc F,(a,, x) € I’ pour chaque x de . De plus Fy(%, x) € C pour chaque x de ¥ et pour
la classe C de E, et telle que oo e C. En effet si x>0 cela est évident puisque

Fi(xg, x) = Flag, X)
et si x<0 dans ce cas F,(xy, x) = f €T entraine
F(ﬁ"x) = Fy(B;—x) =,

donc oo R et fe C. Soit dans la suite de la démonstration « un élément arbitraire de
F(C,0), donc il existe un § de C tel que & = F(B;0). Nous avons f = Fy(xg, Xo) pour
un x, de %, puisque «, et § appartiennent & C et de 1a pour xz0:

o = F(B,0) = F(F,(¢, Xo), 0) = Fy(ao, %) = F(Fy(ag, Xo—X), X)

et puisque Fy(xo, xo—x) € C, donc ae F(C, x).

Nous avons donc démontré qhe F(C,0)cF(C, x) pour x>0, ce qui est en contradic-
tion avec Ce E;. La relation (11) est donc démontrée. '

Remarquons que si o, €S et o # f donc

(12) ' Fia, 9 nF(f,%)=9.
En effet supposons pour la démonstration ad absurdum que
yeF(a, 9) 0 Fi(B,9).
11 existe done deux élements x; et x, de ¥ tels que
Fi(o,x) =y =Fi(B,x3).

Sbit x; <x,. De 1a F(x, 0) = F(B, x,—x,), donc BRF(x,0), mais «RF(x, 0), alors «Rp,
qui est impossible puisque o, fe S et a # B. La relation (12) est donc démontrée.
L’ensemble des valeurs de la fonction Fy(,-) pour a de S, sur I'ensemble

G, = {xe¥: x<x(®)},

ol x(a) est de (11), a la méme puissance que %, et Z, = 9, puisque ¥, comme le groupe

archimédien et complet, a la puissance xo ou ¢. Ces ensembles de valeurs pour & # B

sont disjoints d’aprés (12). Il en résulte d’apres E, = § la condition (10), c.q.f.d.
Pour démontrer que .

(IV) la solution F de (1) sur I x%™ est prolongeable avec Pagrandissement donné T'; de
la fibre T & la solution F, de (1) sur Iy x 9 si et seulement si les conditions (2), (3) et (9) ont lieu,
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il suffit de remarquer que d’aprés (L) si (2), (3) et (9) ont lieu dans ce cas il existe un'
ensemble I'y tel que I'cI'y =I', et un prolongement de F 3 Fy: I'y x% - Iy, étant une
solution de (1) et il suffit de poser
Fi{a, x) our (o, x)el[ X%,
Fya, ) = 1o, %) p (o, x)ely ‘
o pour (%, x)e (I')\I'))x % . -
"Remarquons que (IV) entraine (I), (II) et (IID. En eﬁ'e_t

a) si nous posons I', = I' dans (IV) nous aurons: I',)\NI' = 0 et de 1 la condition (9)
est équivalente a la condition E; = @, qui est équivalente a (4), donc nous avons (I),

b) on peut toujours prendre 'ensemble I', tel que (9) a lieu, donc nous avons (1I),
¢) (IV) entraine (11I) évidemment.

§ 4. Dans la note [1] on considére I'inégalité de translation sous la forme
(13) F(F(a, %), ) RF(, x+3)

ou F: I'xS§ — I et R est une relation .antisymétrique définie sur I.

On démontre dans cette note [1] que si S forme un groupe abélien et
(14) - /\ F(a,x)=ﬁ©F(ﬁ,—x)=a,

a,fel . :

dans ce cas F est une solution de (13) si et seulement si F remplit (1). Il en résulte que

(V) si S est une sous-structure du groupe (¢, +) abélien, fermé par rapport a ’'opéra-
tion +, dansce cas F: I'x S — I est une solution de (13) prolongeable a la solution de (13)
sur I'x & et remplissante (14) si et seulement si F est une solution de Péquation (1) sur
I'x S prolongeable au I'x ¥ ct remplissante (14), A

En posant ici § = ¢*, comme plus haut, et en prenant en considération (I), (IT), (ITI)
et (IV) nous recevons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une solution de (13)
sur I' x ¥ soit prolongeable 2 la solution de (13), remplissante (14), sur I" x & tout entier.

Remarquons erfin qu’une solution F de ( 13) sur I" x S peut posséder un prolongement F
a4 I'x % qui n’est pas la solution de (1) et qui ne satisfait pas en méme temps évidemment -
la condition (14). En effet posons I' = (— o, +00), % le groupe additif des nombres
réels, R = “2”, F(a,x) = a+x, S =9, Fa,x) = a+|x]|. :
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