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Sur la continuité de la section d’un ensemble
sous-analytique

par Zofia DENKOWSKA et Jacek STASICA

Dans ce travail nous allons donner une condition nécessaire pour que la section d’un
sous-ensemble sous-analytique de R”x R soit continue. La continuité d’une section en
s € R signifie que

m(E,~E)—~0 lorsque t— s, reR
ou

E, = {xe—:—R';: (x,t)e E},
‘Et_:"Es = (Et—Es) v (EV_EI)

et m est la mesure de Lebesgue dans R”.
Pour les définitions et les propriétés des ensembles sous-analytiques regardez [1],
2], [31 )
Notons par frE 'ensemble £E— intE.
On va alors démontrer le théoréme suivant:

- THEOREME. Soit EcR"x R un ensemble sous-analytique. Si m(E,=FEy) — 0 lorsque
t—0, te R, on a m((frE),) = 0.

Ce théoréme est une généralisation du théoréme analogue prouvé “dans [4] pour-
les ensembles semi-analytiques. Comme on a montré dans [4] que la condition ci-dessus
est suffisante pour les ensembles compacts, on a alors

CORROLAIRE. Soit E<R"xR un sous-analytique compact. Alors m(E,~E,) — 0
lorsque t — O si et seulement si m((frE),) = 0.

OBSERVATION. La condition m((an)o) = 0 est équivalente a la condition int((frE),) = 0.
en vertu du lemme suivante: |

"LEMME. Pour chaque sous-analytique E —R" on a intE = 0 si et seulement sim(E) = 0.
En effet, selon le théoréme 3.3 du travail [5] chaque ensemble E sous-analytique
relativement compact est une réunion finie dessous-ensembles sous-analytiques B; de -
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la forme
= {u+ou): ue Q;}

-

ol Q, est ouvert dans U;, R" = U,@V;, U, et V; étant les sous-espaces vectorielles de R”,
dimU;<dimE, ¢;: Q;— V, sont des fonctions analytiqlies vérifiantes |d, ;| <K, dans Q
avec une constante quelconque K;.

Or, pour chaque boule B<R” I'ensemble B n E est sous—analytique relativement

compact ¢t dimB n E<n parce que int(BNE)=0. Alors BN E = UB,, avec B,
i=

comme ci-dessus, donc m(B n E) = 0 et par conséquent m(E) = 0.
Démonstration du théoréme. Observons que pour un sous- -ensemble K de R" on a

E,nK-Eyn K= (E,~Ey) n KcE,—E,
alors
m(E,~Ey) - 0 lorsque ¢ — 0 implique que

m(E,n K~E,nK)—>0 lorsque ¢t - 0 pour chaque K<=R".

Supposons maintenant que int((fr£),) # ©. Nous allons montrer qu il’existe alors
un ensemble K< R tel que |

m(E, n K=Ey n K) ne converge pas vers 0 lorsque ¢ — 0.

Observons que des ensembles (frE), et {t = 0} N frE étant analytiquement isomorphes,
int({t = 0} N frE) # & dans R" x(0).

Prenons maintenant la stratification 4" = {I’;} de R""' compatible avec les en-
sembles E, R""'—E et {t = 0} n frE. Une ftelle stratification existe et sa construction
et propriétés sont donnés dans [3]. Comme dim({t = 0} N frE) = n, il existe un membre
de la stratification 4", disons Iy, tel que

Foc{t=0'nfrE, dimly,=n

Il v a deux cas possibles:

(i) I'h<=E,

(i) o N E=0.
~ Considérons d’abord le cas (i). Observons que I'ycR" 1 —E. Alors il existe un
membre I’ de la stratification A4~ tel que

I'cR"1—E et I'ycl'.
Or,
Fyn(R""1-E)=0,
alors
FocI'—TI'

Forcément dimI”" = n+1. On peut répéter ce raisonnement dans le cas (ii) et on obtient:

Dans le cas (i),
quand 'y FE, il existe I'' € A tel que

T'cR*™1—E, ['yc\I" et dimI" = n+1
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Dans le cas (1),
quand I'on E = O, il existe I € A tel quc

I'""cE, rocf”\r" et dimI" = n+1.

Prenons maintenant (b,0) e I, Observons que dans chaque stratification Ja réunion
U T, est fermée parce que

dimF<k .
U = U I;v U Ti\ri= J v U I';c U T;.

dimi"y <k dimli sk dimly €k diml<k . dimlj<k diml' <k

Alors J I, est fermée et il existe un voisinage Q de (b, 0) tel que
dimli<n—1

Q N U Fi - g »
dimlisn—1
parce que
&,0¢ U TI;.
dimFi<n—1
Soit Q une boule dans R". Nous pouvons admettre que Q n’intersecte aucun membre
de dimension n sauf I'y, comme (b,0) ¢ T pour aucun membre de dimension n sauf I',.
Cela est vrai parce que si dimI”’ = net I' # I, alors (b, 0) € I', les membres de stratifica-
tion étant disjoint et (b, 0) ¢ I\I" parce que (I —I') n Q = 0 par hypothése.
Prenons maintenant un voisinage connexe ¥ de & dans R". Comme O est ouvert et
(b,0) € O, il existe ¢ € R, £>0 tel que ¥'x(—g, &)= Q. Observons, que
OQ=TI¢ynQu U TI;nQ.

dimlN=n+1

Les ensembles V'x (~e¢,0) et V'x (0, ¢) n’intersectent pas I', alors

Vx(—e,0)c U 'ingQ

dimli=n+1

et

Vx0,e)c U ''ngQ.

dimlNi=n+1

Or, les ensembles Vx(—¢g,0), Vx (0,¢e) sont connexes et les ensembles I'; » Q
(dimI'; = n+1) sont ouverts, sous-analytiques et relativement compacts, ils ont le
nombre fini de composantes connexes et ces composantes sont ouvertes. Alors chacun
des ensembles V' x (0, €), V' x(—g, 0) est contenu dans un seul membre de dimension 7+ 1.

Revenons maintenant aux deux cas considérés dans notre démonstration. Prenons
d’abord le cas (i). En vertu de 'inclusion

Vx(QycTyc'\TI'
on obtient que
Vx({—e,e)nI' # O

parce que V' x(—eg, &) est un voisinage de (b,0) e FocT’. Donc on peut admettre que,
par exemple,

Vx0,e)nI £ O

S VI
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(le cas o0l Vx(—¢,0) n I’ # O étant analogue).
Comme I'ncE on a E;nV =V, puisque Vx(0)cl'y<E.
L’inclusion ' |
Vx(0,e)celcR"™'—-E

“implique E,n V=20 lorsque t (0, ¢e). Ainsi on obtient
m((Eq=E) N V) =m((Eo—E)n V) =m{¥)>0 lorsque t€(0,¢).
Nous avons trouvé dans le cas (1) un ensemble V< R" tel que
m((E,~Eg) 0 V)

ne tend pas vers 0 lorsque ¢ — 0.

Passons maintenant au cas (ii), i.e. au cas o I'y N E = . Prenons le membre I'”
dont nous avons montré Uexistence. L’un des ensembles V' x (0, ¢), V' x(—eg,0) est con-
tenu dans I'"’, ce qui resulte d’un raisonnement analogue a celui du cas précédent. Sup-
posons que ce soit V'x(0,¢). On a donc '

Vx(0,e)cl' cFE,

d’out il résulte £, n V = V lorsque f€ (0, ¢).
D’autre part, E,n V = @ puisque Vcly et I'yn E=@. Dans le cas (i) on

obtient donc p

m((E,~E)) n V) =m((E,—Ey)) n V) = ni(V)>0 lorsque t€ (0, ¢).
1l en résulte que
m((E,~Eq) n V) ne tend pas vers O lorsque 7 — 0,

ce qui termine la démonstration.
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