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Stratification des ensembles sous-analytiques
avec les propriétés (A) et (B) de Whitney

-
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!
Etant donné un sous-analytique £ d’une variété analytique M on peut construire ([1]) .

une stratification de M en feuilles sous-analytiques * compatible avec E. On voudrait
alors avoir une stratification avec les propriétés (A) et (B), comme pour un semi-analytique
(cf. [2]). Rappelons qu’une stratification avec la propriété (A) (resp. (B)) est une telle
stratification que chaque couple de strates I', I tel que I'<T'\I" jouit de la propriété (A)
(resp. (B)) de Whitney dans chaque point de I'. Pour les définitions des pmprleteb (A)
et (B) voir par exemple [7]. :

Dans ce travail nous allons donner la construction d’une telle stratification. L’idée
principale de notre démonstration a été inspirée par le travail [2]. Tous les théorémes sur
ies ensembles sous-analytiques que nous allons utiliser peuvent €tre trouvés dans [4],
5], et [8]. Pour les théorémes concernants les ensembles semi-analytiques voir [7].

Définition. Soient E, F deux sous-analytiques d’une variété analytique M, soit
EcFNF et xe E. On dit que les ensembles E, F jouissent de la propriété (B) de Whitney
dans x si x est un point régulier de £ et de F et les variétés analytiques En U, Fn V,
ou U et V" sont des voisinages appropriés de x, jouissent de la propriété (B) dans x.

Remarque. Le condition (B) de Whitney implique la condition (A) (voir par
exemple [9]). ‘

LeMME 1. Soient X, Y des espaces vectoriels de dimensions finies, E un ensemble sous-
-analytique et borné dans Xx Y, n: XxY — X la projection naturelle. Posons E, =
= 1" YxYn E. Si pour chaque x e n(E)dimE, >r, alors dimEZzr+dimn(E).

Démonstration. Selon le lemme 1 de [4] 'ensemble £ peut éire représenté¢ comme

a0

unc réunion des feu1lles semi- analythues E = U , telles que rkny, est constant. Pour
chaque s 'ensemble U{F rkmp, = s} est sous-angly;ique, alors ’ensemble
Jj=1

W=\ {r(I'p): tkar,<dimn(£)}

est sous-analytique aussi et par conséquent (Prop. 1, [4]) dim W<dimn(E).

* Une feuille sous-analytique c’est uns sous-variété analytique de M qui est sous-analytique (cf. [6])-
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Prenons un point a € n(E)\NW. Alors E, = {) {(I')),: tkny, = dimn(E)}. Par I'hypo-
thése et par Prop. 1 de [4] il existe un membre de cette réunion tel que dim(I’ Da=T
Comme rkzy, = dimza(E), nous avons dimEzdim[; = dim(I'y),+rkn;, = r+dimn(E).

LEMME 2. Soit A une feuille sous-analytique de dimension k dans un espace vectoriel M
de dimension finie, soit a € A. Alors angle & (x) entre x—a et l espace tangent T, A de A
en x € A tend vers le zéro lorsque x # a tend vers a.

Démonstration. La fonction G, M x M\{0} e (L,u) - (L, u) ou G, M est gras-
smannienne et ¢ (L, ) I'angle entre « et sous-espace L est semi-algébrique. En vertu de [6]
la fonciion 1: A3x = T, Ae G, M est sous-analytique alors la fonction Aa3x - T A€
€ G, M est sous-analytique alors la fonction 4 3 x - cosd(x) est sous- analythue Prenons
maintenant v<1 et I’ensemble

Ey = {xe E: cosd(x)<v}

L’ensemble E, est sous-analytique. Supposons que a € E,. Alors (cf. [4]) il existe un
arc (s)-analytique au bout a contenu dans E,. Mais un tel arc est de classe C! en a,
ce qui donne la contradiction. Alors ae E,, d’ou lim coséd(x) = 1.

xeE
x—a

LEMME 3. Soit X un espace vectoriel de dimension finie, X = U@V est la somme ortho-
gonale de deux sous-espaces U et V, dimU = P, 1<p<n—1, soient Q un ouvert dans U et
@: Q — V une fonction analytique avec d. ¢ borné dans Q (i.e. il existe une constante C telle
que pour chaque x € Qld,@|<C). Supposons que I’ensemble W = {u+o@(u), ue Q} est
sous-analytique et relativement compact dans X et que dim(WN\W) = p —1. Alors il existe
un sous-analytique fermé Ec X tel que dmE<p-—2 et pour chaque x € W\(W U E) les
ensembles W\W, W jouissent de la propriété (B) dans x.

Démonstration. D’aprés [8] il existe un ensemble F— X sous-analytique et fermé
dans X tel que dimF<p—2et dim(W\(W u F)) = p—1 (et 'ensemble p = W\(W U F)
est une feuille sous-analytique). Observons que pour xeP on.a T.Pn V= {0},
ou T,P est Pespace tangent en x. En effet, soit w un vecteur de TP, ||w|| = I.
Alors il existent des séquences {w,}c W, {«,} <R telles que a,(x,~a) > w lorsque
n— . Selon le lemme 2 (appliqué a P qui est localement unc réunion finie
des feuilles - sous-analytiques, (cf. [1]) Pangle o(x,—a, T, P) tend vers O lorsque
x, — a alors. w¢ V parce que T, P = d, ¢, ou n: X — U est la projection naturelle
et |dpy<C par Thypothése. Prenons maintenant xeP. On peut trouver un

voisinage G de x dans X tel que ‘ﬂ“GTW’ est un homéomorphisme sur #(G n W).

Posons W = G n W et observons que 'ensemble W)\E(W) est une sous-variété
_dnalythue de dimension p—1 dans U. Alors il est localement décrit par un isomorphisme

analytique. Plus précisément: pour chaque ye WAW il existe un voisinage Q de m(x)
dans U et un isomorphisme analytique /: @ — (=1, 1)? tel que A~ (=1, % {0}) =

= QN (n(W)\ﬂ:(W)) Par conséquent I’ensemble O na(W) n’a pas plus que deux
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composantes connexes et il en est de méme avec 77 '(Q) n W. Notons par W,, W, les
composantes connexes de n~{(Q) n W et prenons lapplication @: W3 x — e €
€ L{U, V). Alors pour chaque xe P I'ensemblec & n ({x} xL(U, V)) n’a pas plus que
deux composantes connexes. L’ensemble @ est sous-analytique (cf. [6]) et rel. compact
dans XxL(U, V) et dim(®—P)<p—1 (cf. [4]). Ces derniers faits impliquent que
Pensemble

H = {xeP; dim.(d—i A {x}xL(U, V))>0 est égal a ensemble
[xeP: # (P~ {x}xL(U,V))=3, dou on obtient que H est sous-analytique.

En vertu du lemme | dimH<p—2 parce que dim® = P = p—1. Posons E = HU F.
Nous allons montrer que E est Pensemble cherché. En effet, si xe WN\(W u E) = P\H,
on peut trouver un voisinage G de x dans X tel que G n (WN\W)<P\H. Alors les ap-
plications ¢;: W;3x - d oy € L(U, V), i = 1, 2, peuvent étre prolongées aux fonctions
continues sur W; n n~'(Q), d’ou il résulte que les ensembles WN\W, W jouissent de la
propri¢té (B) dans chaque point de WN\(W u E). Maintemamt nous pouvons prouver
le lemme central de ce travail, ce qui nous permettra de construire la stratification d’une
fagon analogue a celui de [2]. |

LEMME 4. Soient Ny, N des feuilles sovs-analytiques dans un espace affine M de dimension
Jinie. Supposons que No<N\N, dimN, = k, dimN = 1 et k<. Alors les ensembles ¢
et i des points de Ny ou Ny, N jouissent de la propriéié (A) ou (B), respectivement, sont
sous-analyvtiques dans M et denses dans N.

Démonstration. Comme la condition de la thése est invariante par rapport aux
1somorphismes analytiques, il suffit de considérer le cas o0l M est vectoriel euclidien et N,
est un sous-ouvert d’un sous-espace vectoriel 7, de dimension k. Notons par t, ’espace
tangent au z a la variété N. Nous rappellerons ici les définitions des applications qui nous
seront utiles (cf. [2], [7]). Pour chaque couple de sous-espaces N, N’ de M tel que
2"~ g”i
He'lHg ™ 11

nuls) de N’ et du supplémentaire orthogonale de N/, respectivement. Notons

dimN’'<dimN"” on pose y(N'N') = ou t',¢g"” sont des multivecteurs (non
oo(N', N'') = inf{|lx—yll, xe N, S, yeN" nSj}, ol

S={xeM;||xl]] =1}, et o(N,N")y=supf{o(x,N'nS), xe N'nS}.

Observons que les applications y, 6,, 6 sont sous-analytiques et que les ensembles. .
@ et yy peuvent étre décrits de la maniére suivante: ¢ = {c € Ny, lim y(zq, 7.) = 1},

z=rc

zeN
= {ce Ny; hmy(R(é-——x) 1,) = 1, d’ol il résulte facilement qu’ils sont aussi sous--
ZeN.xeNo

-

2¥x
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-analytiques dans M. Posons

Yy = {c€ Noy; lim G(R(z—p(z)), 'rz) = 0}, ot p: M — 1, est
zi;(cz) ,

la projection orthogonale. L’ensemble ¥, est aussi sous-analytique.

On a ¢ <, =y. Nous répétons ici la démonstration de ce fait aprés [2]. Soitce ¢ N ;.
Si (x,z) e Ny x N tend vers (c, ¢) alors, si x = p(2), 6(R(z—x), 7,) = 0 et si x # p(2),
on a a(ty, 7,) —» 0; on a maintenant ¢(R(z—p(2)), 7,) - 0 mais lim infoo(R(x —p(2)),
R(z—=p(2)))>0, &0t ¢(R(x—p(2))+ R(z—p(x)), 7,) = O ce qui entraine o(R(vc—‘.) T,)—
- 0; ceci montre que cey.

11 suffit de provuver que ¢ et yr, sont denses dans N, ou (vu leur sous-analycité) que
NoN\g@, No\y; n'ont pas de points intéricurs. A cet effet, observons que tous les deux
sont de la- forme:

{c e Ny; liminfn(z)<1}, ou n(z) est égal & y(zq, 7,)

g—c

ou y(R(z—p(2), 7). |
tespectivement. Donc il suffit de montrer (Baire) que l'ensemble

{ce Ny; liminfy(2)<1-26}
e
n’a pas de points intérieurs quel que soit 5>0.
Supposons le contraire. 11 existent alors J et un voisinage W dans M d'un ce N
tels que lim infy(z)<1—-26 pour xe W n N,. |

ZrX

Posons B = {ze Wn N; n(z2)<1-48}. Comme B est sous-analytique, il existe ([1])
une stratification .= {I',} de’' M en feuilles sous-analytiques, compatible avec B, N
et W N, Prenons I'ye & tel que dimly = k et 'y W n Ny. Observons qu il existe
I'e%, '=Btel que I'oI,. En effet, Pensemble B, = J{I € &; I'ory,} est ouvert dans
M et B,oI,; posons B, = J{I'e¥; I'>ly, [=N}. Sl était B n B = O, on aurait
7(z)>1—§ dans B,, d’ott lim infy(z)>1—0 pour x e I';, ce qui contradicte 'y = W N No.

57X

Pour finir la démonstration il nous faut la proposition suivante:

Proposition. Soit E une feuille sous-analytique dans M, F un sous-analytique dans M.,
dimE = 1, dimF = k et FcENE. Alors il existe A une feuille sous-analytique dans M,
de dimk+1, telle que A<E et dimA n F = k.

Démonstration de la proposition. Observons qu’il suffit de prouver notre pro-
position dans le cas ou £ = n(A4), 4 est un semi-analytique rel. compact dans M x R,
m: MxRP —» M la projection naturelle et m, immersion (lemme B de [4]). Prenons
77 Y(F) n E. C’est un ensemble sous-analytique de dimension >k, contenu dans ENE.
Posons '

G = {(x,y)en” WFYNE; y est le premier (dans 'ordre 1
lexicographique dans RP) élément tel que (x, yv)en "NF)nE j
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G est sous-analytique (cf. [8]) est pour chaque x, #G, = 1. Par conséquent dimG =
= dimF = k (observons que n(G) = F). Choisissons maintenant une feuille sous-analy-
tique T<G de dimension k telle que dim G\T <k (cf. [8]). En vertu du théoréme ‘de Sard
- dimn({(x, y) e T; tkd,,, ,n<k})<k. Comme #G, = 1 pour chaque x, nous avons aussi

dimi(x, y) e T; tkds,,n<k}<k, d'ou dimG = k, ol
G = {(x,y)eT; tkd, ,m = k} .

Prenons S une feuille sous-analytique telle que ScG, dimS = k et dimG\S<k.
Evidemment ng est une immersion. On peut trouver S une feuille semi-analytique de
- dimension & contenue dans S. Prenons alors une partition normale N dans un point quel-
conque a € §, compatible avec § et A. Choisissons I'y € N, r,c8,dimrl', =ketI';eN,
I,cA tels que I'ycI';\I,. En appliquant Wings lemma (cf. [7]) au couple [y, I'; nous
obtenons une feuille semi-analytique I’; de dimension k, contenue dans A et telle que
I, eT,\T5. 1l est facile 4 verifier que A = n(I';) est la feuille sous-analytique cherchée.
Maintenant appliquons la proposition ci-dessus aux ensembles I'y, I’ que nous avons
choisis dans la stratification &. Rappelons que I' < B, IyeT,diml, =ketIycWn N,
En vertu de la proposition nous obtenons alors une feuille sous-analytique A de di-
mension k-1, contenue dans I' et telle que dimA n I’y = k. En utilisant les méthodes
de [8] nous pouvons trouver un ensemble sous-analytique W tel que dimW = k+1,
dim W o (ANA) = k et W = {u+¢(u), u€ Q) ol Q est ouvert dans un sous espace Ude
dimension k, ¢: @ — V est une fonction analytique et M = U@V la somme orthogonale.

Alors nous pouvons appliquer le lemme 3 et par conséquent il existe un sous-analy-
tique E de dim <k+1 contenu dans W tel que les ensembles WN\W, W jouissent de la
propriété .(B) dans chaque point de (W\(W v E)) 0 A. Or, cela contradicte la définition
de Tensemble B (vu que WcB) et la démonstration du lemme 4 est achevée.

THEOREME. Soit M un espace affine. Soient Ey, ..., E, des ensembles sous-analvtiques
dans M. Alors il existe une stratification N de M, compatible avec Ey, ..., E, et telle que
chaque I € N est une feuille sous-analytique et pour chaques ', I'; € N tels que I', el \I,
les variétés Ty, Ty Jjouissent de la propriété (B) de Whitney dans chaque point de T';.

Démonstration. On va définir (apréé [2]) des feuilles sous-analytiques V', ..., VO par
récurrence  (descedante) de la maniérc suivante. Soit n2k>0. On pose ZF =
= M(V"U ..U P* 1Y) (done Z" = M). D’aprés [4] 1l existe une feuille sous-analytique
Whez* telle que dim(Z™W* <dimZ*. Pour Ec M un ensemble sous-analytique on
note avec r(E) ou S(E) Vintérieur dans w* de W* n E ou de W"\E respectivement.

Etant donnés V¥, .., V**" on définit V* par

VE — () (TN ) U slTD 0 (i ED Y si(ED)
>k . i=1 '

ou I'! sont les composantes connexes de V7 et Al dénote 'ensemble des points de r(Th
ot r,(I'}), '} ne jouissent pas au moins d’une des propriétés (A), (B). {I'}} est une stratifi-
cation avec la propriét€ (B).
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