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Des applications du théoréme de Puiseux dans la théorie des ensembles,
semi-analytiques dans R?

par Krzysztof KURDYKA

Soit E un ensemble semi-analytique borné dans R, R", on va considérer la fonction
@: Ro>1r - m,(E,) e R, ou E, '=‘{x € R": (t,x)e E}, m, dénote la mesure de Lebesgue
dans R".

Dans le cas ot # = 1 on montre que ¢ est semi-analytique. Un sous-ensemble £ = R”
est semi-analytique si et seulement si chaque point de R” posséde un voisinage ouvert U

tel que:
koo

EnU=U (N{gy>0n{fi=0)

i=1 j=1

avec g;;, f; analytiques dans U.

La fonction f; A - R", A = R™, est semi-analytique si et seulement si sa graphe est
semi-analitique dans R”x R". Toutes, les propriétés des ensembles semi-analytiques que
nous allons utiliser peuvent €tre trouvées dans [1]. Au début on va donner une démon-
stration du théoréme de Puiseux.

THEOREME 1. (Puiseux) Soit H(z, w) un polyndéme distingué de degré k, irreducible, aux
coefficients holomorphes dans un voisinage de 0 € C, alors il existe
60>0, h: {|z] < 51”‘} — C une fonction holomorphe, h(0) = 0 telle que

® H0) A {12l <8} x € = {2}, h(@)); |2 < 6"}

Remarque 1.2 Observons que chaque ensemble de la forme (%) est analytique dans
Azl <8} x C. |
En effet, posons

, k-1

G(z", w) = [[(w—h(e;2)) pour |z <5, weC
i=0 )

ou ¢, ..., ¢,_, sont les racines de 1 du degrées k. G est bien définie (ne dépend pas du

choix du racine de z*). G est un polyndme 'distingué d’une variable w, alors on peut
écrire G de la maniére suivante: G(z, w) = w4+, ()W 1+ ... + (2). Les coeflicients.
&y, ..., & sont des fonctions holomorphes dans {0 < |z| < &} et continues dans {|z| <&},
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donc ces fonctions sont holomorphes dans {[z] <4} (théoréme de Riemann). Alors G est
analytique dans {|z] <} xC et |

GTH0) = {(", h(2)), 2] < &'}

Démonstration du théoréme 1. H est irreducible, donc son discriminant @& # 0,
Z2(0) = 0, alors il existe 6 >0, tel que:

0<|zj<d = D(z) # 0
Désignons | |
Z={0<|zl<é}xC n H 1(0)
D={0<|zl<d} =m:CxC>3(z,w)>zeC

Du théoréme de fonction implicite on déduit que Z est localement la graphe d’une
fonction holomorphe, donc nj,: Z'— D est un revétement d’ordre k. En pius Z est con-
nexe parce que H est irreducible (ce fait peut étre aussi obtenu en raisonnant comme
ci-dessous et appliquant en suite la Remarque 1.2). |

I est ¢vident que application

i (C\{OD) x C 3 (z, w) - (25, w) € (C\{0}) x C

est un revétement d’ordre k.

Remarquons que |
Z' =y NZ)=Hoy '(0)n D'xC

.est aussi localement la graphe d’une fonction holomorphe, parce que le discriminant 2,
.du polyndéme Hoy n’est pas 0 pour ze D', ot D' = {0 < |z] < 8"*}. Posons g = n|;."
alors g: Z'— D' est un revétement d’ordre k. Il suffit de montrer le lemme suivant:

LeMME 1.3. Application g: Z' — D’ est un revétement trivial (celaveut dire que Z posséde
k composantes connexes). |
En effet soit 4 une composante de Z', g: A — D est un homéomorphisme, donc A est
ane graphe d’une fonction holomorphe dans D, disons 4. H o y est un polyndme distingué
et H;y(z, h(z)) = 0 dans D, alors '
limh(z) =0
z—0
‘posons #(0) = 0, alors A est continue dans {|z] < §*/*}. Du théoréme de Riemann on déduit
que % est holomorphe dans {|z] < 8'*}. ylz.: Z'’— Z est un revétement, Z est connexe,
- A est une composante de Z, par conséquent y(4) = Z, d’ou on obtient tout de suite Ia
theése du théoréme 1.
Démonstration du lemme 1.3. On va profiter des suivantes propriétés élémentaires
.des revétements finis: | |
a) si «: N — B est un revétement fini, B est homéomorphe avec une boule ouverte
.dans R", donc a est un revétement trivial. |
b) soit «: N — M un revétement fini, M > Q —connexe, i = 1,2 f;: & > N conti-
.nués, tels que ao f; = idg. Si f,(x) = B,(x) pour un x e, alors B; = B, dans Q.







