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Des applications du théoréme de Puiseux dans la théorie des ensembles,
semi-analytiques dans R?

par Krzysztof KURDYKA

Soit E un ensemble semi-analytique borné dans R, R", on va considérer la fonction
@: Ro>1r - m,(E,) e R, ou E, '=‘{x € R": (t,x)e E}, m, dénote la mesure de Lebesgue
dans R".

Dans le cas ot # = 1 on montre que ¢ est semi-analytique. Un sous-ensemble £ = R”
est semi-analytique si et seulement si chaque point de R” posséde un voisinage ouvert U

tel que:
koo

EnU=U (N{gy>0n{fi=0)

i=1 j=1

avec g;;, f; analytiques dans U.

La fonction f; A - R", A = R™, est semi-analytique si et seulement si sa graphe est
semi-analitique dans R”x R". Toutes, les propriétés des ensembles semi-analytiques que
nous allons utiliser peuvent €tre trouvées dans [1]. Au début on va donner une démon-
stration du théoréme de Puiseux.

THEOREME 1. (Puiseux) Soit H(z, w) un polyndéme distingué de degré k, irreducible, aux
coefficients holomorphes dans un voisinage de 0 € C, alors il existe
60>0, h: {|z] < 51”‘} — C une fonction holomorphe, h(0) = 0 telle que

® H0) A {12l <8} x € = {2}, h(@)); |2 < 6"}

Remarque 1.2 Observons que chaque ensemble de la forme (%) est analytique dans
Azl <8} x C. |
En effet, posons

, k-1

G(z", w) = [[(w—h(e;2)) pour |z <5, weC
i=0 )

ou ¢, ..., ¢,_, sont les racines de 1 du degrées k. G est bien définie (ne dépend pas du

choix du racine de z*). G est un polyndme 'distingué d’une variable w, alors on peut
écrire G de la maniére suivante: G(z, w) = w4+, ()W 1+ ... + (2). Les coeflicients.
&y, ..., & sont des fonctions holomorphes dans {0 < |z| < &} et continues dans {|z| <&},
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donc ces fonctions sont holomorphes dans {[z] <4} (théoréme de Riemann). Alors G est
analytique dans {|z] <} xC et |

GTH0) = {(", h(2)), 2] < &'}

Démonstration du théoréme 1. H est irreducible, donc son discriminant @& # 0,
Z2(0) = 0, alors il existe 6 >0, tel que:

0<|zj<d = D(z) # 0
Désignons | |
Z={0<|zl<é}xC n H 1(0)
D={0<|zl<d} =m:CxC>3(z,w)>zeC

Du théoréme de fonction implicite on déduit que Z est localement la graphe d’une
fonction holomorphe, donc nj,: Z'— D est un revétement d’ordre k. En pius Z est con-
nexe parce que H est irreducible (ce fait peut étre aussi obtenu en raisonnant comme
ci-dessous et appliquant en suite la Remarque 1.2). |

I est ¢vident que application

i (C\{OD) x C 3 (z, w) - (25, w) € (C\{0}) x C

est un revétement d’ordre k.

Remarquons que |
Z' =y NZ)=Hoy '(0)n D'xC

.est aussi localement la graphe d’une fonction holomorphe, parce que le discriminant 2,
.du polyndéme Hoy n’est pas 0 pour ze D', ot D' = {0 < |z] < 8"*}. Posons g = n|;."
alors g: Z'— D' est un revétement d’ordre k. Il suffit de montrer le lemme suivant:

LeMME 1.3. Application g: Z' — D’ est un revétement trivial (celaveut dire que Z posséde
k composantes connexes). |
En effet soit 4 une composante de Z', g: A — D est un homéomorphisme, donc A est
ane graphe d’une fonction holomorphe dans D, disons 4. H o y est un polyndme distingué
et H;y(z, h(z)) = 0 dans D, alors '
limh(z) =0
z—0
‘posons #(0) = 0, alors A est continue dans {|z] < §*/*}. Du théoréme de Riemann on déduit
que % est holomorphe dans {|z] < 8'*}. ylz.: Z'’— Z est un revétement, Z est connexe,
- A est une composante de Z, par conséquent y(4) = Z, d’ou on obtient tout de suite Ia
theése du théoréme 1.
Démonstration du lemme 1.3. On va profiter des suivantes propriétés élémentaires
.des revétements finis: | |
a) si «: N — B est un revétement fini, B est homéomorphe avec une boule ouverte
.dans R", donc a est un revétement trivial. |
b) soit «: N — M un revétement fini, M > Q —connexe, i = 1,2 f;: & > N conti-
.nués, tels que ao f; = idg. Si f,(x) = B,(x) pour un x e, alors B; = B, dans Q.
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Prenons a e (0, ). Observont que P = f ~'{|z| = a}, (f = n|;) est connexe parce
qu’il existe une surjection de Z sur P (elle peut étre une rétraction). Soit y~1(P) =
dans ce cas glg = ng: R - {|z] = a'’*} est un revétement, car R = g~ *{|z| = a'*}. Pour
simplifier la notation, admettons que a = 1, et soit S = {|z| = 1}. Nous avons le dia-
gramme commutatif

YR
R — P
g =9r J'=fip
‘lf zk ‘L
S ' —> S

ou z¥: Saz o e s, :
Toutes les application dans ce diagramme sont les revétements d’ordre k, P et S sont
connexes . |

Marquons par 1 = e, ..., e, les racines de 1 de degré k indiqués par un argument
croissant. Avec une orientation fixée (canonique) sur S “le segment” (e;, ;) ou [e;, ¢;]
_est bien déterminé. |

Soit Q une composante de R. Prenons x € (¢;_,, €;) (nous admettons que k > 1, pour
k = 1 le théoréme est trivial). S\{x} est hommeomorphe avec le segment (—1, 1)< R.
Alors il existe grice a (a)

a: S\{x} - Q

un homéomorphisme local tel que g o &; == idg\ (4, &,(2) = (2, 2;(2)).

Remarquons que a,(e), ..., %;(¢;.-;) sont différents. En effet, si a,(e;) = a;(e;) pour
certains i, j, i <j < k~—1, nous allons montrer que y o a,[e;, ¢;] est ouvert et fermé dans P,
par suite |

P = yodle, 6’,']

mais dans ce cas-1a f'7Y(1) aurait moins que k points différents.
Posons 7: S3z - ¢;_;z€ S, on a 7(e;) = ¢; et

yede;) = yo &1(E’j)

Prenons U-voisinage ouvert connexe de ¢; tel que U< S\{x} et 1(U) = S\{x}. Grice
a (b) on obtient y ; &, = yoa, ot dans U, d’ou

'P al(U) - '])0 GCI(U('\ [6;3 _}']) U '}’ © al(r(UJ . [(’“ ;])
donc
70 C—il(U) <y oo fe;, ej]

et par conséquent y o &, [e;, e;] est ouvert car &@; est un homeomorphisme local dans
(e;, €;), mais il est aussi fermé parce que [e;, e;] est compacte.

Soit y € (e, €,), il existe &,: S\{»} - @ un homéomorphisme local tel que g’ a,
= ids\ ¢, par analogie on obtient que ay(ey), ..., a(e—,) sont différents. On peut
choisir &, de maniére que -
" | | &y (1) = (1)
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De Pautre coté d,(e,) = &,(e,) pour v =1, ..., k—1, alors nous avons &, (eq) = dy(ey),
car d,(e,), v =0, ..., k—1 peut prendre &k valeurs différentes tout en plus, donc

a, = o, dans S\{x, y}

Alors on peut extenser &; a o: S — Q continue, tel que g’ o o = idg, par conséquent
o(S) = Q et g’: Q — S est un homéomorphisme.

I} existe une rétraction de Z sur R analogiquemeht que pour P et R posséde k com-
posantes connexes, donc Z posséde aussi K composantes connexes. Dans cette partie
on va utiliser la conclusion suivante du théoréme 1.

COROLLAIRE 1.4 Soit F # O une fonction analytique dans un voisinage de 0e R?,
f: 10, ) — R une fonction continue, f(0) =0 telle que F(x,f(x)) =0 pour x€l0,a),
alors il existe n une fonction analytique dans un voisinage de O € R et k e N tels que

f(x) = n(x!™) pour x €0, b) et suffisamment petit
Démonstration. Du théoréme de préparation on obtient
F(x,y) = w(x,y)x*H(x,») dans un voisinage de O € R?

w(0, 0) # 0, H(x, y) est un polynéme distingué aux coefficients analytique. Extensons H
au polynome distingué aux coefficients holomorphes dans un voisinage de 0 € C.

H = H,.. H, ouH,; sont irreducibles.

Observons, que pour U un voisinage suffisament petit de 0e C* et pour H; # H; on
a (UN{0}) n H; *(0) n H; '(0) = @ et par conséquent il existe 7o, tel que Hy(x, f(x)) = 0
pour x petit. On va appliquer le théoréme 1 au polynéme H;, et on va obtenir # une
fonction holomorphe dans un voisinage de 0 C, telle que si x > 0 est suffisamment petit
et H(x,y) = 0, alors |

y = he;x'")

oll e, est un racine de 1 de degré k = deg H;,. Pour z # 0 suffisamments petits les fonctions
h(ey,z), v = 0,...,k—1 sont disjointes, alors il.existe v, tel que

f(x) = h(e,,oxl‘"‘) pour x€ [0, b), un b>0
.il suffit de prendre #(x) = h(e,.x). |
PROPOSITION 1.5. Une fonction f: {a, b] — R bornée est semi-analytique si et seulement si
(+) Pour chaque xq a, b il existee >0,k € N,n, 12 (—e'’¥, &'*) — R les fonctions analyti-

~ ques telles que ‘
| x € (xo, Xo+8) = f(%) = ny((x=%0)'")

x € (xo—&, xo) = f(x) = ﬂz((xo“x)”k) /

Démonstration. Prenons xg € [a, b] et V = (xo—38, xo+9), V' R n f est relativ-
ement compacte et semi-analytique, alors il est une réunion finie des morceaux semi-
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analytiques (un morceau semi-analytique ¢ est une sous-variété analytique qui est un
ensemble semi-analytique) de dimension 0 ou 1. En diminuant suffisamment é on peut
admettre que ¥ x R n f se compose de deux morceaux connexes tout au plus de dimen-
sion 1 et le point (xo, f(X0)) 'S |ixo,xo+0y €St CONtinue, car (xq, Xo+0) x R N f est une sous-
variété de R2 A = fl(xy xo+5 ©St semi-analytique et dimA = 1, donc dim(4A\4) = 0,
AN\A est fini d’ou on déduit qu’il existe '

lim f(t) = ¢,

I—+X0+

Pour simplifier la notation admettons que x, = g, = 0. D’aprés la définition d’un

ensemble semi-analytique, pour un voisinage U de 0 e R’ il existent f;, g;; analytiques
dans U telles que

faU= A-U1 _ﬂl{gfj>0} n{fi = 0}
. =1 =

Observont que toutes les f; # 0, parce que dans le cas contraire nous aurions Intf n

A U# @, ce que nest pas possible. Posons F=f,...f, #0 on a Unf< F (0.

Prenons & si petit que (x, f(x)) € U pour x € [0, §) (f(x) = f(x) pour x # 0 et f(0) = 0).

Appliquons le corollaire 1.4 & la fonction continue f et F 5 0 analytique dans U. On

obtient 7, analytique dans un voisinage de 0e R, k, e N telle que

f(x) = 7, (x** our x > 0 suffisamment petit
1 P

On obtient par analogie f(x) = #,((x, —x)”kz) pour x € (x,—&, Xg), U 7, est dnalytique
dans (—¢'’*2, ¢'/*?), Posons |

T = 0,(0), 00" = m(1) et k= kik,

Prenons ¢ suffisamment petit. Nous obtenons donc
Fx) = n((x=x)"™)  pour x € (o, x, +8)

J(x) = ﬂz((xo‘x)”k) pour x € (xp—¢, Xo)

Supposons que la condition (+) est vérifice. Soit x, € [a, b] et f(x) = 1((x—xp)' )

pour x € (xg. xo+¢), ou k € N ct , est analytique dans (—&'’*. £'/*). Nous allons montrer
que pour un 7>0 fl,, x4+ €8t semi-analytique. Pour simplifier admettons que x,
= 11,(0) = 0.

Extensons n, a h— une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 e C. Posons

k—1

G w) = [Tw—hie,2)

v=0

ol ¢y, ..., e, sont les racines de 1 de degré k. De la remarque 1.2 on déduit que G est
bien définie et holomorphe dans un voisinage de 0 € C2. Observons que G est réelle car

Gz, w) = G(z, w).

N
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Pour z # 0 suffisamment petits les fonctions /(e,z) sont disjointes ou bien égales,
De ce fait on déduit que pour 7 suffisamment petit Pensemble £ = {(x nl(x”k)) x € (0, 1)}

est une composante connexe de G~ 1(0) N (0, 7) x (R\{0}) — semi-analytique. Par con-
séquent [1] E est semi-analytique.

On a montré que pour chaque x, € [a, b] il existe ¥ — un voisinage de x, tel que
fn VxR est semi-analytique, d’ou f est semi-analytique dans R2.

Remarque1.6. Dela proposition 1.5 on obtient un exemple d’une fonction f analytique

dans (0, 1) et continue dans [0, 1] qui n’est pas semi-analytique. En effet prenons o> 0
irrationel et posons

f(x) =x* pour xe(0, 1} et f(0) =0

Si f serait semi-analytique, d’aprés la proposition 1.5 on aurait k € N, n analytique dans
- un voisinage de 0e R, tel que f(x) = x: = n(x) pour x€(0,¢) et un £¢>0, d’ou

(i) o ** = pn(x) pour xe(0, e

ko ¢ N pour chaque keN. 1l existe re N tel que 0<r—ka <1, alors on ne .peut pas
extenser le coté gauche de I’égalité (i) a la fonction de la classe C" dans un voisinage de

0 € R, mais le coté droit de I’égalité (i) posséde une extension analytique dans un voisinage
de Oe R. '

LeEMMmE 1.7 Sort f>g: [a, b] = R bornées et semi-analytiques, alors f +g est qussi semi-
analytique.

Démonstration. En effet il suffit d’appliquer la proposition 1.5 avec la méme “k”
dans la condition (+) pour f et g.

THEOREME 2. Soit E sami-analytique et borné dans R*, alors la fonction
ri-analytiq

¢o: Rat - m(E)eR
est semi-analytique.

Démonstration. D’abord on va montrer le lemme qui joue le role essentiel dans
ce preuve.

LeEMME 2.1. Soit A semi-analytique, relativement compacte dans R?, dimA = 1, donc
il existe ‘

it ...t 12 e R tel que: i<.j'=> 12 < t}, t} <t} pour chaque i =1,...,n

les fonctions h,,: (z‘,, 5y > R, r=1,..,s;, continuese t semi-analytiques telles que

Lj Uh,,,u U({f}xR)mA
i=1 r=1
s 12

Preuve du lemme 2.1. Observont qu’on peut admettre que A est fermé, car A/ A est fini.
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Soit 7, € n(A) et (o, Xo) € 4, ou ®(¢, x) = t. Prenons une partition normale 4 d’un
voisinage normal Q du point (¢,, x,) compatible avec A et {(;, xo)}. On a

An Q=\r, I'e &/ (réunion finie)

Chaque I', est un morceau semi-analytique de dimension 1 ou bien est égal {(t0» X0)}-
Certains I', sont contenus dans {f,} x R, on va s’occuper du reste. On va montfer que
si on prend Q suffiamment petit, O n I, sont les graphes des fonctions continues dans.
un segment de la forme (t,, 7,+¢) ol bien (f,—¢, fo). |

Soit I',d:{t,} x R, un vecteur du complément orthogonal de 'espace T, ,,I', est de
la forme ¢(t, x) = grad H3(t, x), ou Hj est un des polyndmes du systéme normal qui
donne la partition A", d’ou

B={wel,: T,I, = f0})xR = {weTl,: gw)(1,0) =0}

est semi-analytique et dimB = 0 (car I', est une sous-variété analytique) donc B est fini.
Prenons les composantes connexes de I' ,\B qui possédent dans leur closure le point

(t, Xo). Si on prend Q suffisamment petit le nombre des membres de la partition nor-

male A est constant pour chaque Q' = Q voisinage normal de (7o, x,), alors on peut

admettre qu il n’existe qu’une telle composante. |
Prenons @ un voisinage normal tel que I', = Q n I, est connexe et I, n B = O,

dans ce cas-la ’
| nlry: Iy > R

est un difféomorphisme, donc I, est une graphé d’une fonction continue dans le segment
n(I')). Comme 1, € n(I'), alors il existe ¢ >0 tel que n(I'y) = (to, fp+¢&) ou bien n(ly)
= (to~-¢, 7o) , |

Q ~ A = {J I', est une réunion finie, appliquons le raisemment ci-dessus pour chaque
I'oc A. En prenant Q suffisamment petit on a: @ n I, est soit un segment vertical, soit
la graphe d’une fonction continue dans (¢, 7o+¢) ou bien dans (f,—e&, to).

L’ensemble 4 n n71(¢,) est compacte, donc on peut trouver le nombre fini des points
Xy, ..., X, €t respectivement leurs voisinages Qy, ..., Q, tels que 4 N Q; est une réunion

finie des graphes des fonctions continues, des segments verticaux et des points (¢, x;).
k

Comme Ann '(tg)c U
i=1

O; et A est compacte on peut donc choisir ¢ > 0 de manicre que

k
Ana Hty—e, to+e)c U Q;
1

Par conséquent les ensembles 4 n ™ (tg—e, 1) et A nw” (g, to+e) §'ils ne sont pas
vides, sont une réunion finie des graphes des fonctions continues (en diminuant ¢ on peut
admet’gre que toutes ces fonctions sont définies sur (f,—¢,7;) ou respectivement sur
(ty, to+8). .

Pour finir la preuve du lemme 2.1 il suffit de remarquer que, lorsque A est compacte,
il existe 14, ..., 1, € R, €, ..., &, € R tels que

n(A)c U (;—¢;, 1;+g))
j=1
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et A nn”'(t;—¢;, t;) est réunion des graphes des fonctions continues, il en est de méme
pour n”(t;, t;+8) N A.
En arrangeant les points #;—¢;, ¢;, t;+¢; dans la suite croissante nous obtenons les

points cherchés
ekt t2eR
tels que
S;
a7l 1Yo A = Uh,
r=1

Vs

ou h, sont les fonctions dont les graphes donnent ™ '(#], 1) N A.

Observons en plus, que toutes ces fonctions sont disjointes, d’ou on déduit que 4
sont semi-analytiques, car leur graphes sont des composantes connexes de l'ensemble
~semi-analytique 7~ 1(¢},t?) A A. Du lemme 2.1 on obtient facilement.

LemMe 2.2 Soit Ec R un ensemble semi-analytique ouvert, borné, alors il existe

2 ‘ . .
a2 it tPe R, tt<tl, i<ji=ti <t}

les fonctions hy., ki, semi-analytiques et continues dans (1}, 12) h, <h;, k<l= h,<h,,
tels que

n Sf
E={ U{@x), e, h,,(r)<x<ﬁ"(r)}u U{t}anE
i=1r=1

512

En effet il suffit d’appliquer le lemme 2.1 4 I’ensemble ENE qui est semi-analytique
compacte et dimENE = 1. ,

Maintenant on va prouver le théoréme 2 Soit ¢, une application Rst — m ()€ R
pour R*> F fixé (F, = {xeR, (1,x)e F}).

Soit £ < R? semi-analytique borné. On a

E = IntE U (ENIntE)

ENInt E vérifie les conditions du lemme 2.1, d’ot on obtient que @ mex) €St €gale a 0
sauf le nombre fini des points, donc elle est semi-analytique.
Du lemme 2.2 on déduit que

' n S; n _
(0) Pintg = Z Y i —hi)x (i, )+ Z Sy m (1 (t])  IntE)
i=1 r=1 31:_11,2
OU

pour € (1}, t7)

(1) = :
X(Iisfi) B 0 pour t¢(tilati2) :

1 pour t =1
ou(t) = ’
(1) {0 pour ¢ # t}

5a(t) = 1 pour t =1} et 1} # t}iy
t pour t # rf ou bien t,;2 = f1-1+1 .
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Observons que toutes les composantes du coté droit de I'égalité (o) sont des fonctions
semi-analytiques bornées définies dans un segment fermé, donc grice au lemme 1.7
Q@ St semi-analytique, d’oll @ = Qg+ P 1ate €St semi-analytique.

-~
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