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Sur les prolongements de la solution de P’équation de translation -

\

Andrze) MACH, Zenon MOSZNER

Dans la note [5] on a prouvé le théoréme (T) suivant:

On peut élargir la famille & des fonctions qui transforment un ensemble I' a lui-méme
a une famille qui forme un groupe par rapport @ la superposition si et seulement si toutes
ces fonctions ont le méme contre-domaine, chaque d’elles est une bijection sur ce contre-
domaine et

(1) ; ;\ _ /\ . (.fl(al) = fi(o2) < f5(ay) :fz(“-z))-

Dans les notes [8] et [9] on a démontré le théoréme (T*) suivant

si F(a,x): I'xG" = T est la solution de I'équation de translation
2) F(F(x, x),y) = F(x, x+¥),

ot T est un ensemble urbitraire, G est le demi-groupe des éléments non-négatifs d’un
groupe G archimédien avec la notation additive, donc F est prolongeable jusqu’a la solution F
sur I'xG (nous I'appelons, dans ce cas, le prolongement sans l'agrandissement de la
fibre I') si et seulement si les conditions ci-dessous sont remplies:

(A) pour chaque fixé o de I' Pensemble

E(B) i= {xeG": F(x,x) = B}

a la puissance qui ne dépend de f de F(x, G™),
(B) la relation R F(I', GTYx F(I", G"), définie ci-dessous

oy Roy <> \/ (F(oy, x) = ay vV F(xy, x) = ;)

xeGt

est transitive,

(C) N\ F(I',0) < F(I', x).
xeGt

Les conditions (A) et (B) sont par contre (voir [6]) nécessaires et suffisantes pour qu’il
existe un sur-ensemble I'* de I’ensemble I et une solution F de I’équation de translation
sur I'* x G qui est en méme temps un prolongement de la solution F (nous appelons F,
dans ce cas, le prolongement avec 'agrandissement arbitraire de la fibre I).
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La conclusion suivante résulte évidemment du théoréme (T):

— pour que la solution F: I' x Gt — I de I’équation de translation soit prolongeable
Jusqu’a la solution F de Péquation de translation sur T x G il est nécessaire que la famille
des fonctions F = {F(-, X)}ye+ remplisse les conditions de ce théoreme (T),
puisque la famille {F(-, x)},.¢ forme un groupe par rapport 2 la superposition.

Nous démontrerons que c’est aussi la condition suffisante et que dans cette suffisance
la supposition (1) est inutile, puisque elle résulte des autres. On' peut ici également af-
- faiblir les suppositions sur les structures G* et G (voir th. | ci-dessous). Les raisonnements
dans le présent travail permettent aussi de remplacer la conjonction des conditions (A)
et (C) par la supposition que les fonctions F(-, x) sont, pour chaque x de G*, injections
sur I'ensemble F(I", 0) (voir th. 2). Le théoréme 2 de ce travail donne aussi certaines
conditions par rapport aux fonctions F(-, x), qui sont nécessaires et suffisantes pour
qu’il existe un prolongement de la solution F avec I'agrandissement arbitraire de la fibre.

Les faits cités plus haut résultent comme les corrolaires du théoréme suivant.

THEOREME 1. Supposons que P soit un demi-groupe avec I'unité O du groupe (G, +) tel
que chaque homomorphisme de P dans un certain groupe K soit prolongeable sur G. La
“solution F: I'xP - T de I'équation de translation est prolongeable jusqua F: I'xG —» T
si et seulement si F = {F(-, a)},ep est la famille des fonctions qui ont le méme contre-
domaine (F(I', «) = F(I',0) pour chaque ae P) et qui sont des bijections sur ce contre-
domaine. |

Démonstration du théoréme 1. La nécessité de la condition résulte immédiatement
du théoréme (T). Nous prouvons' la suffisance en démontrant que la famille # = {F(-,a)},cp
remplit les hypothéses du théoréme (T).

1l suffit seulement de démontrer la condition
(3) ' /\ /\ (F(‘xp ay) = F(uy, ay) < F(ay, ay) = F(a,, 02)) .

ai,a26P ag,az€l :

Si F(o;,a,) = F(as,a,), donc F(F(ag, 0), a,) = F(F(ocz,O),a:) et comme la fonction
F(-, a,) est une bijection sur F(I", 0) et les fonctions de F ont le méme contre-domaine,
nous avons F(a;,0) = F(x;,0), d’ou

F(a1:a2) = F(F(ala 0): az) = F(F(sz, 0)3 a2) = F(ala a2)‘

Il résulte donc du théoréme (T), qu'on peut élargir la famille # a T'ensemble K de
toutes les fonctions qui transforment I' a I', sont des bijections sur F(I', 0) et remplis-
sent (3). K forme le groupe par rapport a la superposition comme operation. ‘

Considérons la fonction h: Paa — F(+,a): I' - I'. Comme F remplit I"équation
de translation sur I' x P, i est un homomorphisme de P & K. Par conséquent on peut
prolonger homomorphisme 4 jusqu’a homomorphisme i de > 3 K. Cela signifie I’existence
du prolongement F, qu'on peut définir comme F(-,a) = hi(a) pour a de G.

Remarque 1. Remarquons, que si pour G noté multiplicativement -

@ | G=pPp
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ctaussiG=PuP Y ouP™ i={a"!; ge P}, done d'aprés [1] ou [2] P remplit Phypo-
thése du théoréme 1. :

Remarque 2. Le condition (4) est remplie, par exemple, si:

1) G est un groupe abélien et P est un générateur de G, ou

2) G est un groupe ordonné et P = G* est le demi-groupe des ¢léments non~negat1fs

de G.
11 en résulte que dans ce cas la conjonction des conditions (A), (B) et (C) est pour G archl-
médien equtvalente a la condition formulée dans le théoréme 1.

On peut aussi donner la démonstration plus directe du théoréme 1 dans le cas ou P
remplit (4). Cette démonstration est “effective” dans le sens qu’elle donne la construction
du prolongement F. |

La nécessité résulte immédiatement du théoréme (T). Nous pouvons aussi présenter
la preuve directe de la nécessité du theoreme 1 sans le théoréme (T), en n ‘exigeant pas
de la condition (4). :

Nous démontrerons d’abord que les fonctions F (-, a) ont le méme contre-domaine
¢t donc que

) - AF@. 0 =Fr,0.

ae G

Fixons a de G. Soit a e F(f, a), il existe donc un f de I tel que a = F(B, a). Puisque
F(x,0) = F(F(B,%),0) = F(B,a) = «, |

donc « € F(I', 0). Nous avons alors F(I', a) = F(I", 0).
Soit maintenant a € F(I', 0), il existe donc un § de I tel que F (8,0) = a. Dans ce
cds pour y = F(p, —-a) nous avons

F(y,a) = F(F(B, —a),a) = F(8,0) = a,

d’ou o e F(I', a). Nous avons alors F(I', 0) = F(I', a), ce qui démontre (5). |
Nous allons prouver maintenant que les fonctions {F(", @)}4eq sont des bijections
sur 'ensemble F(I',0). Fixons a de G. Soit «, fe F(I', 0). Si F(a, a) = F(8, a), donc

(x=_F(C€,O)=F(ﬁ(OC,a)z _a): F(F(ﬁ:a)s —(1) ZF(ﬁaO):ﬁs

Ja fonction F(-, a) est alors une injection. ’
Soit maintenant $e F(I', 0), il existe donc y de I tel que B = F(y,0). Nous avons
pour o = F(y, —a):

F(a,a)=ﬁ(ﬁ(y, —a),a)=F(y,0)==ﬁ,

et ¢a démontre la surjectivité de F(-, a).

Maintenant nous passons 3 la démonstration de la suffisance dans le théoréme 1 si P
remplit (4) (G notons multiplicativement, 0 reste ’élément neutre). L’ idée de cette démon-
stration est prise de [3]. '
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Définissons la fonction F,: F(T', 0) x(P-u P~Y 5 F(I', 0) comme suit:

\ __“' F(ax,a), siacpP,
(6) | - Fi(2, a) := {ﬁ tel que F(B,a ) = a, si aeP™ .

Un tel 8 existe et il est unique car six e F(I',0) etae P~ !, donc a™! € P et d’apres ’hypo-
thése la fonction F(-, a™!) est une bijection sur F(I', 0). Nous allons prouver les deux
lemmes suivants: |

LEMME 1. Si a,bePUP ' et arbeP UP™1, donc poﬁf chaque o€ F(I',0) on a:
(7 Fy(2,a'b) = F{(Fy(, ), D).

Démonstration du lemme 1. Nous vérifions (7) dans les cas suivants:

a) aep, beP, a-bel,

b) aeP, beP !, abeP,

c) aeP™!, beP, abeP,

d) aeP, bePl, abeP!, '

e) aeP!, beP, ‘a-beP™?,

f) aeP™', beP ', abeP7}
¢puisants toutes les possibilités.

Ad a). Dans ce cas F, est identique avec F et la thése est évidente. .

Ad b). Nous avons Fj(@,a'b) = F(z,a-b) =:7y et Fy(x,a) = F(x,a). De la dé-
finition (6): Fy(F(x, a),b) = B, ou B est tel que F(f,b™") = F(x,a). De la

F(y,b™") = F(F(a,a*b™") = F(a,a) = F(B, b~ 1.

Puisque la fonction F(-, 5! est une bijection, donce y = f, ou bien nous avons (7).
Ad ¢). Dans ce cas nous avons:

De la définition (6): F,(«,a) = f, ou B est tel.que F(B,a") = a. Puisque F,(B, b)

= F(f,b) =:0 alors:

v = F(a,ab) = F(F(B,a™"),a"b) = F(f,b) =4,

~a

donc nous avons (7).
Ad d). De la définition (6) nous avons:

Fi(o,a-b) = f tel que F(B,ba" = o
et (car F,(«, @) = F(o, d))F,(F(a, a), b) = y, ol y est tel que F(y, b~') = F(x, a). De 1a:
F(y,b™") = F(a,a) = F(F(B,b™"™"), a) = F(B, b™h).

Puisque la fonction F(-, b~ ") est injection, donc y = f§ et nous avons (N.
Ad e) et ). On peut raisonner de la mémé manicre que dans le cas d), en profitant
du fait que F(-,b '-a™ ') est une injection. Cela finit la preuve du lemme 1. |
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Leme 2. Si a,byc,dePuP™ et ab = cd donc:

A )FI(Fl(rx, a), b) = F(F(a,¢), d).

aeF(r,0
Démonstration du lemme 2. Considérons les deux cas:

1) abePuP i
2 ab¢gPuUP L,

Si 1) a lieu, nous recevons la thése du lemme 2 d’aprés le lemme 1.

Ad 2). Les cas suivants sont possibles:
(i) a,deP, b,ceP™?,
(i) a,deP™t, b,ceP,
(iii)) a,ceP, b,acP?,
(iv) a,ceP~', b,deP.
Dans le cas (i) il résulte de ab = c-d que b = (a~!-¢)-d et nous avons, d’aprés le-
lemme 1I:

Fl(Fl(aa (l), b) = F](Fl (O{: a): (a_l'(,‘)‘d) = FI(FJ(FI(as‘ a)a a_l-c),-d) = FI(FI(CX:« C), d)

Dans le cas (ii) nous pouvons raisonner de la méme manicre.

Les cas (i) et (iv) sont ausst symétriques. Considérons alors seulement le cas (iii)..
Puisque a-b = ¢+d, donc a'b-d™' = ¢: Par I’hypothése: G = P-P~1, alors il existent,
zeP,ueP ltelsque bd™ ! =zuetdelaz=>b-d ' -u"' Parconsequent. a'z-u= c;
d’olt a-z = ¢-u~!. Nous avons alors, d’aprés le lemma 1, 1’égalité évidente:

Fi(F(x, ), z) = F(Fi(, ¢), u™ ).
Puisque z = b-d " *-u” ', nous avons:
F(F(o,a), b-d ™ u™)y = Fi(F (2, 0),u™ ).
D’ici, d’aprés le lemme 1: . | |
| F\(F\(Fy(2,0a),b),d  u™) = F(F(a,c), u™")
et de plus |
F((F{(Fi((2,a),b),d™ "), u™) = F(Fy(a, 0),u™").
Puisque la fonction F,(-, u™ ') = F(-,u"!) est une injection, donc:
F(Fy(Fy(x,a),b),d™ ") = F/(a, c).

De 13, d’apres (6)
'Fl(Fl(aa a)s b) = Fl(_Fl(aa C)s d)s
ce qui finit la preuve du lemme 2. |
Revenons a la démonstration de la suffisance de la condition dans le théoreme 1.

Définissons la fonction F,: F(I',0)x G — F(I',0) de la maniére suivante: si a€ G et
a=cdpour ceP,deP?, donc:

Fy(x, a) = F(F, (e, o), d).
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L'independance F, de la representation de o comme produit de ¢ et d résulte d'aprés le
lemme 2. Définitions F: I'x G » I' comme suit

F(&, a) = F,(F(2,0),a).

‘On voit que la fonction F est la solution de I’équation de translation et qu'elle est le
‘prolongement de F, ce qui finit la preuve.

Remarque 3. La supposition G = PP~ est essentiel dans nos considérations
ci-dessus. En effet, soit P = O\{0}, G = R\{0} les groupes des nombres rationnels et
réels par rapport a la multiplication comme operation. Soit F: PxP — P, tel que
F(x,a) = a-a, pour o, aeP. Les fonctions {F(-, a)},.p sont évidlemment des bijections
. -sur F(P, 1) = P, par contre le prolongement F: P x G — P n’existe pas car les conditions
nécessaires formulées dans le travail [4] ne sont pas remplies. Dans notre cas ces condi-
tions désignent qu’il devrait exister un sous-groupe G* du groupe G tel que: {1} = P n G*
.et G = P-G*. L’existence d’un tel sous-groupe nous donnerait: /2 = w-a, ol we P
et aeG* donc a #1 et 1 #d? =‘wizeP A G*, alors une contradiction avec {1}
=P n G*

REMARQUE 4. Dans le cas. P = G* le demi-groupe des éléments non-négatifs d’un
-groupe G archimédien, il suffit de supposer qu’il existent x,, x; de G* (différents de zero)
‘et tels que la fonction F(-, x,) est une injection sur F(I', 0), et la fonction F(-, x;) est
une surjection sur F(I", 0), pour que toutes les fonctions soient les bijections sur F(I', 0).
En effet, ce fait démontre par M. S. Midura et M. J. Tabor dans le travail [3]. La preuve
-est suivante. Prenons un x arbitraire de G*. Soit » un nombre naturel tel que n-x, > x.
Puisque F(-, x;) est une injection et F est une solution de 1’équation de translation,
F(-, n x,) est aussi une 1nject10n

Nous montrerons, en utilisant “reductio ad absurdum”, que la fonction F(-, x) est
-une injection sur F(I', 0). Supposons qu’ils existent «,, % e F(I', Q) et a; # a,, tels que
F(ay, x) = F(a,, x). D’aprés

F(a,n xy) = F(oc,y+x)\= F(F(a,x),y), ot y:=n-xy—x
‘nous avons

F(oy, n-xo) = F(“zs n°Xg)

et cela contradit linjectivité de F(-, n: xo) |
Nous montrerons maintenant, en utilisant “reductio ad absurdum” que les fonctions
F(-, x) sont des surjections sur F(I',0). Fixons xe G*. Soit # un nombre naturel tel
-que n-x; 2 x. Puisque F(:, x,) est une surjection sur F(I', 0) et F est une solution de
.I’équation de translation, donc F(-, n-x,) est aussi une surjection sur F(I', 0). Supposons
-que F(I',x)=1TI, < F(I',0). Soit y: = n-x; —x. Puisque la fonction F(-,») est une -
.injection sur F(I',0), donc (vu que I'; ¢ F(I, 0)) |

F(I'y,y) € F(I, y) = F(F(T,y),0)c F(T, 0),
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ce qui. contradit |
F(I',0) = F(F(F,0),nx,} = F(I',n-x,) = F([, y+x) = F(F(T, x), y) = F(I'y, ») .

Maintenant nous donnerons le théoréme concernant du prolongement de la solution
de I’équation de translation avec P'agrandissement arbitraire de la fibre..

THEOREME 2. Soient (G, +) un groupe archimédien (donc commutatif ), G* son demi-
groupe des éléments non-négatifs et I' un ensemble arbitraire. 1l existe un sur-ensemble I'*
de ’ensemble T tel que la solution F: I' x G* — I de I’équation de translation est prolonge-
able jusqu’a la solution F': I'* x G — I'* avec Pagrandissement de la fibre I @ I'* si et seule-
ment si les fonctions {F(:, @)}s,cq Sont les injections sur F(I', 0). |

Démonstration du théoréme 2. La nécessité de la condition est évidente d’aprés le
théoréme (T), alors nous démontrerons la suffisance. Dans ce but nous prouverons que
la condition formulée dans le théoréme 2 entraine les conditions (A) et (B), nécessaires
et suffisantes pour qu’il existe’ le prolongement de la solution avec I’agrandissement de
Ia fibre.

Démontrerons d’abord (B), c¢’est-a-dire la transitivité de la relation R. Soit ocRﬁ et
BRy. Si B = F(a, x) et y = F(B,y), donc il est évident que

F(x, x+y) = F(F(Ot xX), ) =F@B,»n=y,

et alors aRy. Sia = F(f,x)ety = F(B,), ‘done si x <y, alors il existe z tel que x+z = y.
De 1a
y = E(B, x+2) = F(F(B, x), z) = F(,2)

et alors «Ry. Dans le cas ol y < x nous raisonnons similairement.
Si F(x, x) = B et F(y,y) = B, donc si x <y, il existe z tel que x+z = y. De la

F(a,x) = = F(y,x+z) F(F(y, 2), x)

et d’aprés linjectivité de la fonction F(-, x) nous avons o = F(y, z), alors aRy. Dans
le cas ol y<x la preuve est analogue. :

Nous montrerons maintenant, en utilisant “reductio ad absurdum”, que la condi-
tion (A) est remplie. Supposons qu’il existe o de I' tel que la puissance des enscmbels
Ef) dépend de fe F(I',G™).

Le travail [7] donne la solution générale de 1’équation de translation sur G*, remplissant
la condition (B). La construction de la solution est suivante: |

1) Soit f: I' - I' une fonction telle que

N f(f(@) =7@.

ael
' 2) Décomposohs f(I') = U I'y en ensembles I', non-vides, disjoints et tels que pour
ke K
chaque k de K il existe une décomposition invariante { W,A }ier, d’un intervalle 4, de G,

pour lequel
G+ L Ak et [k = Fk .






