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Décomposition des cycles sous-analytiques maximalement complexes

JEAN SOUVILLE

Introduction. Dans [2], [3] et [4] Harvey et Lawson traitent le probléme des bords
dans le cadre trés large ot la donnée est un «scarred cycle» (c’est-a-dire une variété a sin-
gularités mais sans multiplicités), et énoncent un résultat analogue pour les chaines semi-
analytiques. Or, pour qu’un cycle semi-analytique et plus généralement sous-analytique
soit un «scarred cycle», il convient qu’il soit sans multiplicités.

Nous étudions ici le probléme de la décomposition d’un cycle sous-analytique en somme
de cycles sous-analytiques sans multiplicités; celle-ci est effectivement possible pour les
cycles sous-analytiques maximalement complexes (théoréme 3 et corollaire 3.4).

Au passage, nous montrons un théoréme de décomposition des chaines sous-analyti-
ques (théoréme 1) et un théoréme sur les sous-analytiques bords d’un ensemble analytique
complexe (théoréme 2).

Definitions de base. Pour tout ce qui concerne les courants, on pourra consulter I'exposé
de synthése de Harvey au Symposium de Williamstown [2]. En particulier, la notion de
complexité maximale y est précisée. Nous appellerons courant intégral (integral en anglais)
un courant rectifiable dont le bord est rectifiable. Les chatnes et les cycles sous-analytiques
ont ¢été définis par Poly dans sa thése [8].

1. Décomposition d’une chaine sous-analytique

V désigne une variété analytique réelle.
Rappelons la définition de Federer ([1] 4. 2. 25).

Definition. Un courant intégral T défini sur V est dit indécomposable si on ne peut pas
écrire T = R+ S ot R et S sont des courants intégraux sur V, non nuls avec N(T) = N(R)+
+ N(S).
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Par définition, on a N(T) = M(T)+ M (bT), donc d’aprés Pinégalité triangulaire, la
condition N(T) = N(R)+ N(S) est équivalente au systéme

M(T) = M(R)+ M(S)
M(bT) = M(bR)+ M(bS) .

Remarque. La définition ci-dessus et les propriétés ci-dessous (jusqu’a 1.2. inclus)
s’étendent sans difficulté aux courants localement intégraux de masse finie et & bord de
masse finie (et méme aux courants localement intégraux en utilisant la famille de semi-
normes N(7\y), U ouvert relativement compact dans V) cf. appendice.

St T est de masse finic dans Vet si U est un ouvert quelconque de V, Ia restriction T U
de T a U est de masse finic et nous avons le lemme

LEMME L.1. Si T = R+ S avec M(T) = M (R)+M(S), alors pour tout ouvert U de V
on a:

M(T\y) = M(R;U)‘i'M(SiU) .

En effect soit ¢, une suite de formes différenticlles de comasse 1 telle que
M(T) =1imT(¢,). On a pour tout n, M(R) = R(¢,) et M(S)> R(¢,), dou si
M(T) = M(R)+ M(S), alors M(R) = lim R(¢,) et M(S) = limS(¢,).

D’autre part, soit U un ouvert de V et a, une suitc de fonctions A support compact
dans U avec 0 <o, < 1 telle que pour tout compact K de U, il existe n, tel que n>n,
implique &, x = 1. Jaffirme M (T'y) = imT(a, ¢,). En effet si y est une forme 2 support K
compact dans U de comasse < I, soit n, comme ci-dessus, pour n=ngy, Y+ (1—a,) ¢,
est de comasse <1 d’ou T(Y+(1—0a,)¢,)<M(T) cest-a-dire T < M(T)~T(p,)+
+T(a, },).

D’ou T(Y) <liminfT(x,¢,). Ceci étant vérifié pour tout ¥, on a M(T\y)
<liminf7(x,¢,). Or, pour tout n, % ¢, est une forme différenticlle a support
dans U, de comasse <1, d’ou

T({anbn) QMCT;U) .
On en déduit bien:
M(T]U) = hmT(an d)n) °

On a de méme M(Ryp) = lim R(x, $,) et

M(Sy) = limS(x,¢,), dott M(Ty) = M(Ryp)+M(S,y) .

1.2. Revenons a la situation 7= R+S avec N(T) = N(R)+N(S). En prenant
U= V~—SuppT le lemme 1.1. montre quon a SuppR < Supp7. De méme en prenant
U = V—SuppbT, on obtient SuppbR < SuppbT. Si T est une chaine sous-analytique,
enticre, compacte, de dimension m, SuppT est sous-analytique de dimension pure m,
Supp bT est sous-analytique de dimension < m— 1 ; on en déduit, d’aprés Ia thése de Poly
[7, chapitre 4], que R est une chaine sous-analytique. R étant un courant intégral est en fait,
une chaine sous-analytique entiére.
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Remarquons ¢nfin, towjours d’aprés la remarque Supp R < SuppT que si T est maxi-
malement complexe (resp. fortement M. C.) R sera maximalement complexe (resp. forte-
ment M. C.). Voir [8] pour la définition d’une chaine fortement M. C.

1.3, 11 nest peut dtre pas inutile de rappeler Ia propriéé suivante.

LeMME 1.3. Soit X une sous-variété analytique connexe de dimension m, fermée dans un
ouvert W de V et T un courant localement rectifiable de dimension m sur V tel que W 0 Supp T
soit une partie non vide de X et SuppbT ne rencontre pas X, alors X est orientable et il existe
neZ* tel que T = n|x] (pour une orientation donnée de X).

En effet, par le «Federer Flatness Theorem» ([1], 4.1.15), le courant Ty s’ecrit iv(g)
ol 7 est Pinclusion i: X<— W et g est un courant sur X de dimension m, c’est-a-dire de
degré 0. On a i (bg) = b(T\w) = 0 car W n SuppbT = ¢, d’ou bg = 0 et g est un cycle
non nul donc définit un élément non nul de A, (X). On en déduit que X est orientable et que
pour une crientation donnée de X, g est un multiple constant de [X] (car X est connexe).
Enfin, g = n[X] avec n entier car T est localement rectifiable.

1.4. En particulier, si T est une chaine sous-analytique entiére compacte de dimension m,
Supp T est un sous-analytique compact de V' de dimension pure m et SuppbT est sous-
analytique de dimension <m— 1. L’ensemble Reg(Supp T)\SuppbT est sous-analytique,
relativement compact donc admet un nombre fini de composantes connexes Xy, ..., X;
qui sont des variétés analytiques de dimension m. Pour tout i, X; est un ouvert de Supp7,
donc le complémentaire W, dans ¥ de SuppT— X est un ouvert de V. Par le lemme 1.3.
on a Ty, = n[X;] ot n; e Z*. [X] est donc de masse finie et si [X;] est son extension

I

simple 3 V,ona T = ) n;[X,] (en effet, le courant 7— Xn,[X;] étant de support contenu
i=1

dans Sing(SuppT) u SuppdT qui est sous-analytique de dimension <m—1 est nul).
De plus, nous avons M(T) = 2|n|M[X;]. Enfin, remarquons que quitte a modifier
P’orientation des X;, on pcut supposer les n; positifs.

Soit donc T = nl()fl]+... +mn,[X,], ou les X, sont les composantes connexes orientées
de Z— Y olt Z et Y sont sous-analytiques compacts avec Z de dimension pure m et Y de
dimension < m—1, avec [X;] de masse finie et ol les #; sont des eutiers positifs ot nuls.
Le complémentaire W, dans V de Z— X, est un ouvert tel que W, n Suppdl = ¢ et
W, SuppT< X;. Si T=R+S avec N(T) = N(R)+N(S), on a SuppR < SuppT < Z
et SuppbR c SuppbT < ¥, d’olt pour tout i: W, SuppbR = ¢ et W; N SuppR< X
On en déduit de méme: R= Za,[X,Jet S= Zb,[X ] aveca; e Z et b, e Z. La condition sur
les masses donne a; =0, b, 20 et a,+b; = n;.

Si on décompose de méme R et S, etc..., le processus doit s’arréter, d’ou le théoréme
suivant:

THEOREME 1. Si T est une chaine sous-analytique entiére compacte, alors il existe une
famille finie T, ..., T, de chafnes indécomposables telles que T = T, +...+T; et N(T) =
= N(T1)+ ‘e +N(Tk).
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De plus, si Xy, ..., X, sont les composantes connexes de Reg(SuppT)\Supp(bT) on
; I

peut écrire T = Zlnj[)fj] avec n;€ N*, et on a pour tout i T;= Y a,[X;] avec a;je N
j: j=1

k
et (V)) ) a;; = n;.
i=1

Remarques. Si T est une chalne semi-analytique, les Y, sont semi-analytiques done
les T; sont des chaines semi-analytiques.

Cette décomposition r’est pas unigue comme on peut le constater sur 'exemple suivant:
T = [I']+[I';] = [Y{]+[Y,]ou I', et I', sont les deux cercles et Y, et Y, comme figurés
ct-contre.
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Fig. 1

Dans le cas d’une courant intégral T, Federer [1, 4.2.25] montre qu’on peut écrire
T'= 2T; avec N(T) = ZN(T;) ou les T; forment une famille au plus dénombrable de
courants indécomposables.

Si T est une chaine sous-analytique entiére mais non compacte, le théoréme ci-dessus
reste valable sauf que I’on obtient une famille (7;) localement finie (cf. appendice).

Exemple. Si T est un cycle holomorphe d’un ouvert ¥V de C" alors bT = 0. Les com-
posantes irréductibles Y; de I'ensemble analytique complexe Supp7 dans ¥V forment une
famille localement finie et on a T = Zn,[Y;] avec N(T) = Z|n,|N[Y,] car b[Y;] = 0.
Or, Y; est 'adhérence dans V' d’une composante connexe X; de Reg(Supp 7). On retrouve
donc bien le résuitat annoncé.

1.5. Dans cet exemple les courants indécomposables 7, = [Y,] sont sans multiplicités,
ou on pose la définition:

Definition. Une chaine sous-analytique T est dite sans multiplicités si dans la décom-
position T = In,[X,] de 1.4. on a (Vi)n, = +1.

i

Fig. 2
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Remarquons qu’une chaine indécomposable T peut avoir des multiplicités, par exemple
T = 2[A]+[X] ol X est un plongement de 0, 1[ xS dans R* tel que b[X] = 2[Jou I
un cercle (X est une bouteille de Klein & laquelle on a enlevé un cercle I'), et A est un disque

tel que 6[d] = —[I'] et 4 0 X = ¢. T est un cycle sous-analytique, les composantes con-
nexes de Reg(SuppT) sont X et (4—T), par le théoréme 1 on voit facilement que T est
indécomposable.

Dans la suite de cet ariicle nous monirons que tout cycle sous-analytique entier maxi-
malement complexe indécomposable est sans multiplicités.

2. Bord d’un ensemble analytique complexe
2.1. Nous aurons besoin du théoréme suivant:

THEOREME 2. Si Z est un sous-analytique compact de dimension 2p—1 de C", et si ¥ est
un courant rectifiable de C", de dimension 2p, dont la restriction @ C"—Z est [T] ou T est
un ensemble analvtique de C"—Z, orienté par sa structure complexe, alors b% est une chaine
sous-analyiique entiére sans multiplicités.

Noicns d’abord que A% est un courant plat & support inclus dans Z et est donc d’apres
Poly ([7], chapitre 4) un cycle sous-analytique a priori réel. Il suffit donc de montrer qu’en
tout point x de Reg,, ,Z n Suppd?, il existe un voisinage U de x ct une orientation
de Zn U tels que (%, = [Zn U]

Soit Uun voisinage de x tel que Z n U soit une variété de dimension 2p — 1, comme dans
lelemme 1.3 0na b¥%,, = c[Z n U] avec ¢ € R*, donc Z n Uest une variéié maximalement
complexe. Daprés (3) lemma 9.3, quitte a diminuer U, il existe alors une variét¢ holo-
morphe ¥ fermée dans U contenant Z n U, telle que V—Z ait deux composantes con-
nexes V, et ¥,. Dans la suite T désigne T 0 U et tous les courants considérés scront re-
streints a U.

T— V est un ensemble analytique complexe de dimension pure p dans Pouvert U—V;
par le théoréme d’extension de Bishop, on en déduit que son adhérence dans U est un
ensemble analytique complexe W de dimension pure p.

Montrons que (7— W) est I'un des 4 ensembles suivants: ¢, V,—W, V,— W ¢t
(Vi—=W)vw (V,—W)

T~ W est inclus dans ¥V, U V,. Si y e (T— W) o V4, au voisinage de p, T— V est vide
donc T est un ensemble analytique de dimension pure p inclus dans la variété ¥y, d’ou
T = V, au veisinage de y. Par le principe du prelongement analytique on a alors Vy < T.
De méme, si (T—-W)n V, # ¢ on a V,cT. Dol le résultat annoncé.

Onad = [T] = [W]+[T=W], ot b[T] = b[T=W].SiT-WestpouV,—Wu
U V,— Wonab% = 0ce quiest cxclu car x € Suppbd¥.SiT—W = V;—Wona [T~ Wl =
— [,] d’ott B% = b[V,] = [Z » U] pour une bonne orientation de Z— U. De méme s
T'—-W=V,—W. Dou le théoréme.

Remarque. Ce théoréme admet une réciproque (voir [2] Théoréme 3.3). Si Z est un
sscarred cycle» connexe vérifiant les hypothéses du théoréme de Harvey-Lawson, alors
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on peut écrire [Z] = +b[T] ot T est un ensemble analytique complexe irréductible de

C'-Z.

2.2. Comme conséquence de ce théoréme, nous obtenons que tout cycle sous-analytique
compact, maximalement complexe, entier de dimension 2p—1 dans C” (et vérifiant la con-
dition des moments si p = 1) est somme de cycles de méme type sans multiplicités. En
effet si 2 est un tel cycle Z = Supp £ est sous-analytique compact de dimension 2p—1.
Madame Mariaux [6] a montré que le théoréme de Harvey-Lawson ([2] théoréme 3.3)
s’applique dans ce cas, c’est-a-dire qu’on peut écrire Z = b% ou ¥ est un courant recti-
fiable de C" dont la restriction a C"—Z est un cycle holomorphe 7. On peut écrive
F =Y m[Y;] o (Y);c, est la famille des composantes irréductibles de 'ensemble analy-

iel
tique complexe Supp.7 dans C"—Z. Chaque [Y,] est de masse finie, son extension simple

[Y] est rectifiable;etona: & = > n,[Y], car la différence est un courant plat de dimen-
ief
sion 2p et de support inclus dans Z. D’ou % = b% = Y n;b[¥Y,] = > n, Z, oules Z, sont
iel iel
des cycles sous-analytiques sans multiplicités d’aprés le théoréme 2. Pour achever la démon-
stration, il suffit de remarquer que cette décomposition est finie: d’aprés la démonstration
ci-dessus, au voisinage d’un point rtégulier de Z, on aura b[Y;] = 0 sauf sj ¥V; < ¥; ou
V,c Y;. Les Y, étant irréductibles et distincts, on en déduit que b[Y.] = 0 au voisinage
d’une composante connexe de RegZ sauf pour au plus 2 valeurs de 'indice i. Z ayant un

nombre fini de composantes connexes, on peut donc écrire & = Y m;b[Y;] ou J est fini.
ielJ

2.3. En fait on a nécessairement I = Y n[Y;]. En cffet, & = 3 n,[Y] est recti-
iedJ ielsJ

fiable de bi-dimension (p, p) avec b%’ = 0, donc est nul d’aprés le théorcme de structure
de Harvey—Shiffman [5]. On obtient donc la propriété suivante qui dans le cadre semi-
analytique est une conséquence immédiate de la conjecture de Harvey—Lawson ([3]1 9.2).

PROPOSITION 2.3. Si Z est un ensemble sous-analytique compact de dimension 2p—1,
et si T est un p-cycle holomorphe de C"—Z, de masse finie et de support relativement compact
dans C" alors SuppJ admet un nombre fini de composantes irréductibles dans C"—Z.

3. Etude des cycles maximalement complexes indécomposables

3.1. LEMME. Si Z est sous-analytique compact de dimension 2p—1, si % est un courant
intégral de dimension 2p, indécomposable dans C" dont la restriction @ C"—Z est un cycle
holomorphe, alors si T = Supp@\Z est orienté par sa structure complexe, % est, au signe
prés, Uextension simple du courant [T1].

D’aprés la proposition qui précéde, 7 admet un nombre fini de composantes irréduc-
tibles T.(i = 1,...,1). De plus, il existe des entiers non nuls n(i = 1,..,]) tels que

I
% =Y n,[T;. Quitte & changer % en —% on peut supposer n; > 1. Posons ¥, = S [T

i=1 iel



45

ou / est ’ensemble des indices i tels que n; > 1. Si nous posons %, = ¥ —%, nous aurons
l
Y = +%, et M(¥) = M )+MP,) (carM(Q?/) = Z \n;| M ([T:])).
. i=1
Montrons M(b%) = M(b% )+ M(b%,); 1l suffit de la vérifier au voisinage de tout

point x de Reg,, ; Z. Reprenons les notations de 2.1: U est un voisinage de x, ¥ une variété
holomorphe de dimension p fermée dans U, qui contient Z n U, et V—Z a deux compo-
santes connexes ¥, et V,. Les ensembles T; étant irréductibles et distincts, il existe au plus
deux valeurs i, et i, telles que V, < T, et V, < T}, (si i; par exemple n’existe pas on posera
pour la suite T;, = ¥V, et n;, = 0). Pour simplifier la suite, nous écrirons Z pour Z N U,
T, pour T, n U et les courants seront toujours restreints & U. Orientons Z de manicre
a avoir b[V,] = [Z].

D’aprés le raisonnement de 2.1. pour i différent de i, et i, on aura b[T;] = 0.

Si i, = i,, nous aurons b[T; ] = b[V,]+b[V,] = 0, d’ol dans ce cas

b@:b@:l:b@Z:O

et la condition est satisfaite.
Si i; # i,, nous pouvons supposer i; = 1 et i, = 2, Nous avons:

b[T] = blV4] = [Z] et b[T,] = b[V,] = —[Z].
D’ou '

b¥ = (ny—ny)[Z] et M(bY) = |n,—n,l M([Z]).
b%, = (e;—&,)[Z] ol g; vaut | si n; > 1, et 0 sinon et M(b% ) = |e; —&,|M([Z]). Enfin
bY, = b% —b%, ot M(b¥,) = |(ny—&)—(ny—&y)] M[Z]. En distinguant tous les cas
de signe pour n; et n,, on vérifie M(b%) = M(b¥ )+ M(b%,).

Nous avons donc €écrit & = %, +%, avec N(%) = N(#,)+ N(#¥,). De plus ¥, est

non nul (car nous avions m>1). # étant indécomposable, on a #, = 0. D’ou

Y =) [T)] = [T]

iel
3.2. Remarque. T n’est pas nécessairement irréductible comme ensemble analytique
comme le montre 'exemple suivant: 7= T, v T, ou Ty est le disque |z| < 1 et T, la couronne
1<jzl<2dans C,avec Z =TIy u I, ou I'yestlecercle z| = k. ¥ = [T] est indécom-
posable car d% = [I',] est indécomposable.

M
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Fig. 3

3.3. Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme annonce:

THEOREME 3. Tout cycle sous-analytique entier, compact, de dimension 2p—1, dans C".
maximalement complexe et indécomposable est sans multiplicités.







