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Elementarny dowod na oszacowame obszaru 1stniema .
transiorma \odwrotnej i funkeji uﬁnkianei R

W pracy mmejsze: ‘autor podaje efektywne o:szacowame obszaru 1st-
nienia transformacji odwrotnej i ‘funkeji . uw1khme] za pomoca pojgcia
wydtuzenia gérnego i dolnego transformacji. W szczegélnoéa jezeli trans;
formacja T (x) jest ciggla, lokalnie odwracalna i Jokalnie réznowartoscio-
wa w kole |:c--a:9|<r oraz wydluzenie dolne T (x) w tym. kole jest

. wieksze lub réwne od pewnej stalej o dodatniej, to tmnsformacja taka
posiada odwrotng w kole |y —yo[<<«'r, gdzie yo = T (o). Jezeli po-

nadto wydluzeme gérne T. (.1:) jest mewiqksze od pewnej stalej B, to T (x)

jest odwracalne w kole' | — o | <= T Stosu]qc te tmerdzenm do trans.

formacjiu=x v=F (a:, ) autor otrzymuje pewne oszacowame obszaru, o

istnienia funkcji uwﬁ{lanej okreélonej przez ‘1éwnofée F (x, y)=0.

-

-§ 1. Wstep

-

_ Wiadomo z elementarnego kursu rachunku rozmcrrkowego i calkowego.
ze ransformacja klasy €! w zbiorze otwartym jest lokalnie odwracalna

w kazdym punkcie, w. ktorym jakobian jest rézny od zera. Celem tej

pracy 3est oszacowanie obszaru istnienia tramformaejl odwrotne] (tw‘ler-

dzenie 2) oraz obszaru, w ktérym dana transformacya jest odwracalna ,

(twierdzenie 3). Twierdzenia 2 i 3 zastosowane do funkeji uwiktanych

pozwalaja oszacowaé obszar 1stn1ema i Jednoznacznosca f.unkcn uwiklanel. .

(wniosek 3) 1).

Tym samym tematem za]mowa}t sie: T. Wazewsk1 [t1i {2] T H. Hﬂ—
debrandt i L. M. Graves [3] oraz R, Nevanlmna [5].

-+ 1) Rozwazam transforknacje ciagle, lokalme odwracalne i lokalnie roinowartaé-
ciowe w zbiorze otwartym, gdyz tylko te wlasnosci sg istotne w dowodach.

. Pojecia te zostaly tak zdefinipwanie (def. 2 i 3), aby w dowodzie nie trzeba bylo -
korzystaé z twierdzenig Brouwera o fym; Ze przy transformacji ciaglej i odwracalnej

punkty wewnetrzne zbicru priechodzq w puhkty wewnegtrzne obrazu. Z tego roéws
‘niez wzgledu zakladam, %& rozwalane transformacje sg lokalpie odwracalne i lo-
" kalnle réinowartoScibwe, chociaz réwnowazno§é tych pojqé latwo wkamé 28 pb—
- nwu wkmianlmwaneg@ twierdzenia Bmu%zveraﬁ
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' W pracy mme]sze] staralem su: uzywacé srodkow vnozllwle elemen- ‘
tarnych. A

. § 2. Transformacja’ czﬁcidwo odwrotna

' Zanim przejde. do wlasciwego tematu podam kilka definicji oraz
peWne wlasnoséci transformacji czeécmwo »odwrotnej (lemmat 1 i 2),
"Definicja 1. Transformacje G(y) nazywamy cze$ciowo odwrotnq
wzgledem transfornwcn T(a:) W zblorze Z, sdy spelnia ona d’Wa na,ste-
pujace warunki::
1° G(y) jest cmgla wZ o
2° T(G(y)) =y w zbiorze Z.
‘Deti nicja 2. Transformacje T(x) nazywamy lokalnie odwracalnq
w punkcie zq, gdy 1stme]e transformacja G(y) czescmwo odwrotna wzglq-
_ dem’ T{:r), okresiona w pewnym otoczemu punktu yo T(a:o), spelnia]qca
_ warunek Xy = G(yo) ' _ i
Lo . Defi 11‘110] a 3. Méwimy, ze transformaqa T (x) Jest lokalme rézno-
S Wartoécxowa w punkcie xo, gdy jest réznowartoSciowa w pewnym oto-
" czeniu Xo. Transformac]e lokalnie roznowartoscqu w kazdym punkc1e'
zbioru Z bede.nazywal réznowartosciowsg w zbiorze Z. . L
~ Lemmat 1. Niech T(x). ‘bedrie transformac;a lokalme réznowax-
toéclowa; w.Swoim pcolu~ Dwie transformac;e Gi(y) i Gs(y) czeécwwo od-
‘wrotne wzgledem T(x) w zbmrze Wypuklym Z albo sg 1dentyczne, albo ich
zapasy sg rozlgcezne ).
- Dowdd. Zalézmy, ze zapasy transformaq1 Gy i Gg nie sg rozlaczne
tzn transformacje G1 i G2 przyjmuja te sama warto$¢; oznaczmy ja przez
o, Z warunku 2 definicji 1 wynika, ze dwic czesciowo odwrotne moga
" przyjaé te sama warto§é tylko w tym samym punkcie. Oznacza]qc przez
Yo ten punkt zbioru Z, w ktérym obie transfcrmacje przy;mu]q wspblng
wartogé o, otrzymujemy zw1qzek

(21) g =Gi(y) - -dla z—12
 Wykaze teraz, ze dla wszystkich y & Z zachodzi F6WnOsE: G1(y) Crz(y) :
Przypu$tmy dla dowodu nie wprost, ze w pewnym punkme y zbloru VA
3 wartosei transformac]l G1 i G sg rozne
S ¢ £ G, (y) =G, ). |
S w myél deﬁmcp zbioru wypuklego caly odcinek [yo, y]‘*’) nalezy do Z

f

1) Lemmat 1 Jest stuszny r6wn1ez w przypadku, gdy A jest zbiorem . tylko spOJ-
nym. Dia naszych celow wystarczy udowodnié go w podanej postaci.
: 2) Symbolem [a, b] bede oznaczal odcinek zamkniety o koiicach a, b, tzn. zbiér
punktéw..a + ©(b—aq), gdzie 0 <1< 1. _Analogicznie malezy rozumieé. przez ‘p‘ym—
bol (g, b) odcmei; lewostronme otwarty, a prawostronnie zamknjety. -




Oszacowante obszaru iamiema g‘uukcﬁ uwtkla*n,ea

Niech"y* bedzie ostatnim 1), 1mzac od Yo punktem tego odomka wokté- i

rym wﬁrtoém transformacji- 'sg réwne -

(23) : L'\ ’ ' Gl(y)*Gz(y) F .
Na odmnku (y* y) wybm-mny dowolny ciag pu,nktow {ym} zblegmy dof :
* Wartosci transformac]l G, i Gs odpowxada]qce punkto;n Y, }tworzq ‘

| dwa réine ciagi Ty = G1 (yv)=i=a:v 2(y‘.) zblezne do tego samego punktu

Th = G;!y*) oraz takie, zZe wantoégl transtbrmacn T odpowmdamce réwnm
wskaznlkowym elementom tych ciggéw sg rowne. Ale to jest sprzeczne
z lokalng réznowartosciowoscia T(¥) w punkcie x*. Zatem nasze przypusz-
czenie (2.2) musi by¢ falszywe, tzn. dla wszystkich yeZ, G1(y)“‘ Gz(y)

' LW ten sposéb lenunat 1 zostal udowodmony T e T

Deflnlc;]a 4, Transfonnacje T (x} nazywamy odwraca‘lnq w zbm— '
rze E, gdy istnieje G(y) czqscwwo odwrotna do T(x) w taklm zblorze: Z .
ze .

EcCG(2).

Uwaga 1. Jezeli T(:r) ]est odwracalna w zbiorze E, to ]est w. mm ‘
réznowartosciowa, ale nie na odwrét 2), tzn. T(x) moze by¢ réinowarto-
Sciowa w zbiorze E, a nie by¢ w nim odwracalna. Na przyklad funkcja
sin x zaciedniona do zbioru E.= [0,3] + [F1L 2T0] jest oczywiscie w’zbio-
rze E réznowartosciowa, ale nie- jestw tym zkiorze odwracalna, - bo jedy-
na funkcja f(y) okre§lona w [— 1, 1] i spelniajaca zwigzek sin f(y) =y dla -
ye [—1, 1] nie jest ciggla dla y = 0. IR

. Uwaga 2. Transformacja: odwracalna w zblor;e E nie musi byc lo-
kalme odwracalna -w kazdym punkcie zbioru E. Na przyklad sin - za-
clesmony do przedzialu [H II] ]est odwracalny W tym przedzmle, ale nie

jest lokalnie odwracalny w punkcie = H , bo nie LStme]e f(y) czqécmwo

odwrotna do sin x w pelnym otoczeniu y =1,
Zachodzi natomiast nastepujgcy lemrnat: S PR

Lemmat 2. Jeseli T(x) jest ciagla, lokalnie réznowartoéciowa i- lo- |
kalnie odwracalna w zbiorze otwartym E, to G(y) czeécxowo odwrotna do .
T(:c) w Zbiorze otwartym D jest lokalnie odwracalna w D

1) Ostatni, tzn. taki, ze Wszystkle punkty odeinka (y*, y) do zbmru A nie naleza.
" ®) Pojecia réznowartosciowoéci i odwracalnofci sa réwnowaine w stosunku do
“transformacji T(x) cigglej.w zbiorze kompaktycznym. Jezeli chodzi o zbiory otwarte,
to moina udowodni¢ twierdzenie: jezeli T(x) jest réznowartoSciowa i lokalnie od-
wracalna w zbiorze otwartym E, to jest odwracalna w E, Natomiast z lokalnej réz-
nowartoéciowosci i lokalnej odwracalnosci T(x) cigglej w zbiorze. otwartym E.nie

wynika nawet réznowartoéciowosé T(x) w . Na przyklad sin x za;cieénionyrdo

E‘-- (o —)-} (zn,‘: ) '







