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0 ronartosc; “"ytmetycme], géOmetryczne] i harmonieme;
zblom R

Z kaidym zbmrem ogramczonym prunktéw p!aszczyzny lub p;'zestrzem moZna /”

2wiazaé “trzy clqg1 liezbowe odpowiadajace najwickszej’ éredniej arytmetycznej, geo--
‘metrycznej lub’ harmonmnej wzajemnych odleglosei ukiadu n punktéw danego

zbloru, gdzie n = 2,3.. Praca zawiera dow6d zbieznosci ty\ch clggéw ‘oraz badanie:.
pewnych trzech ciggéw funkcyjnych' zwiazanych z tzw. punktarm ekstremalnymi )
zblcru i szereg probleméw do rozw1azama 1 . HEAN

1. Oznaczenia. Nlech E bedzie zbiorem ograniczonym i domkme-
tym punktéw na plaszczyznie lub w przestrzeni m-wymiarowej R, gdzie™
m>=2,i niech ©(p, q) oznacza odleglosé |pg| punktéw p i g lub dowolnq
 inng funke;e ciagla, okreslong dla kaidej pary punktdw p i'q danej prze- o
strzeni i spehm;acq n;astepu}q,ee warunki

‘”('P’ )>0 s (I)(p, ) = '”(Q: P)

Kaqu takg funkcje nazywaé bedmemy uogolmonq odleglosczq punktéw
pig.
Oznaczmy przez p™ uklad’n =2 punktéw pi, Pe, ..., pz,, rétnyoh‘\
- lub nie, danej przestrzeni, utwérzmy wszystkie wzaj!mne ich odleglodel
C0PLPi), 1<k, w 11czb1e n(n—~1)/2 1 mech d(p""}, oznacza smdnia -
arytmetyczng tych odleglqém tj. ‘ » 4

1 SRR ) = = S O
® , ~a(p™) =D j2 (Pf pa): 4 . e

N1ech da&e; g(p"”) oznacza $rednig geumetrycz.nq, a h{p‘"’) éredma
harmomczna danych odlegloscl tj.

UYL A

-1, 1

@ - g = Mol pl ™ Y hip W} ool p Lo
. =2 a<ko(ppe) et
Wiadomo, ze dla dowolnych liczb meUJemnych €1, €25 vy Cm zachodzg . ‘1 v

meréwnosm 1)
R B

1) Jesli ktéras z liczb ¢1, €3, .., Cm rowna _sig zeru, przmeuJemy. Ze srednia .
harmomczna tych liczb jest réwna zeru. -
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; .m v }/cmcz Cm <c,+c3+...+cm"
S o m
e, C; Cm
zatem h(p™) < g(p™ << a(p™).

Funkcja o(p,g) jako ciagla osiaga pewne maks1mum skonczone M,
gdy punkty p i g przebiegaja zbiér E. Wnosimy stad, ze gdy ukiad p™
zmienia sie dowolnie w zbiorze E, §rednia arytmetyczna pozostaje ogra-
mczona, lmanomcle 0| of p‘“’) <M, i podobme 0 << h(p™) << < 9( p™) <<
<M

2. Rozwartodé arytmetyczna zbioru., Oznaczmy przez

= q,(E,w) kres gérny $redniej (1), gdy uklad p™ zmienia sie W zbio-
rze E. Poniewaz o(p™) = a(p1, P2, .., Pn) jest funkcja ciagla zmiennych

P1, P2 Pz ..., Pn, Wiec kres a, jest osiagniety, tj. istnieje w zb10rze E uklad

punktéw . ‘

®) | Q™ ={q.q: --,Gqn} o

@) , (B, 0) = algry =P eP™h
P c(E) |

Kres a,(E,0) nazywamy n-tq Sredniq arytmetyczng odleglosc1 «{p,q)
“w zbiorze E, a uklad (3) ukladem punktow ekstremalnych zbioru E rea-
‘lizujgeych $rednig a,(Ew) lub ukiadem ekstremalnym arytmetycznym.
Wykazemy, ze: ,

.Cigg $rednich arytmetycznych { a,,(E ®) } jest merochy, a - wiec
- istnieje granica

6 , lim a, (E, w) = a(E ),

n—eoo
przy czym 0 < a(E,co) <M.
‘Istotnie, oznaczmy przez A(p™)iB ,{p‘"’) sumy

n
Ap™ =3 o (o1, P Bf’p"‘)= el e =12
_aprzez 4, = A(q‘")) kres gérny sumy A(p‘”)) ‘gdy uklad p""’ zmienia sie

w zbiorze E. Z tozsamoém )
Ap = A(q(n), = By{g™) + Algos---» U—1 Qi1 -+ A
wynika nieréwnosé A, << Bj{q™) + A, dla j = 1, 2, .., n. Sumujac te
nieréwnoéci stronarm i uwzgledma]ac tozsamos$é
2 B; q™) = 24 (g) = 24,
otrzymamy o : A ‘
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O rozwartoici arytmetycznej, géometrytzweiﬁharmaniéznej zbtoru. 51

czyli (n—2) Aq ‘-.<\,nA,,..1,‘zatem R P A " K
2 2 o ‘
@Qn = IS Ap—; = n—y

ni{n — 1) (n—l)(n--2)

dla n =3, 4, ,zczego wymka teza.

. Granice (5) nazywamy rozwartociq arytmetyczng: zbioru E wzgledem
funkeji ©(p,q)). Rozwartasé o(E,») jest funkcjg nieujemng zbioru. Jest to

funkcja niemalejgea, tj. dla kazdych dwéch zbioréw' E i E pelmajacych
warinek E' 5 E jest o(E’, w) = a(E,0), co Wynlka stad, ze $rednie a,(E,0)

- sg funkcjami niemalejgcymi zbioru na mocy wzoru (4). Doda]my, ze Jeéh ,

- ofp,q) jest odlegloécig zwykls, to rozwartoéé¢ a(E,») nie uleghie zmignie,
gdy zbiér E przesuniemy lub obrécimy w danej przesirzeni, bo §rednie

a(g™) zaleza tylko od wzajemnych odleglosci punktéw zbioru E, a nie .

zalezg od polozema zbioru wzgledem ukladu wspéirzednych.
3. Dwa przykta d y. Obliczymy rozwartos¢ a(E,0) okregu oraz
odcinka w przypadku, gdy w(p,q) |pql. -

Przyktad okrdgu. Niech E bedzie okreglem K o promieniu .
Sredma a(p("’) dla n =2 wyraza 51e ‘wzorem

' a(p‘z’)“ﬁlplpzl —~lp1psl

" i jest najwicksza dla- punktéw p; i p2 zmieniajacych sie na K gdy punk- .

~ ty te sa koncami Srednicy-” okregu, -zatem a(¢®) = 2r, Dla n = 3 mamy . -

.

a(Pm) “—“'(|P1Pz| + |P2Ps| + 1?3?1 s

‘wu:c a(p'®) jest trzeclq czescig obwodu tréjkata wpxsanego w okrag. Ob«-
wod ten jest najwiekszy, gdy trojkat pip2ps jest réwnoboczny;, a wiec
gdy kazdy z jego bokéw ma dlugosé r l/— wobec czego a(q‘*"’) =r ]/" N
Wykazemy, ze ogélme

2r
—1

(6) L a(q"")-—“ _ct‘gi..
2n
Istotnie, gdy 7 = 2 lub 3 wzér ten redukuje
- sie od wzoréw pqprzedmch W przypadku
ogdlnym, - érednia (1) jest. najwieksza, gdy -
punkty Pp1 P2, ...p, sa wierzchotkami n-boku "
foremnego qi g2 .. ¢, Wpisanego w okrag K |
- (rys.. 1), co przyjmujemy bez dowodu. Su-
ma 6 wszystkich bokéw i przekatnych tego
wieloboku. - wychofzacych -z ' wierzchotka g1
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_ wyraza sie wzorem o = Z’Iql ail, a pomewaz
ot

. o et P S ,'_-_: o
{qquluzrsm(k-—l)w k=23...,n
s a=2r (sxn —{~sm2 + +sm('n-1) )

Podstama;ac z = elv do wzoru 1+2z ., -i- z""'1 = (z"———l)/(z—-—l),

1; poréwnu]a‘gc_zes‘m urojone obu stron otrzymamy wzér ogélny - ‘.
I O A 'sin(fie.l)»-g BT
sing tsin2¢ 4 ...+ sin(n— I)QD#Sinhg' ‘S° ) - ‘ .
skad', gdy q? = ni/n,
ro v R ; -
o .\ ‘ Sil‘i(n‘—‘l)?‘ -
sm —l—smz —+ . +sm(n—1)— ——'—J—"-'——'-ctg}—.
: : 2n
e S T 2n
- Lecz suma ' |q,q«| réwna sig polowie n-krotnej sumy o, zatem Ny
VR i<k ' . ‘ , ‘ . L S
a{q(‘n)) — _.__._2*4“_2 = - 2?' ctg i’ ‘ -
' na-1)2 on—1 T2t
a poniewaz - Lo
2r ctgl‘*— c4r on . owf2n e
SR—1 7 2n = n-—1sinz 2n 2n

WIQC clgg (6) dqzy do granicy 4r/sr gdy n— 00, i wobec tego ‘
Rozwartosé arytmetyczna a(K, Ipgl) okregu K o promzomu r wzgle-
, dem funkcyz o(p,q) = Ipal. Wyraza sne wzorem .

™ a(Klpql)=~;

; .
Przyklad odc1nka Nlech zbiér E-. hgdme odcmklem AB o dlu- -
gosci d = ABI. Wykazemy, ze wéwezas uklad ekstremalny-(3) dla n = 2v
sklada sie z v punktéw A.i v punktéw B, natomiast dla 7 = 2v + 1 skladd
-sie z:v punktéw A4, v punktéw. B i z dowolnego puriktu odcinka [AB[.
Istotnie, nieeh i, Qi Q, Beds, punkiami eks(xema\.\xsm odeinka AB
i niech Z14%2, ... &p bedq odleglosciami tych punktéw od punktu’ A Mo~
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[

!zemy zalozyé, ‘ze 0@&1 <re << x, sd Wowczas dlugosé odcmkﬁ
lq,qkl dla j <k wyraza sig wzorem lq,qki- mk—mJ, wobec czego

Slgige = X (xe— ). - 3

o i<k i<k

"W sumie , po’ prawej stronie wspé&rzqdna Ty punb’tu qk wystqpuje
‘W wyrazach .

. xk“xpxk , »-'I'Iz_'xlt-—pxk—i-l*xhxk-l—g—rm -;9xn;—xk o
a wiec jest pomnoZona przez (k—1) —(n—k) = Zka—n—,, zatem
) Ziq;qu—Z(Zk—n—l}m B

i<k

o .. . :kV\;’ PRI
Dla n = 2v prawa strona ma postaé - ¢ g

‘ (2V b 1) SCI (2V —_ 3) 1’2 e - xv + xv—‘-l + 33-'\.-1-2 + +‘(2V = I) x’\l
1 jest najwieksza, gdy o A

x1=x2,:>.-.=x)' =’o’xv+l=“"vw2"=d’ '

" zatem
| Zquqki—(1+3+ +zv—1)a..v=a
: i<k . ,
a wiec i - ) :
I(9) a o) = 2 2d = V.;,,d; '="1 2‘--.';..;'
| '(? ) ’2v(2v——'1)v Coav—1 LT
Natomiast dla n = 2v-+1 prawa strona (8) ma postaé
— 2 L —{(2v — 2):1.'2' ) —2xv—i—0 xv.f1+2x,,.|.z+ +2$z,+1 .
i jest najwiegksza, gdy ' .
' Ty=x,=..=z=0, Tz =...= ot = d,

a wspblrzedna x,_H moze byé dowolna }mzba prze‘dZIal‘u [0,d1. Wtedy
Zlq:qkl =@2+4+...+2Md= v(v + 1)a

j<k
a wiec

, _ 2
10 Ca(grty=_—“4
( ) a(q‘ ) = @1 x(v+1) T 1

vl V=1 2 ...

. Na mocy wzoréw (9) 1 (10) cxgg éredmch {a (q‘”’)} dazy do gramcy d/2, o,

zatem
Rozwartosc a(AB |pal). odemka AB wzgledem funkcyz a)(p,q) Ipal

wyraza sie wzo'rem

an R "a{ATB.‘laéq‘l) — 1|A13|.

4, Rozwartosc geometryczna i harmonxczna Oznax:z-
s ,







