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Zidzistaw Opial
O ruchach izo- i tautochronicznych
Rozwazaé bedziemy réwnanie rézniczkowe

dz
5 = 0@ (1

‘gdzie g{x) oznacza funkcje okreslong i ciagla dla dowolnégo x, dodatnig

dla z ujemnyech i ujemng dla  dodatnich. Réwnanie to mozna traktowad
jako réwnanie ruchu punktu materialnego o masie ]ednostkowe] porusza-
jacego sie po osi z-6w pod wplywem sily zaleznej jedynie od polozenia
punktu i skierowanej stale w kierunku poczatku ukladu. Tego rodzaju
ruchem jest na przyklad dobrze znany ruch harmoniczny opisywany
réwnaniem '

a2

an= —h*x (b — stala rézina od zera) (2)

Wiadomo, ze przy odpowiednich zalozeniach o funkeji g(z) ruch

_ ., opisywany réwnaniem (1) bedzie okresowy. Punkt materialny puszczony

e
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swobodnie w jakim$ punkcie osi 2-6w zacznie poruszaé sie w kierunku
poczatku ukladu; po pewnym czasie 1), przejdzie przez niego z pewni

predkoscia v,, ktéra od tej chwili pod wplywem przydpieszenia niezgodnego

z kierunkiem ruchu zacznie maleé. Przy odpowiednio silnym przyspie-
szeniu przeciwstawiajacym sie ruchowi punkt. po pewnym czasie T, za-

~trzyma sie i natychmiast zacznie si¢ poruszaé w kierunkn poeczatku ukladu,

docierajac do niego z powrotem po czasie T, z predkodcia —v,. Po uplywie
dalszych T, sekund poruszajacy si¢ punkt materialny znajdzie si¢ po-

- nownie w punkeie” wyjsciowym. Tak wiec po uplywie 2(7T,+1T,) sekund

powtorzy si¢ sytuacja wyjéciowa i punkt znowu zacznie przeblegaé opi-
sang juz droge.
Czy z tego, ze w ruchach opisywanych réwnaniami (1) i

P Z—;'%G: f(@)  (f(x) posiada te same wlasnosei, co g(z)) (1"

punkt matérialny .puszczony swobodnie w dowolnym punkeie £ dociera

R R,



S ge odpmedme pola sil #g identyczne, to znaczy Ha) = g{x)3

o . wanymi réwnanjami. typu (1), dla. ktorych okres wahan n;e za.lez;y od‘

do pacastin ukladu po czasie T(8), Jednakvam ala Obn m"héw’ wya

w szczegélnoécl czy Jedynyml ruchami ‘punktu materialnego apisyv

amplitudy, 83 ruchy opisywane r6éwnaniami typu (2)? o
- Pozytywna odpowieds na drugie z tych zagadnien znalezé mozna- na.
przyklad u P. Appella. w ,Traité de mécanique rationnelle® (t. T;rozdz: X).
 Dowéd odpowiedniego twierdzenia jest tam Jedn,ak prowadzony érodkam o
wymagajacymi dodatkowych zatozeni o regnlamoécl funkeji g(m) (mtmeme» .
~ciaglej pochodnej rzedn plerwszego) ,
) W podanym ponizej dowodzie twmrdZema, I zak}&daé bedz,lemy Je-
dynie ciaglosé funkeji g(x) i f(). ' « S
Twierdzenie 1. Jezeli punkt materialny puszczony swobodme w dowol-} Mo
nym punkcie & dociera do poczatku ukladu po casie T(E) mt;zaleéme SR
od tego czy porusza sig wedlug prawa (1) czy (1), to f(x) =g(®). '
Wobec tego, ze przy ruchu wedlug prawa (2) punkt materialny doclera" .
do poczatku ukladu po czasie niezaleznym od polozenia punktu poczatko- o
wego i, na odwrét, dla dowolnego T >0 zawsze moina znaleZé takeg
stala h, aby T(¢) =T, z tmerdzema. pOprzedmego otrzymu]emy na- . -
tychmiast jako Wmosek I
~ Twierdzenie II. Jeieli punkt matemalny PUSZEZONY swobodnie w do- :
wolnym punkeie 08 @-6w poruszajgce si¢ wedlug prawa (1) dociera do\'. oo
punktu x = 0 po czasie niezaleinym od polozenia poozqtkowego, to g(a;) .
= —h*w, gdzie h jest odpowiednio dobrang stalq - ST,
Dowd6d twierdzenia I przeprowadzimy przy zalozenim, Ze. E >0, Dow_\ Lo
wéd w przypadku £ < 0 bylby zupekie analogiczny. . .
Wiadomo, ze czas T'(£), po uplywie ktérego punkt matenainy o magie. -
jednostkowej, puszczony swobodnie w punkeie & poruszajge sie pod}ug_‘
prawa (1) domera do poezs,tku ukladu, wyraza sie nast@pumcym ‘Wzorem. N
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T® —f Va(s) G(z)

.gdzie f G(x)= ——“AZJ“g(u)du S (3)" o
Zal6zmy, ze przy ruchu wedlug prawa ( 1~’,) czas ten jest taki sa,m, ’so zna‘.éi'y *

"

(E) gdme F(m):: —-2ff(u)du. (3’)

Udowodmmy, e F(s) = G(w), skad otrzymamy natychnﬁast, ‘wobee
~ cigglodei funkeji f(x) i g(x): f(x) = g(x). Dla dowodu niewprost zalézmy, -
 ze dla pewnego xz,> 0: G(x,) —F(x,) +# 0. Zauwasmy, ze funkeja G@)~"

“f VE(E)- s) -—If‘(w)




G(ﬁv) F(m) G(wo) F(wo)

f\

f [ VG(El G(w)‘ VF,(‘.E)I—F(w)]@z

I/F E—F(z)— VG(E )dw
V& (&) —G (@) VF (&) —F (o)

Lz tego ostatniego wzoru wynika, ze funkeja F(£)—F (2) — Y G(E) — G()

e nie ‘moze mieé w przedziale (0, &) stale tego samego znaku. Musi za,tem

: d]a 0 <@ < & istnieé choé jeden punkt &, taki, ze

SO VF(&)— F(&)“VG(E) G(&)H 0

'_f;’,to Znaczy '
G(&)—F (&) = G(§)— F(E)—G(-’Do) —F (1,),

: 'co z uwagi na nier6wnosé 0 < & < &, prowadzi do sprzecznosci z okreéle-
: =mem punktu & , ,
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SUMMARY
“On 1s0- and tautochronous motions

" Let us denote by T(%) and 7T,(&) these intervals of tlme, in which
E '-the material point of mass 1, the motion of which is described by the
3 equatlon (1) or (1’) respectively (f(z) and g(x) — continuous and zf(z) < 0,
- wg(x) < 0), starting from the point & with zero initial velocity, reaches
i the origin of coordinates. The author gives an- elementary and simple
R \p;-oof of the fact that from the identity T'(&) = T,(£) follows g(z) = f(z).




