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ZESZYTY NAUKOWE UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO

Zdzistaw Opial
O pewnej wlasnoéci funkcji monotonicznych niesuﬂaowalnych

- Niech f(z) bedzie dowolng funkecjg okreslona, ciagly i malejacy (w sen-
sie szerszym) w przedziale (0, 1], dla ktorej

Ji@dr = +o0  (j2)=0) (1)
0

-Niech F bedzie dowolnym zbiorem mierzalnym w rozpatrywanym prze-

dziale (0, 1]. Oznaczmy przez m(E » 6) miare wspélnej czedei przedziatu
(0, d) i zbioru E. Powstaje pytanie, czy dla kazdego zbioru mierzalnego F
warunek '

m(E,d)

liminf ——1"" - ¢ o (2)
50 0 :
wzglednie warunek
limsup ﬁ(%l@ > 01) (3)
850

pocigga za sobg niesumowalnogé funkeji f(z) takze na zbiorze E, to znaczy
zZwigzek '

Jtwde = + oo ()
J |

Udowadniane ponizej twierdzenie i podany na konicu prosty przyklad
stanowig wiasnie odpowiedZ na ten problem postawiony przez p. prof.
S. Golgba.

Twierdzenie: Jezeli funkeja f(x) ciagla i malejgea w przedziale (0, 1]
spelnia warunek (1), to dla kazdego zbioru E mierzalnego w tym pree-

-dziale, dla kidrego zachodzi nierdwnosé (2) prawdziwy jest 2wiqeek (4).

Dowéd: Wobec nieréwnosei (2) istnieje taka liczba naturalna p > 2;

ze dla kazdego & < 1:

2
>4, 5
m(E,6)>p6 (5)

') Granice te nosza odpowiednio nazwy zewnetrznej dolnej i zewngtrznej gérnej
gestodei zbioru' B w punkeie 0. ‘
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Polézmy 8, = (l)u(n= 0,1,2 ‘3, .} a przez E, oznaczmji wgp:‘&lhaﬂz

-czesé zbioru E i przedzialu [d,4,,8,]. Z uwagi na meréwnoéé (5) ma.myf

dla kazdego dy:
m(E,é,) >

,~e|w

skad, dla kazdego E,: '
B = (B, 80) =B, Bu1) S (B By) = By > .%an_%a,.

cayli 7(B) > o Proyimijmy ya= o, —ytnf@) jest funkejq mie- -

rosngces, przedznal [¥n, nl jest prawg czescig przedzialu [0, 6,,,], a miara
zbioru E, jest wieksza lub réwna dhugosci przedziahu [y, d,], przeto dla
kazdego n: '

Eff(m)dw> S Ha)da | (8

- . : ' On~yn 1 N
Z drugiej strony jest y, < 8, < d,_, oraz Bure by =T} a wiec na

mocy monotonicznodei funkeji f(x) mamy dla » > 1:

[ Op1 .
1 '
f fade>5otsy f f(@)da . (7)
Z nieréwnosci (6) i (7) otrzymujemy zatem
o g1 1 .
1 A 1 _
ff(w)dm—% ff(w)d:v (p;ﬁé%f f(w)dwtm_—l)afﬂw)dw% to0

co nalezato udowodnié.
WykazaliSmy wiee, Ze z nieréwnoseci (2) wynika zwigzek (4). La.two
natomiast pokazad, ze analoglezne twierdzenie dla warunku (3) byloby

nieprawdziwe. ‘
Rzeczywiscie, weimy dowolny cigg liczb dodatnich a, = 1, a, a,,...

zbiezny do zera, i spelniajacy warunek
, 3ap1<a, (n=0,1,2,..) . . (8)
i taki, aby szereg '

oo

P
Wy — 28,

n=1




. by& z’tﬁ:eZny‘ (wysta,rczju na priyklad przyjaé a,_, = (n!)
- okredlmy w nastepujgey sposéb:

Qﬂpe‘ww)w%mwémﬂmkcyzmom&emeznychmumwahﬁyoh 19
~?). Funkeje f(z)

1° fl@) =

1 __ w kazdym z przedzialéw {2a,, anllj;
Op-y— 26y

2° f(x) ciggld i liniowa w kazdym z preedzialéw [a., 2a,] .
Z nieréwnosei (8) wynika, ze dla kazdego n: U — 204y < Gy y—2a,.

 f(x) jest zatem funkcjg ‘nierosngcy. Latwo tez sprawdzié, ze bedzie to

funkcja niesumowalna w przedziale (0, 1]. Rzeczywiscie

~ 1 . 0o Gy-y . o @i ) V
’ W : Rl 1 \ ’

Niech teraz zbiorem E bedzie suma wazystkich przedziatéw [2a,, 3a,]

o0
. to jest E = 2 [2a,, 3a,]. Dla tak okreglonego zbioru F zachodzi nie-
i = ,

r6wnosé (3), mamy bowiem dla dowolnego n:

m(E, 3a,).> a,

& tymezasem catka z funkeji f (2) po zbiorze E jest skonczona, mamy

bowiem

oo 3a, o0

- o o 4,
o ﬁff(a;)dmzz’ff(w)dw:;:m{ ﬁ@mz2an_li2ﬁ@<+w;

n=1 20, n n=1

Tak wigc spelnianie przez zbiér B warunky (3) nie gwarantuje
zwigzku (4). Dodajmy, ie w przypadku, gdyby f(x) nie bylo funkejg
monotoniczng, takie i przy zalozenin (2) warunek (1) nie musiatby po-
ciggad za soba zwigzku (4). : :
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SUMMARY

" The author, in answer to a problem of S. Golab, prdves the following

‘theorent:

If f(z) is a non-increasing, continuous function_défined in the inter-
val (0, 1] satisfying the condition (1), then for each measurable set E of
this interval from the inequality (2) (where m(E, 6) is the measure of

- eommon part of E and (0, 9)) follows the relation (4).

The author shows also by an appropriate exarnple that the analogous
theorem for the inequality (3) is not true.
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