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J. Siciak
Przyklad pewnego rozkladu punktéw ekstremalnych

Niech E bedzie dowolnym zbiorem mniepustym, domknietym i ograni-
czonym na plaszezyinie zespolonej. Oznaczmy przez f(z) funkecje rzeczy-
wisty okredlong i ciggla w zbiorze E, a przez w(z, {) funkeje pary punktow 2
i ¢ zbioru E, dang wzorem

w(z,§) = [g—{le~1Q-10), )

Oznaczmy przez (™ = {{y,(y,..., Lo} uklad w41 punktéw zbioru E,
przez V({™) wyrazenie
vee)y = [] o, w (2)
o<i<k<n .
a przez v,(F, o) maksimum wyrazenia (2) gdy uklad ™ zmienia siec w ¥
i niech
7 = {"'isn)’ "?(ln)a weey 77(,?)} y n=1,2,.. (3)

bedzie takim ukladem n 41 punktéw zbioru E, dla ktérego V({®) =
= (¥, w). Uklad (3) nazywamy wtedy =n-tym ukladem ekstremalnym
zbioru E wzgledem funkeji tworzacej « (Przy ustalonym » ukladow
ekstremalnych moze byé wiecej niz jeden). -

Dowodzi sie, ze istnieje granica

lim [vn(E, 0))]”("%1_5 = o(E, o). ' (4)

n—>00
Granice »(¥, w) nazgywamy rozwartosciq zbioru E wzgledem funkeji co.
Oznaczmy przez FE* zbiér punktéw skupienia wszystkich nkladéw
ekstremalnych (3) (tj. zbiér punktéw skupienia wszystkich ciaggéw {17}53},

gdzie k,, jest dowolna liczba calkowita, spelniajaca nieréwnosdé 0 << &, < n).
Oczywidcie zbiér E* jest domkniety i E* C E. Przy ustalonym E zbior E*
zalezy od funkeji f(z). Z zasady maksimum dla modulu funkeji anali-
tyeznej wynika, ze gdy f(z) = const, to zbiér E* nie moze zawiera¢ punk-
téw wewnetrznych.




F. Lejﬂ zaproponowal, by podaé¢ przyklad takiego zbioru E i takiej
funkeji /(2), aby zbiér E* pokrywal pewien obszar. Celem niniejszej noty
jest wlasnie podanie takiego przykladu.

Mianowicie udowodnie, zZe: « ,
(*) Jezeli E jest kolem 2| < B, B> 0 i f(z) = |¢], to zbidr E* jest kolem
|2| <o, gdeie @ = min(1, R). ‘

Dowdd. Oznaczmy przez @n(z E) kres dolny na]m@kszego Z lloezynéw

2—Cxk

! (k=0 Cf—Ck

k+#7

)eﬂf(cj), 1=0,1,..,n,

gdy przy ustalonych z i » uklad ™ zmienia si¢ w sposéb dowolny w zbio-
rze E. ¥. Leja dowiédl w pracy [1], ze gdy v(E, w) > 0 (co, jak mozna

- dowiedé, zachodzi gdy E jest kotem |z| < R), to na calej plaszczyZnie “

istnieje granica

11m}/d5( E) = Q(z,E}

=00
i ze funkcja @(z, E), zwana funkejq eksiremalnqg odpowiadajacq zbio-
rowi E i funkeji tworzacej o, ma nastepujaee wlasnodei:

log®(z, B) < f(z) dla zeE; (5)
log®(z, E) = f(?) dla z ¢ E*; ' (6)
log®(z, E) = minf(z) dla wszelkich z; (7)

. zeE ’

(8) log®(z, E) jest funkejy ciagla na calej plaszezyzZnie otwartej, harmo-
niczng poza E* z wyjatkiem punktu z = oo, w ktérym ma biegun rzedu 1;

(9) Jezeli E, jest zbiorem domknigtym, E, C E, o rozwartosci v(E,, w) > 0,
to dla 2z &+ oo

log®(z, E)—log®(z, E;) <0

A priori zbiér E* moze zaleze¢ od wyboru ukladéw ekstremalnych (3),
dla »n=1,2,... Oznaczmy przez &* zbiér bedacy suma wszystkich
zbior6w E*, odpowiadajacych réznym ciagom ukladéw ekstremalnych (3).
Z pracy [1] wynika, ze wartodci funkeji log®(z, E) nie zalezs od E*.
Dzigki temu w wypowiedzi wlasnodei (5), (6), (7), (8) i (9) zbiér E* mozna
wszedzie zastapié zbiorem &*. |

Udowodnimy najpierw, ze twierdzenie (*) jest prawdziwe, gdy zasta-
pimy w nim zbiér E* zbiorem &*, a nastepnie, ze E* = &*.




Pmy;;wamwmkmwm ckatromalnyoh

B Za.uwa.zmy, Ze ze Wzgledu na symetnq z‘moru E jezeh uklad (3) ]est )
: ;ukia,dem ekstremalnym, to uklad

n(ﬂ) — {eup ,7(%) et 77(") giw y’(“)} - (10) ‘

gdzie ¢ jest dowoln@ llczbay rzeczymsta, jest tez ukladem ekstremalnym
zbioru F ze wzgledu na funkeje tworzaca w(z,{)= |¢— —,le~t¢-Kkl. Z po-
wysszej uwagi wynika, Ze zbiér &* jest albo ]ednym punktem z=0,
" albo sumg pewnyechi okregéw koncentryecznych o §rodku w punkeie z = 0,
zawartych w kole E. Zbiér &* nie moze jednak redukowaé si¢ do jednego
‘punktu z = 0. Wtedy bowiem funkeja log®(z, E) osiggataby swe minimum
w punkcie z — 0, bedgc w otoczeniu tego punktu harmoniczng i niestats,
co jest niemozliwe. -
4 Niech ¢ oznacza promien najwiekszego z tych okregéw koncentryecz- .
~ nych o §rodkn w punkeie z = 0, ktére naleza do &*. Poniewaz &* nie moze
. redukowaé sie do jednego tylko punktu z =0, wigc o> 0. Stad za$, Ze
&* C B, gdzie E jest kolem |z| <
~ Wykaze, ze &* jest kolem |z| < p. Przypusémy bowiem, Ze 1stme]e '
punkt z,, [2,| < @, 2o € &*. Oznaczmy przez A najwiekszy obszar zawiera-
jacy w swoim wnetrzu punkt 2, i rozlaczny ze zbiorem &*. Poniewaz &*
jest sumg pewnych okregéw koncentryeznych o srodkn w punkecie z = 0,
wiec obszar A musi byé

1. albo kolem [z <7 < g;
2. albo pierdcieniem 0 < |z| <7 < 0;
3. albo pierfcieniem 0 < r, < [2| <7, < .

W przypadku 1. funkcja log®(z, E) bylaby wedlug (8) harmoniczna
‘dla |2| < r, na podstawie (6) log®(z, B)=r dla |2|=r, a wedlug (5)
i (7) log®(0, Ey= 0. Jest to jednak niemozliwe ze wzgledu na zasade
minimum dla funkeji harmonieznych. Przypadek 2. sprowadza si¢ do 1.,
poniewaz w punkcie z — 0 funkeja log®(z, E) miataby osobliwosé usuwalng
i log®(0, E) = 0. W przypadku 3. funkcja log®(z, E) bylaby harmo-
niczna w piercienin r, < |2| <7, i przyjmowalaby na brzegu || =1,
wartosé logd(z, B) =r,, na brzegu |z|=r, wartos¢ log®@(z, E)=r,.
Na brzegu danego pier§cienia log®(z, F) ma te same wartosci co funkeja
podharmoniczna f(2) = |2| Zatem musi by¢.

log®(z, B) > | , 'dla r,<']z3<r2. (11)

Nleréwnoécl (11) i (5) daja W rozwazanym pierécieniu r6wnosé log®@(z, E) =

= |2, co jest jednak niemozliwe, bo funkeja log®(z, E) jest harmoniczna
w danym pieréclemu, a funkc;a |#] nie. Rzeczywidcie wige &* jest kolem
2l < e
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Wobec (6) dla ze&* mamy logq)(z, E) = |z|. W szczegélnodei dla
2| = o, log®(z, E) = p. Funkeje log®(z, E) i (logl—:~l
W pierscienin nieograniczonym o < 2| < oo i maja na okregu |z| = g te
samg wartosé. Obie maja biegun jednokrotny w punkecie 2 = co i obie
2]
. e
wiee w punkeie 2 = co 0s0bliwogé usuwalng, a na okregu 2| = o przyj-
muje warto$é zero. Musi wiec ona byé, na zasadzie maksimum dla funkeji
harmonicznych, dla |2| > ¢ identyeznie réwna zero. Zatem

-+ g) 83 harmbﬁiczne

83 ciggle w pierdcieniu o < |2/ < co. Réznica log®(z, B)—log “! { o ma

log®(z, E) = 2| N gdy |2/ <o (12)
log"lte, gdy sl>e.

Niech FE, oznacza okrag |z| =, gdzie 0 <r < R. Poniewas zbiér
- punktéw skupienia ukladéw ekstremalnych zbioru FE, wzgledem o po-
krywa si¢ z E,, wiec -

log®(z, By — 1"

<
R (13)
z .
'log%—kr, dla 2] >r.

Dzieki (9) dla wszelkich 2 mamy nieréwnogé
log®(z, B)~log®(z, E,) <0 )

wige wedlug (12) i (13)

12

e

2]

log +9—(log7+r) <0, da |2]>max(g,r).

Zatem log% +o— (log; + r) < 0, czyli

¢
69>

=

, dla 0<r<R. (14)

Poniewaz funkeja g(r) :eir osiaga maksimum dla r — 1, przy czym dla

0 <7 <1 jest rosnaca, a dla » > 1 jest malejaca, wiee z nieré6wnogei (14)
wynika, ze ¢= R, gdy R <1, oraz ¢=1, gdy R > 1. Zatem zbiér &*
jest kolem |z| < o, gdzie ¢ = min(1, R).

Wykaze teraz, ze &* — E*. W Przeciwnym razie w zbiorze &* istnialtby
punkt 2,, ktéry nie nalezatby do zbioru E* wraz z pewnym swym otocze-
niem. Funkcja log®(z, E) bylaby w tym otoczeniu harmoniczna i réwno-
czesnie réwna |2}, co jest jednak niemozliwe, c. b. d. o.
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Uwaga. Jezeli D jest obszarem domknietym zawartym w kole 2] < o,
¢=min(1, B) i D* oznacza zbiér punktéw skupienia ukladéw ekstre-
‘malnych zbioru D wzgledem funkeji tworzacej w(z, () = lz—Cle—tl- 1l
to D* = D. Istotnie, na podstawie (9) |¢| = log®(z, E) <log®(z, D),
~dla z € D. Na podstawie (5) log®(z, D) < |2], dla z € D. Eaczac obie ostatnie
‘nieré6wnogei mamy w zbiorze D log®(z, D) = |z|. Zatem, poniewaz funkeja
log®(z, D) nie jest w obszarze D harmoniczna, musi byé na podstawie (8)
D* = D, '
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SUMMARY

- Let E be a compact set of points of complex domain, f(z) — real con-
tinuous function given in E and w(2, {) — function of pairs of points
z and { of the set I given by

(2, () = le—Lle @10

Let us denote by (™ a system of n+1 points ¢, {,, ..., &, of the set B
and by V,(E) the maximum of the product

vy = [ o,

0<i<k<n
if the system (™ changes in the set E. Let
7™ = {p, g, ., 7", w=1,2,..,
be sucil a system of points of the set B that ¥V (y®) = Vu(E) and E*— set

of the limit points of the triangular sequence MY, n=1,2,.., k=
= 0,1, ..., n. For a given F the set E* is determined by the function f(z).
It is known that if f(z) = const., then E* contains no interior points.

I prove that if F is the circle |2l <R, R> 0 and f(z) = |z| then E*
is a circle [¢| = o, where g — min(1, R).
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