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’ Marek Kuczma
O réwnaniu funkeyjuym g(x+ 1)—g(x)=gp (x)

- Przedmiotem tej pracy bedzie réwnanie fuﬁkcyjne:
g(@+1)=g(x) = ¢(x) _ (1)

gdzie g(z) oznacza funkcje szukang, za$ ¢(z) funkcje dang. Wykaze, ze
-przy pewnych zalozeniach o funkeji ¢(x), réwnanie (1) posiada dokladnie
jedno rozwigzanie wypukle z dokladnodcig do stalej addytywnej (twier-
dzenie (I)), a nastepnie pewne twierdzenia o regularnodei rozwigzan
{twierdzenia (II) i (II1) !). Dla ¢(z) = Inz réwnanie to (wraz z wypuklodeig,
funkeji g(z)) stanowié moze definicje funkeji I Bulera (por. np. [1]).

Na wstepie przypomne definicje i podstawowe wlasnosei funkeji wy-
puklych: - :

Funkeje f(x) nazywamy wypukle w (a, b), jezeli dla kasdych x,, x,  (a, b)
i dla kazdego A€ (0, 1) spelnia nierdwnodé:

f(kﬁ“i‘ (1‘"1)%) < M (@) +(1—A)f(my) .

Funkeje f(x) nazywamy wkleslq, jeieli spelnia nieréwnodé przeciwng 2).
Bede w dalszym ciggu korzystal z nastepujacych wlasnogei funkeji
wypuklych (wklestych) 3): :
1; Jezeli f(x) jest wypukia, to —~f(x) jest wklesta i na odwrét. -
' 2; Graniea ciagu zbieznego funkeji wypuklych (wklestych) jest funkcjg
 wypukla (wklesls,). -

. 1) Twierdzenia (I), (II), oraz (I1I) sa zawarte w wynikach Krulla [3]. Jednakze
ﬁo'wody moje, ktére podalem nie znajae pracy Krulla, odznaczaja sie jasng mysla geome-
tryczng. Ponadto u Krulla nie ma przykladu, ktéry podaje na konecu tej pracy.

%) Niektérzy autorzy definiujg tunkeje wypukla przez nieréwnosé:

/ (w; %) < f(m’p;ﬂw.) .

- Definicje te 84 réwnowasne pod zalozeniem ciagloéei funkeji f(x). Dowodzi sig, ze funkcja
wypdkla i mierzalna jest ciagta. Por. np. [4], [2].
*) Dewody tych wlasnosei znajdujg sie w [13, [2].
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3; Jezeli f(x) jest wypukla (wklesta), to albo jest malejgca 1) (rosnaea),

albo istnieje punkt x, taki, ze f(x) jest silnie rosngca (malejgca) dla

xr > -’Bot . .

4: Jezeli. f(x) jest wypukla (wklesla), to funkcje:
A xX)—Jj(x

Zo

fulw) = 1T D= 1(20)
83 rosngce (malejgce).

5; Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by f(x) klasy C® byla
wypukla (wklesla), jest by f'(z) byla rosnaca (malejaca).

6; Warunkiem koniecznym i wystarczajacym by f(x) klasy C® byla
wypukla (wklesta) jest, by f’(x) byla nieujemna (niedodatnia).
Wykaze teraz twierdzenie: : '
Twierdzenie (I). Jezeli p(x) jest funkcja wklesta w przedziale (0, oo),

spetniajaca warunek: ' ' ' '

lim [p(n+1)~p(n)] = 0 (2)

to istnieje dokladnie jedna funkcja wypukta g(x), spelniajqca dla x> 0
rownanie (1) © prayjmujace zadang wartosé dla x = 1.

Lemmat I: ¢(x) jest funkcja rosnqeq.

Dowod: Poniewaz g(x) jest wklesta, albo jest rosngca, albo istnieje
punkt z, taki, ze ¢(x) jest silnie malejaca w (x,, co). Iloraz réznicowy
ﬁ@ill)f_‘ﬂ@ jest malejacy, oraz zmierza do zera. Musi wige byé
pn+1)—@(n) =0, czyli p(n+1) = ¢(n). Zatem musi zachodzié¢ pierwszy
wypadek, co dowodzi lematu. ’

Dowdéd twierdzenia: Zalozmy, ze funkeja wypukla g(z) spelnia réwna-

nie (1), oraz g(1) = y,. Wobec wypuklodei g(x) mamy dla 0 < 2 < 1 i dla
n>1: '

gin)—g(n—1) gn+a)—gn) _gn+1)-gn)
1 = x = 1 '

Stad -
zlg(n)—g(r—1)] < g(n +2)—g(n) < xlg(n+1)—g(n)]
czyli

ep(n—1) < g(n+x)—g(n) < 2p(n) .
1) 'BQdQ tu uzjwal terminéw: funkeja rosnaca, malejaca, w sensie: stabo ro8NgCa,
stabo malejaca.
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Dalej:

gn+ 2)—g(n) = g(n +)—g(@) +g(2) —g(n)+g(1)—g(1) =

gdzie:

Mamy wiec:

=1

= th(m+k +g(w)—{yo+2¢(k )

—1

n-—-1

gnie) L yo— (@) +ap(n)— Y [p(@+ k) —p(k)] .
: k=1

gn(@) —xlp(n) —p(n—1)] < g(2) < gal@) .

= g(@)+ (@) —Yo+ Z [p (@ + k) — @ (k)] = g () + 29 (n)— gn()
k=1

(3)

Zatem kazde rozwigzanie rownania (1), spelmiajace zadane warunki,
musi byé w przedziale (0, 1] granicg ciagu g.(x). Poniewaz funkeja g(x),
spelniajaca (1), jest jednoznacznie wyznaczona przez swoje wartosci w prze-
dziale (0, 1}, mamy stad jednoznacznos¢ rozwigzania.

Wykaze teraz, ze ciag gn(«) jest zbiezny. Mamy:

9a() = Yo—p (@) +m¢(%)—2[tp (1 + )~ p (k)] =
= 4o (@) [Z“” 220 fpm)—p(1))] =
=yow¢(m)+w¢u>—w2["”"‘*‘2" o) (k) =p®]
R k<1 ’
Polézmy:
- e apntz)—pn) enrt+l)—-pn)
mF) = x 1 '
Wowezas:

Wystarczy wykazaé, ze szereg D u.(x) jest zbiezny. Jak widad, jest
n=1 .

n—1

Gul@) = Yo—p(2) +2p(1)—3 > usl®) .
k=1

Ua(®) = 0. Wetmy 0 < < 1, oraz n > 1;
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Jest (por. rys. 1):
g(n+a)—g(n) _ 5P
’

€T .
Ora-z .
- skad

Un(@) = |CF| .

Oznaczmy a |CQl. Jest, jak. widaé, u,(z) < a,.
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Rys. 1
Dalej:
¢, = |0G| = |BG|—|E0|,
|BG| = |DB| = ¢(n)—¢p(n—1), ,
|EO| = g(n+1)—g(n).
Stad |[EC| = ¢ -
@y = 2¢(n)~@(n-+1)—p(n—1), (4)
- =2

2= I =P o) —p(1+1) g p(2)~p (1) . -
=2 :

H==2

(>3 o0 -
Zatem szereg ' a, jest zbieiny, a wiec i szereg ) u,(x) jest bezwzgled- -
n=j . '
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nie i Jednostajme ‘gbiezny w (0, 1] Zatem i ciag g,,(m) ]est Jednoxtajme
zbiezny w (0, 1].
~ Po prostych rachunkach otrzymujemy:

‘ 9@ +1)—gu(®) = @ (@) +@(n) —@(n+2), (8)
czyli : ‘
Iu(@+1) = gu(®) + (@) +p(n) —p(n ta). (6)

Wobee (2) i monotomcznoécl (p(m) jest

ggg[qn(n)—_w(nwn =0 (7)

przy czym zbieznosé jest miemal jednostajna w (0, co). Z (6) wynika za-
tem, ze ciag g.(x) jest zbiezny niemal jednostajnie w (0, co). Wykaze,
28 g(w) = limg,(x) jest szukanym rozwigzaniem réwnania (1). Istotnie,
z (3) wynika, ze funkcje g,(x) sa wypukle, zatem i g(z) jest funkeja wy-
pukiy. Z (5) i (7) wynika, ze g(x) spelnia réwnanie (1). Wreszcie, g,(1) = ¥,
dla kazdego m, skad g(1) = y,. To kotiezy dowéd.

Twierdzenie (II). Jeteli ¢(x) spelnia zalotenia twierdzenia (I) oraz jest
- klasy O™, to funkcja g(x) = limgy(x) jest réwniez klasy CW, oraz zachodzi
awiqeek:

g'(@) = —g'(@) +p(1) - le'(nw)-— (p(n+1)—g(n)] . (8)
n=1
Dowdéd: Wystarczy wykazad, ze U (x) = Lun(w) jest klasy C® . Funkcje

pn+a)—@(n) @n+1)—p(1)
x -1

Un(2) =

sg klasy C® w (0, co). Mamy

zp'(n+x)—[p(n+x)—@(n)]
wZ

Un() =

p(n+2)—g(n) _

Bui(a) = ¢/ (n+a)— PFD ¥'(n+ o) [p(n-+1)— p(n)]— unle) .

Polézmy ‘ :
o) L o' (n +3)—[p(n+1) —p(n)] .
Zatem ’

LUn(Z) = V(X)) ~ Un(x) .

Wystarczy wykazaé, ze szereg D v,(w) jest niemal jednostajnie z‘bieZny

n=1"
w (0, o). S i
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I

Niech bedzie » > 1. Jest ,
‘ ¢'(n+x) < @'(n),

gdyz ¢(x) jest wklesta.
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« ‘ ' Rys. 2
: Z kolei
g'(n) < p(n)—gn—1)
(por. rys. 2.). Stad
¢'(n+a) <p(n)—e(n—1).
N Zatem :
oa(7) < @(n) —p(n—1)~[pn+1)—g(R)] = @n.
7 drugiej strony ‘
¢'(ntx) = ¢'(n+E+1)

gdzie E == E(x) oznacza czesé calkowity liezby 2. Dalej

¢'n+E+1)>gn+E+2)—p(n+E+1)
(por. rys. 3.). Zatem

(@) = o +E+2)—pn+E+1) —[pn+1)—p®)]=
= Ap(n+E+1)—Adgp(n) =
= Ap(n+E+1)—Adp(n+E)+ Ap(n +B)—...—
— Ap(n+1)+ dp(n +1)—dp(n) = —@piB41— Ot E— oo~ Oni1y
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gdzie dg(z) = ¢(x+1)—p(z). : | L
' Stad : é
. E+1

Un = Vp() > — 2 An ke
. ' k=1

co dowodzi, ze szereg D v,(w) jest niemal jednostajnie zbiezny w (0, oco)
: - n=1 . .
i funkcja g(z) jest klasy O, : o ]

Rys. 3

‘Rézniczkujac, otrzymujemy: : ‘ ‘ "i
9(2) = —¢'(@) + (1)~ U(x) -z U'(x), ' '

9@ = =¢'(@) +-p(1) — Yuale)— Sous(a),

) oo ) L »
9'(@) = —¢'@) +o1) = D u(@)— Y vu@)+ 3 unlw)
: . : =1 =1 . =1 i
i ostatecznie " " "
‘ s . Coa A .
g'@) = —¢'@)+o1)= D'’ (n +2)— (pn+1)—pm))] .
' n=1 . . ’
Twierdzenie (IIN). Jeieli ¢(z) spelnia zaloienia twierdzenia (I) - oraz ‘
jest klasy C®, p> 1, a nadto ¢®(x) jest monotonicena dla dostatecemie i
duzych @, to g(w) = limg,(x) jest réwnies klasy C®, oraz zachodeq zwigzki:

(=]

§9(x) = —p®(@)— X g®(n+ta) k=2,..,p. (9)
B n=1
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