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§1. Tematem niniejszej pracy sg pewne Wlaénoéci funkeji:
X nr x>1 |
il ) 1
e p=20,1, @

'n=1

_Sp(w) =

ankc‘]e S,,(m) 83 regularne dla z>1. W tym paragraﬁe ogra.mczymy sie
.do rozpatrywania funkeji Sy(z) dla p > 1.
Na funkeje 8,(xr) mozna podaé wzory rekuren‘cyjne:

81(50),-1@7
‘ . ‘ p—1 ' . . :
e-D8@ = Y F)%@+; 5 =23,

k=1
‘Wiory te otrzymujemy z 'tonamoééi:
n—1)+1 J
54(0) = 2 ln—) 1P
: n=1 ) ‘
Inny wzér rekurencyjny otrzymujemy rézhiczkujqc szereg (1):
Spii(@) = —o85(@) o (2)

- Wreszcie trzeci wzdér, Wyprowadzdny przez p. D. Brydaka'

o S‘p‘(em) = (;1)3’_(11 1

0
dw”(e“"hl) w>

1y Fragmenfy referatu wygloszonego na Ogélnopolskmj Sesji- Na.ukowe] Studenckich
62 Naukowych Matematykow w Krakowie (8—10 III 1§56 r.). ,
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otriymujemy réfmiczkuj@c ‘p-krotnie tozsamosé:

P =

n=1

Wykaz¢ teraz twierdzenie: , _
Twierdzenie I: Istniejq liceby ap (p =1,2,..; i =1,2,..p) takie, e

Sp(z) ==, - (3)
m..._

Dowéd: Dowéd poprowadzimy indukcyjnie. Dla p == 1 mamy
@
S]_(a)) = (.HG—U—“—].)Z .

Wystarczy polozyc Ay = 1.
- Zakladam prawdzmoéé wzoru (3) dla p. Wobec (2) mamy:

T , Zam:v@
SP+1(w) z —-’L'S;)(iv) == —W£ (;——1)p+1

Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy:

»
appmp+1 +zé; [(p—i+ 2)Opi—1 4 10pi ] 7 + Ay

Bp1() = (z—1)P**
-Kladge:
COpripi1 = pp
Apt11 = 0p
Upyrs = (P—i+2)aps 1 +i0y t=2,...p
otrzymujemy
. , P+l
; pi1,i T
Spii(®) = W

co nalezalo Wykazajé;
Na liczby a,; otrzymaliSmy wzory rekurencyjne:

am, == am - 1

Upi = (P—i21)@p 1 1+90p_1; G=2,..p—1%
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Z Wlasnoéci liczb a,; 23.uwaz'my nastepujace:

1. ay s liczbami naturalnymi.
2.'dpi== App—it+1 +

3. Z g = p! )
Proste dowody indykeyjne pemijam.

Liczby ap; tworza tréjkat, analogiczny do tréjkata Pascala. Oto jego

poczgtek: ]
: 1
1 1
1 4 1
1 11 1 1
1 26 66 26 1
1 57 302 302 57 1

................

§ 2. Uzupelnijmy ciag {S,(@)} funkeja Sy(2) = ¥ = 2. Podsta-

wowe znaczenie dla dalszych rozwazan ma twierdzenie:

Twierdzenie II: Istnieje granica:
P /Sp(@) 1

pl_u>n.,° p! Inz

Lemmat. Jezeli funkeja f(x), nieujemna i Meroanca dla © > 1, spelnia

dla kaédego t > 0 nierdwnosei:
X .
f(m)g_? dla > e

f(w)z% dla x < et

to f(x) = l_lll—ac .

Dowéd (niewprost). Zalézmy, ze réwnosé nie zachodzi w punkcie z,.

Niéch bedzie np. f(x,) > —1— Polézmy:
. : Inz,

1

b=

1
Inz, -

1 J(#9) ~
Inz, + 2

Ooraz
03'1 =, 6‘1 .
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A

7 nieréwnosci (4) wynika, zZe f(@) S’% dla z > @,, zatem W szczégéli;léégﬁi.' '

f(z) = E“< f(zo)
o :
co byé nie moze. | .

W przypadku f(zy) < 11—11.70' dowod przebiega apalogicznie.

. : _

" Dowodd twierdzenia: Polézmy: ’

f(r) = lim supl/gﬂ(‘m—)..

p->00 g p: _

-~ Funkeja f(x) jest, podobnie jak i funkcje Sp(z), nieujemnsa i nierosngca ’

dla z > 1. Wykaze, ze funkcja f(x) gpelnis nieréwnosei (4). E
Szereg o wyrazach dodatnich: ”

oo | oo » D -
\ t'n ) B

E E 7 p! t>0,2>1
p=0 n=1 . o

jest na podstawie twierdzenia o zmianie porzadku sumowania w sgere-"
gach podwdjnych bezwzglednie zbieznych ') réwnoczednie zbiezny lub
rozbiezny z szeregiem: ‘ '

o) ) _ oo i
: t*n ent .
E 'n” _ N s 0,100
f wn\p! i
~ n=1 p=0 : n=1 o

0 omt : ' '_ o I
Szereg % jest zbiezny dla >'el, zaé rozbiezny dla ‘@< ¢, Zatem
n=1 .

i szereg:

o0 o0 o] ‘
P n? 11
2 2 i ,,Z, s @

p=0 n=1

1 be.'y Sierpinski W., Drzialania m',eskbfﬁc'zqm, 1948, ce. II, sti'. 101.
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jest’ zbiezny dla o> e‘ a8 rozblezny dla o < e' Stad, na podstawie kry- -
o termm Ca,uchy’ego zbieznodci szeregéw. o o R

;o hmsup l/ S”(m) =1 dlaz>e
p—>00 p! o

. >/ o Sp(®) '
limsup P ; =21 daz<e,
P—>00 .

ezyli R ,
< (@) s% dla 7> e

f_(w)z% dla z<et, .

Stad na podsta.me lemmatu f(x) = Tla} .

Dla dowodu twierdzenia Wystarczy Wykaza,é ze
.. P/ (@ . 1
liminf]y/ =220 5 _—_ |

. , 23>0 ¥ P! 2lna';
Pol6zmy 1)

Tp() = D w?e™ y>0. -
) n=1 ' ' . .

Oczywistym jest oszacowanie: : _ Y

v
’

gly -

oo <[ ¥

gdzie [a] OZﬁacza czesé calkowity (entier) liczby a. Stad:

B, 2
[y

skad, 'Wobec :

l) Te ezqsé dowodu za.wdmeczam p. A Pelczynsklemu z Warszawy. P. Pelezynskj

P—>x

‘~ wykata} réwniez przez szacowame, Ze limsup l/%< Iz jednakie .dowéd opierat

- 8ig na ba,rdzo imudnych mehunkach

T
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oraz
D
lim p_’" =e
p—>00 y
jest
liminf i”/_l:,iyﬂ = 1 .
p—>00 pl Ty
Kladae y = Inz otrzymujemy ~
limint )/ 5@ - L
e p! lng -
co dowodzi twierdzenia. ‘
. o Sp(x) . -
Whiosek: Szereg D - jest zbiesny dla ©> ®,.

p=0 Sp{®o)

. P /8(w) . i’/S’ @2/ p! Inz -
Dowéd: lim Pl = 1i 4 =<1 dla 2> x,.
v p—>00 Sp(wn) p—I>noo ’p! Sp(.’b"o) Inz } 0

§ 3. Zajmiemy si¢ teraz szeregami postaci Y upSy(x), gdzie uy sa liez-
p=0
bami rzeczywistymi. Wykaze twierdzenie:
Twierdzenie IIL. Jezeli szereg

D unSil(@) e

jest zbiegny dla x = x,, 10 jest bezwzglednie zbieiny dla @ > Ty i jednostajnie
zbiesny dla ® = 24+ h, gdeie h jest dowolng liczba dodatniq.
Dowéd: Wobec zbieznofci szeregu (5) w punkeie «, jest lim lu, Sp(@e)| = 0,
' } p—>00 .
wiee tym bardziej |uySp(®,)! < M. Dalej: ‘
’ Sylx) Sp()
S, ()| = |upSp(@o)| ot~ < M-
I o :D( H I ¥4 .’p( O)ISp(wo) .Sp(wo)

co dowodzi bezwiglednej zbieznodei szeregu (5) dla w>.w0.
Zbieznosé jednostajna dla @ = x,+h wynika z nieré6wnosei:

upSp(@)| < [upSp(@o+h)|  dla @ =z Zo+h.

7 udowodnionego twierdzenia wynika, ze albo szereg (5) jest rozbiezny
dla wszystkich , albo istnieje punkt Z taki, ze szereg (5) jest zbiezny -
bezwzglednie dla x> 7, zas rozbieiny dla & <Z. Wykaze twierdzenie:

. -
Twierdzenie IV: Szereg (5) jest bezwzglednie zbieiny dla © > imew Vit

P
z o i ]
za$é rozbietny dla x < eimewViuylp!
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S
= lim ]/S—”(fv)x
y

Dowéd: liinsup V Jtp Sp(@)] = lim sup

limsup ]/ upip'

xlimsup /fuy|p! = ===

Zatem

» /5@
pr [ol?

D
limsup ]’7|up Sp(@) <1 dla x> ™= Viuglpt

p—
limsup { JupSy(#)] >1  dla o < ™ Viuglp!

. ~co dowodzi twierdzenia

- § 4. N1ech bedzie dana funkc]a catkowita f(t) =£0. Wykaza. twier-
dzenie:
Twierdzenie V: Jeseli f™(0) 20 (n=1,2,..), to

. limsup ;/ﬂn) (0) = Inlimsup }/f(n)

n—>>00 n—>00

Dowéd: Utwoérzmy szereg:

2 p Sp(T) (6)

(p)
. gdzie u, —u-(—})- = 0. Na podstawie twierdzenia o zmianie porzadku

sumowania Jest on réwnoczesnie zbiezny lub rozbiezny z szeregiem:

Z OE \ (7)

n=1

Szereg (6) jest zbiezny dla x > elimsuw '/f‘”’(‘”i zaé szereg (7) dla x>
> limsup }/f(n). Jezeli jedna z powyiszych granic jest nieskoficzona,
to oba szeregi (6) i (7) sa rozbiezne dla wszystkich x i druga granica tez
‘musi byé nieskoriczona. Jezeli za$ szeregi (6) i (7) sa zbiezne w jakimsg
punkcie, to obie granice sg skornczone i zachodzi réwnodé: .

n

elimsup '/W = lim sup ]n/m

skad po zlogarytmowaniu otrzymujemy teze.

Jezeli f™(0) nie sa stalego znaku, twierdzenie jest nieprawdziwe.
Na przyklad, dla f(¢) = sint mamy limsup J/[f™(0)[=1, lnhmsup]/]f ()] <0.

Moina jednak wykazaé twierdzenie:







