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J. Gorski

Zastosowanie metody punktéw ekstremalnych do rozwigzania za-
gadnienia Dirichleta dla obszaru dwuspdjnego na plaszczyznie

- Niech D bedzie obszarem plaskim, ograniczonym, dwuspéjnym, kt6-
rego brzeg zewnetrzny E, jest jednoczesnie brzegiem obszarn zawiera-
jacego punkt z = oo, brzeg wewnetrzny E, jest zarazem brzegiem jedno-
spjnego obszaru 4 stanowiacego wnetrze zbioru E, '). Oznaczmy przez f(z)
funkeje rzeczywisty i ciggly okreslong na brzegu E = E, +FE, i niech 1> 0
bedzie parametrem rzeezywistym. '

- Przy pomocy metody punktéw ekstremalnych F. Leji rozwigzano
problem Dirichleta dla obszaru jednospéjnego (por. [1] i [2]). Celem
niniejszej noty jest podanie rozwigzania tego zagadnienia w przypadku
obszaru dwuspdjnego D okreslonego wyzej.

Korzysta¢ bede z nastepujacego twierdzenia M. W. Kieldysza
(patrz [3)): '

Kazda funkeja rzeczywista i ciggla, okreslona na brzegu E obszaru D
opisanego wyzej daje sie na E przyblizaé jednostajnie przez funkeje har-
moniczne okreélone w obszarach zawierajacych domkniecie obszaru D,
tj.. do kazdej liezby o,, > 0 istnieje taki obszar D,,C D i funkeja H,,(2)
harmoniczna w D, tak, ze dla kazdego z ¢ £ zachodzi nierdwnosé

/(&) = Hun(2)| < & . (1)

Niech Vy(2) bedzie funkeja harmoniczng w obszarze D,, sprzeions
z Hy,(z). Oznaczmy przez a,, wartosé o jaka zmienia sie funkeja V,(z)
przy jednym okrazeniu wewnetrznego brzegu E, obszaru D w kierunku
dodatnim, wéwczas funkeja : '

. a
Gn(2) = H,(2) + iV pu(2) — ﬁlog(z—zo) ,

gdzie z, oznacza dowolnie ustalony punkt obszaru A, jest w D, funkeja
jednoznaczng. Z twierdzenia Runge’go o przyblizaniu funkeji analitycznych

- ‘1) Takie zbiory jak E, i K, nazywamy krzywymi Schoenfliessa.
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przez funkcje- Wymierné wynika, ze dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje
taka funke]a. Wylmerna Ryp(2), ze dla. ze E jest

e "'(5) ‘ (z)|< & .

.

Ale jak latwo widaé zachodzi nier6wnogé ‘

N |
|e%n? —Rn(2)| = |6z —2o| = — |R

Dla dowolnej liczby &’ > 0 mozna wige dobraé ¢ tak male, aby przy-
jawszy ;;;’; = a, zachodzila nieréwnosé

"

!eHm(z)* I — 2o ]| Bon z)” < 8_ ' (2

Z nieréwnofci (1) wymka, ze dla kazdego 2 ¢ F i dostatecznie malego Om
jest

lef(z) m(z)l << 2 . . ‘ . (3)

Z nieréwnodcei (2) i (3) wynika nieréwnoéé

:

Iei(z)_ |z,—zo|¢mlRm(z)|i'-< ¢ dlazeE

czyli ,
'@ — & < Jo—zo["™|Rufe)| < "+ ¢ dla z€E.

. . .. . s i W"m(z) /
Poniewaz jak to wynika z twierdzenia Runge’go R,(2) = ( )1.»’

- . 2—2,
gdzie Wy (2) jest wielomiahem stopnia k,, [,, — liczba naturalng, zatem
meréwnoéc POWYZs8z§ mozna napisaé w. nastepu]a_.ce] postaci

rr ’ka( )l "
M. " < <e e, zeE

[z — zo[l'"_“"'

lub, co bedzie wygodniejsze w dalszych rozwazaniach, wyrazié ]a w na-
stepujacy sposéb:

do kazdej liczby # = §> 0 moZna. dobraé taka liczbe 7, = Il,—a,
oraz taki wielomian W; (2) i taks liczbe 6> 0, ze dla kazdego o> 0,
1<ex1 +6 i dla 2 ¢ E zachodzi merownoéé

| Wi, (2)]

eelt@)—n) < 1 m 7
‘ |z — zof m

< eelf@+n (4)




Nioch 1) p(e) = (e, ¢) — (220
‘Oznaczmy przez (M = {{y, &y, oy Cn} dowolny ukla.d n+1 punktéw ri-
nych zbioru B a proes Lz, C‘“’) wielomian :

(e —lx)
(&i—Cx)”

C k=0
k¥7

Wiadomo (por. [4]), ze ciag funkeji {}/F,(z, B, 3f, p)} gdzie

tmep {Ip(lz)[ Z IL@)(Z c(n))f’(c )nenal(’z’j}

Fu(z, E, if, p) =

zmierza na catej plaszezyznie otwartej poza punktem z, do granicy skon-
czonej 4
Pz, B, if, p) = hm Va2, B, Hip). (6)

Wykazg nastgpu] acy

Lemmat 1. Do kazdej liczby ¢>0 mozna dobraé taka liczbe A(e)> 0,

ze dla kazdego A, 0 < A < A(e) i dla kazdego 2 ¢ E zachodzi nieréwnofé
-9 L P2, B, if, P) = q;(z" ,€). (7)

Dowéd. Polézmy i(e) = 1 B gdzw kn zostalo okreslone Wyze] i niech 1

spelma merownoéé 0 <A< A(e)= o Oblerzmy liczby naturalne s i ¢
takie, "ze

1<§A<1+5, gdzie gaﬁg - ®)
Poléimy n = g”’ v=8,2¢8,... Niech 2z bedzie dowo’lnie ustalonym

punktem zbioru E. Wobec (5) istnieje w zbiorze F taki uklad n 41 punktow
2™ = {z,, Ty wey Bn}, Z€ zachodzi nieréwnosé

y .' (1) () n nii(w,)
Fn(z,E,zf,p>>2i o Zl (2, &) p (2;)" € 7. (9)

1

Z (8) i' z definicji liczby km‘ wynika, ze = =,km,<_<§ zatem

Ale) A
q

fmy < Ev = n. Poniewaz ¢ = g,‘{, wiee vp = nd.

) rm podobnie jak i km zaleiy od e.

S
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Stosujae wzér interpolacyjny Lagrange’s do wielomianu [W; (2)]
otrzymamy

Wi @) = Wi () L0, o)
j=0

zatem
Wen@] < D Wi, (@) Iz, ™) . (10)
i=0 :
Podnoszac nieréwno$é (4) stronami _do »-ej potegi otrzymamy
' Wi, (2)]
- gnalite)—nl < S — < erAlf(z)+ql dla z ¢ E .
lg—2[™

Stad i z nieréwnodci (10) i (4) wynika nastepujaca nieréwnosé

n
1 | :
emil—m < = g (W (@) Lz, a™)| <
& — 2| e
1 ~ '
)+l G
S e E TN L2, a™) (@ — 20|, 2B,
<0

=0
- czyli

1 . j |
el 2] 2 e""ﬂw")lp (wj)]"]L;”(z, m(u))] y 2ell.
j=0 .

p (2)"

Zatem wobec (9) jest

e~ < YT (=, B, if, p) .

Gdy n—>oco wéwezas

lim Y2Fu(e, B, 4, p) = (2, B, i, p) = B(z, 1, ¢) (11)
i z nieréwnosci poprzedniej wynika (7).
O funkeji granicznej @(z, E, if, p) wiadomo (por. [5]), ze posiada
nastepujace wlasnosei /
1° Bz, B, i, p) = lim V[oP(z, £)], £ ommacza n-ty ukiad ekstre-
k-2
_ 2)p (&) eM@+D)] ,
pray caym Oz, §7) g Lz, €7)p (&) e p (o), j = 0,1, ..., n. Na E
zachodzg nieréwnoseci

malny punktéw zbioru E ze wzgledu na funkcje tworzges B

18Dz, £7) < O, (12)
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2° log®(z, E, }.f, p) jest funkeja harmoniczng poza E i poza punktan:n

%= 00, &= Zg,
3° funkcja D(z, B, Af, p) jest polciagla z dolu na calej plaszezyznie.

7 nieréwnodci (7) i wiasnodei 3° wynika na,stepu]ayca merownoéé dla
0< A< A(e)

liminf [%Iogdi(z, B, i, p)] = liminf [%logcb(z, A, s)] > f(z)—e (13)
z—2 Z-2 .
zeD ’ z€D

gdzie 2, oznacza dowolny punkt brzegu E obszaru D.
Wykaze nastepujacy

Lemmat 2. Niech € oznacza dowolne kontmuum zawarte w F 1 niech
4> 0 bedzie dowolne. Wowezas dla kazdego punktu 2, € O zachodzi nie-
réwnosé '

limsup [%logdi(z, E, if, ’p] = limsup [Qlilogcb(z, A, e)] <flz). (14)
21 Z+21
zeD . zeD .

Dowéd. Niech €’ oznacza kontinuum zawierajgce punkt 2, i zawarte

w C i niech o™ = {g,, 6y, ..., 6} 0znacza dowolny uklad » 41 punktéw

na C’. Wedlug wzoru interpolacyjnego Lagrange’a jest

n

P2 Bz, E) = L0z, £ 0 p (g )" = I TP (2, ™) B {0y, £7)p (o))" .

i=0

Na podstawie (12) zachodzi nieréwnodé |@(a;, £ ]<e"’"‘°f’ j=0,1, .m0
zatem

;qs“”( £ < +1ma,x{e"‘mz)[p(z)| ymax | Lz, a‘"’)l (15)
i

Ip (@) =

Niech &> 0 bedzie dowolng liczbg. Dobierzmy kentinaum ¢’ tak,
aby dla dostatecznie malej liczby g, > 0 bylo w otoczenin {z—z;| < ¢,
max {7 | p(2)[} < eUe0+e |p(2)|. Dobrane w. ten sposéb kontinuum

'ozna.czmy przez C'(e). Niech liczba o spelnia nieréwnosé o, = ¢ > 0.

Na kontinuum €'(e) mozna tak obraé¢ punkty og, oy, ..., on, ze dla Jz—2;| < o

zachodzi nieréwnoéé (por. [6], str. 214)

nct?;x [ La(z, 0)| < I(w) gdzie I(w) [—ww , W= Fednica ()"

Z nieréwnosci (15) wynika wiec nierownodd

V|69, £ < Vet Va+1I(w) dla e—zl< o, zeD,




skad przechodzae do granicy gdy n-—ob otrzymamy -
D(z, 4, &) < eVe)+e I (), t—z|l<g, zeD.
Niech 1> 0 oznacza dowolng liczbe. Wiadomo (por. [6], str. 214), -

%é mozna debraé ¢ tak male, ze I(w) < 1+4. Dia f—2]<poizeD jest
wiee ‘

D(z, 4, &) < (1+7)elfa)rre

zatem

Z=21€ K

lim sup Dz, 1, e) g (1 4 ) gitien+a
zeD ) : )

a poniewaz n > 01 £ > 0 byly 'dlowolnymj liczbami otrzymamy nieréwnogé
(14) co bylo do wykazania.

Nmmﬁe=%=%,ZMleinMWmMHB)mmhbmdo

&q = ?1—2 mozna dobraé¢ takg liczbe 4,, ze dla kaZdego punktu 2 e E jest

fe) < mint| - 1og (e, 1, )| <
ZZ21
© zeD

(16)
<Hmsup |10 D(z, b )] < (2.
2+ An
zeD ]
Pol6zmy dla skrécenia
, ) .
yn(?) = Z;log¢n(zs Ay €n) . ‘ (17)
Wykaze nastepujace ' ,
Twierdzenie. Dla kazdego ¢ D istnieje granica
Iim y,(2) = y(z) . o (18)

Funkéja g,;ra,niczna. ¥(2) jest rozwigzaniem problemu Dirichleta dla ob-
szaru D z oblozeniem f(2) tj. 1° #(2) jest funkecjg harmoniczng w D, 20 y(2)
jest ciagla w DB iy(e)=/f(z) dla 2 ¢BE.

1) Wybér ciagu e i Ay jost konieczny. W' manuskrypoie pracy znajdowal sig blad
zauwazony i usunigty przez recenzenta mgr Z. Opiala, za co autor sklada mu podzie-
kowanie, _ : ' .







