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O rozkladzie punktow ekstremalnych odpowiadajacych funkcjom ‘

schodkewym w pewnej klasie zbiorgw plaskich

1. Wstep. Niech E bedzie zbiorem domknietym i ograniczonym
0 pojemnosci ¢(E) dodatniej, f(2) funkeja rzeczywista ciggly okreslong
na E, y™ = (y,, ¥y, ..., ¥,) ukladem dowolnych # +1 punktéw zbiorn E,
Du(z, B, f) kresem dolnym najwigkszego z iloczynéw

DUz, y™, f) = ([n]
k=0

(k= j)
gdy uklad y™ zmienia sie w 8posob dowolny w zbiorze B, a g =
= (&yy @y, ..., 4,) — ukladem 7+1 punktéw zbioru Z, speliajacym wa-
T— o ;-
runck [ [ Bt max [ el
o<i<k<n YR oichan

Uklad 2™ nazywa sie n-tym ukladem ekstremalnym zbioru E wizgle-

dem funkeji f. Wiadomo [1], ze istnieje granica

@(2, B, f) = lim V@, B, /) (1)

i, ze funkeja @(z, B, f) ma nastepujace wlasnosei: .

(2) @2, E, [ =¢®, gdy z e Kf, gdzie Ef oznacza zbiér punktéw
skupienia ci@gli" tréjkatnego punktow ekstremalnych M} i=0,..,n
n=1,2,,., lub, gdy w punkcie 2 funkeja f(z) osiaga minimum;

(3) @(z, B, f) < ¢®, gdy z ¢ E;

(4) Jezeli ¥ jest zbiorem domknigtym, FC E i ¢(F) > 0, to na calej
plaszezyZnie zachodzi nieréwnogé

D= B, f) <Pz, F, f);

(5) log®(z, E, f) jest funkcjgp harmoniczng w kazdym skorczonym
punkeie plaszezyzny nie nalezacym do Ef, majaeag w punkecie 2= oo
biegun logarytmiczny rzedu 1; w punktach zbioru E, ktére wraz z pewnym
kontinuum nalezg do E funkeja log®(z, B, f) jest ciggta;

(6) Jezeli B,y (i = 1, 2) oznacza zbi6r tych punktéw z, zbioru E dla
ktérych log®(zy, B, Af) = A:f(z,), przy czym 0 < 4, < 4, to By C Eyy.
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Nleeh E bedzie zblorem zlozonym z krzywej J ordana E, oraz dowolnego
zbioru domknigtego E, lezacego w jej wnetrzu, a f(2) — funkcjg schodkows
o wartoéci 1 na B, i 0 na E,. F. Leja w pracy [2] postawil pytanie czy dia
danego Ybioru E i funkeji f(z) zawsze istnieje liczba dodatnia 4, taka,
ze O(2, E, Af) = & dla z ¢ E.

Dowodze, ze odpomedi na powyzsze pytanie w ogolnym przypadku :
jest negatywna. Niemniej jednak, jezeli krzywa E spelnia pewne do- -
datkowe zalozenia, to odpowiedZ jest pozytywna.

2. Konstrukeja przykiadu. Bedziemy rozwazaé zbiér E, bedacy
sumg dwu zbioréw rozlacznych B, i E, oraz funkecje f, przy;mu]apca war-
todé 0 na E, i warto§é 1 na E,*).

Lemat 1. Jeieli E, jest okrggwm |2 =7, a E, okregiem |[2|=

R>7r1 loglrjz Aoy to By = E.

Dowéd. Poniewaz funkecja f osigga minimum w kazdym punkcie
zbioru E, wiec dzieki (2) E, C Ey dla kazdego 1> 0. Zatem funkéja R(z) =
= G(z, E,) —log®(z, E, Af), gdzie

logEl , gdy z>=r7,
G(zr Eb) = r
0, gdy =<1,

jest harmoniczna poza E,y, ciagla d.Zlel (5) w plaszczyznie domknietej
oraz réwna 0 w E,y. Stad wynika, ze R(z) =0, ezyli log®(z, B, A,,f) =

= log - gdy z¢E . Zatem E,C E,; co lacznie z inkluzjg E,C E,y,

‘daje teze lematu 1.
Lemat 2. Jeseli B, jest okregiem |2| = 1, n-dowolng liczbg naturalng

Cn -okrggwm o] = 2—|— 7 f(2) — funkeja réwng O na E; i 1 na Oy, t

istnieje liczba 6, > 0 mka, e jezeli C; oznacza zbidr punktéw z okregu Cry
dla ktérych. |Argz| > Oy, to A

o

, 1 1
log¢(2,E0+C’n,gq—@f) <p

Dow6d. Poniewaz 1 < log (2 +;l_z)’ n=1,2,.., wigc ‘na podstawie

‘ 5n
lematu 1 i wlasnodei (6)
1
log¢(z EBy+Ch, Bn f) =5 dla zeCyp.

1) W dalezym ciagu zbiory na ktérych fankeja f przy;mu;e wartosé 0 lub 1 beda
zaopatrywane odpowiednio wekafnikiem 0 lub 1.
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Ozna.czmy przez C(6%) zblér punktéw z okregn C,, dla ktérych
|Argz( =0,. % (3)i4) Wymka, 7e

- log¢(z, ot On, 1) <log 0z, By +0(02), 1) <45

gdy zeC(6y).

57:,

) ’ .1 1 ; 4
Zatem 1ogcb(z, B, + €(6:), 5—%;‘) = o, gy 2 0(63).
Jezeh 9' -0, to funkeja logtb(z E,+0(6;)," g f) Zmierza w pierdcie-
niu 1< |z] 2+ — jednostajnie do rozwigzania problemu Dirichleta

-5—17; na C,. Poniewaz punkt 2 jest punktem

wewnetrznym danego pierscienia i wartodei rozwazanego rozwiazania

z oblozeniem réwnym 0 na E, i

probiemu Dirichleta leza w przedziale (0, 5%), wiee gdy @, jest dosta-
tecznie male spelniona jest nieréwnosdé |
log®(2, H,+C(64) lf) L
g y B +0C(04), UR En
Wystarczy to dostatecznie male 6, oznaczy¢ przez 0, i luk C(6;,) i)rzez Ch,
by zakonezyé dowdd lematu 2.
Dobierzmy teraz liczby 6,, n=1,2, ..., w ten sposéb, by lim&, = 0

n—00

. 1 1

i polgezmy punktf Zp = (2 +,'—z) €% . z punktem z,,,ﬂ = (2 + m)e‘e"“
oraz punkt z, z punktem z,;; odpowiednio odecinkami. Okre§lmy zbiér E,
jako sume tukn €], punktu z= 2 oraz odecinkow [z, Zaii] 1 [Zns Zn41]

n=1,2,.., a przez E, w dalszym ciggu okrag jednostkowy. Udowodnie

Twierdzenie 1. Dla kaidego 2> 0 jest Ey+E (tymbardziej E,, *E),
gdzie E oznacze sume zbiordw E, i E, wyzej okreslonych.

Dowéd. Przypuéémy, ze istnieje i,> 0, ze E,y—= E, wiec w szeze-
golnofci 2 e B,y i log®(2, B, Af) = 4,. Z okreflenia zbioru E, wynika,
#e jest on krzyws Jordana. Oznaczmy przez F, zbiér bedacy iloczynem
 pierdcienia 2 < |2| < 3 oraz domkniecia wnetrza krzywej E, a przez F
sume F, i F,. Z zasady maksimum dla modutu funkeji analityeznej wy-
nika, %e n-te uklady ekstremalne zbioréw E i F' sg identyczne, co pociaga
za sobg w konsekwencji réwnosé log®(z, E, i,f) = log®(z, F, Af). Po-
niewaz O, C F; wiec na podstawie (4) log®(z, E, A,f) < log®(z, Ey+Ch, Aof)
n=1,2,.., na podstawie za$§ (3) i tej ostatniej nieréwnodci mamy
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w punkcie z = 2
log®(2, B, +03, zo]e):"»{o’ n=1,2,...

Ostatnia réwnoéé Sprzeczna jest z lematem 2 i Wlasnoécia (6), bo gdy n
jest dostatecznle duze to 2,> — 5 i 10gq5(2 Ey+Cp,y f) = 5;

3. Pewna klasa zbioréw E— E0+E], dla ktorych przy do-
statecznie malym i dodatnim E;—

Niech E, bedzie dowolnym zbiorem - domknietym i ograniczonym
a F, okregiem o promieniu R, w ktérego wnetrza lezy zbiér E,. Oznaczmy

przez F, najmniejsze kolo domkmgte, koncentryczne z okreglem B,
i takie, ze E,CF,.

Lemat 3. Isinieje 1,> 0, te Hiy= H, przy ceym )y = log ?, gdzie r
oznacza promier. kola F,. '

Dowéd. Poniewaz ECF = F,+E,, wiec dzieki (4) log®(z, E, Af) >

= log®(z, F, A,f). Poniewaz lemat 1 pozostaje prawdziwy gdy za,stapplé,
W jego Wyp0W1edz1 okreg E, przez pehe kolo o tym okregu, wiec F,; = F,
co Igeznie z ostatnia nieréwnoseiy oraz wlasnoseig (3) daje teze lematu- 3.

Bedziemy moéwié, ze kreywa Jordana E, ma wlasnosé ( W), jezeli do
kazdego punktu 2, ¢ B, istnieje domkniete (o promieniu R(z,)) koto K (z,),
na brzegu ktérego lezy punkt z, oraz E, = E,.K,(2,), przy czym rodzina
promieni R(z,), gdy punkt z, przebiega F,, jest ograniczona.

Krzywa majgea wlasnosé (W) jest wypukla. i

Twierdzenie 2. Jeieli E = E,+E,, jest dowolnym zbiorem domkmg-
@ ograniczonym a B, krzywae Jordana majacq wlasnosé (W) ¢ zawierajqeq
w swoim wngtrzu zbidr E,, to istnieje dostatecznie mala liczha dodatnia
Ay taka, ze E,;= E.

Dowdd. Oznaczmy przez r odleglosé zb1oru B, od E,, przez R =
= kresR(zo), a przez R = kres R(z,). Oczywiscie B > r > 0. Udowodnimy,

zpeEy 4]
ze za liczbe Ay, o ktorej jest mowa w tezie twierdzenia wystarczy przyjaé -

Ay = log

R—»r .

Rzeczywiscie, niech bowiem z, bedzie ustalonym punktem zbioru E,.
Wtedy stosujac lemat 1 do zbioru F — F,--0y(z,), gdzie F, oznacza
domkniete kolo o promieniu R(2,)—r = r(z,) koncentryczne z kolem
R(z,).
r(2y)’
F,WO,,MF Poniewaz 1(z) > 4,, wiee dzieki (6) réwniez F,;= F. Ale
F= Eo-i-(}l(zo) zawarte jest w F, wiec na podsta,WJe (4) oraz. réwnosci
Fi,y=F jest on = F.

Ki(z,) a 'Cl(zo) brzeg kola K,(z,), mamy, przy A(zo) = log
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Przyjmijmy Gl K,(z,) - CE, oraz G = By+G,. Z zasady maksimum
dla moduhn funkeji analitycznej wynika, ze uklady ekstremalne zbio-
réow F i G sg identyczne, zatem i odpowiednie funkcje ekstremalne sa
identyczne @(z, G, Af) = @(z, F, A,f). Poniewaz E C G, wiec dzieki (4)
log® (2, B, 4f) = 16g E(z, G, }.o]‘) = log(z, F', Af) dla dowolnego z. Dla
punktu 2, ostatnia oraz (3) nieréwnos$é dajg réwnosé log®(z,, B, Af) = Ay,
czyli 2y € E,;. Poniewaz jednak liczba A, nie zalezy od 2,4, wiec K, C E,y,
co wraz z inkluzja E,C E,; wynikajaca z (2) daje teze twierdzenia.

 Uwaga. Krzywa E,, o ktérej mowa w twierdzeniu 1, posiada ,.ostrze“
whnikajace do jej wnetrza. Jest rzecza prawdopodobna, ze twierdzenie 2
pozostaje prawdziwe, jesli o krzywej F, zaloiyé tylko, ze jest wypukia.

Katedra Funkeji Analityezych UJ
Otrzymano 26. IV 1956 r.

SUMMARY

Let E, be a Jordan curve, E, — a closed point set interior to #,,
{ — a function equal 1 on E, and 0 on E, and £} — a set of the limit points

of the traingular sequence {z{"} k= 0,1, ..., n; n=1,2,.. of the extre-

mal points of ¥ = K, + E, with respect to f.

There is given an example of #, for which Ej; = K for any 1> 0.
But if E, satisfies a condition W (see above) then there exists a positive
real number A, such that for every A< 1,, 1> 0 we have E}; = E. The
paper is the answer on the question of F. Leja posed in his paper [2].
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