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O granicy pewnego funkcjonalu zwiazanego z pojemmoscia zbioru
plaskiego :

Limits of a Certain Functional Connected With the Capacity
of a Plane Set

Niech E, i E, bedad rozlgcznymi kontinuami na plaszezyznie, nie redu-
kujgeymi sie do punktéw. Zalézmy, ze zbiér E — E,+E, jest brzegiem
obszaru dwuspéjnego D, zawierajacego punkt z = co. Oznaczmy przez
f(2) funkeje rzeczywista, ciagly, okre§long na zbiorze ¥ w nastepujacy
sposéb : '

: _ [0, gdy ze E,,
S /te) = !17 gdy ze B,,
i niech A oznacza parametr rzeczywisty.

Oznaezmy przez v(E; Af) rozwarto$é zbioru E ze wzgledu na funkeje

tworzacg (por. [1], str. 258)

(2) (2, () = |z—Clexp {—A[f(2) +f({)]} ,

a przez @ (z; Af, E) funkcje ekstremalnae zbioru E odpowiadajaca funkcji ’
tworzacej (2) (patrz [1], str. 458). Funkeje @(z; 2/, F) mozna przedstawié
wzorem (por. [2], str. 35) :

@) 1og®(; 3f, B) = [logle—t|m)+log s — [ 1(0)amid),
B ! E

gdzie u; oznacza graniczny rozklad magy jednostkowej ‘dodatniej na
zbiorze E, zwigzany z funkcja f(z). Wobec (1) wzor (3) przyjmuje postaé

. 1
og®(z; A, ) = Ef 18 ¢~ Qua(2)-H 108 ;g B )
Funkcja log®(2; Af, B) jest funkeja harmoniczna w D poza punktem

2 = oo, w ktérym posiada biegun logarytmiczny 1-go rzedu. Dla A dosta-
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tecznie malego funkcja log®(2; Af, E) posiada granice przy z .zmierzajag-
cym z obszaru D de jakiegokolwiek punktu 2, ¢ E (por. [2], str. 35)

lim log®(z; Af, E) =

25z2,€E

{0’ ZOGEI
Ay, 29 By .

Oznaczmy przez G(z; oo, E) funkej¢ Greena dla obszaru D z biegu-
nem w punkeie z = oo, a przez w(z; By, H;) miare harmoniczng zbioru ¥,
(patrz [3], str. 373), wowczas

log®(z; Af, B) = G(2; oo, B)+dw(e; Ey, By).

Odejmujac stronami log|e| i przechodzac do granicy, gdy 2-—oo, otrzy-
mujemy nastepujacy wzor: o

1 o L .

log o (7; ) — A By) = ]Oga-(—E—) + Aw(oo; Ei, Ez) ’
gdzie d(F) oznacza Srednice pozaskoniczong zhioru E. Liczba w(co; B, By) = ‘
= uo(E,) oznacza ilod¢ masy polozonej na zbiorze K, przy swobodnym
rozkladzie masy 1-wej na zbiorze E, (por. [5]), tj. przy rozkladzie odpo-
wiadajaeym funkeji tworzacej w(z,)= l¢—¢|. Wzér poprzedni mozna
zatem przedstawié w nastepujacej postaci:
v(E; Af 12 .

log [_(_d"(iEn—))] = — ua(Ep) — pol B) -

_ Poniewaz u; jest funkecjonatem ciaglym wzgledem funkeji f(z) (patrz [4],
str. 26) otrzymujemy stad wzor . :

B; A |

(4) | limlog
A—0
7 definieji rozwartosei v(E; if) wynika, ze mozna przedstawié ja
nastepujacym wzorem:

(8) v(E; Af) = 8(B; Af)[exp[2Auy(Es)],

gdzie 6(F; if) oznacza granice gredniej geometrycznej z ilcczynu wza-
jemnyeh odleglosei punktéw n-go nkladu ekstremalnego, zwigzanego
z funkeja (2) (por. [2], str. 33 i definicje rozwartodei). Wobec (5) wzor (4)
mozna przedstawié w nastepujacej postaci
' . d(E; /lf)]”f1
(6 limlog | | =90.

) ity e|"am )~

-Otrzymany rezultat mozna wyrazi¢ w postaci nastepujacego twier-
dzenia: Wyrazenie log 6—————(£;E;'f ) zmierza do zera przy A—>0 szybeiej

niz 1.
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Rozwazmy obecnie przypadek, gdy zbiér E = E,+E, jest brzegiem
‘obszaru dwuspéjnego, ograniczonego A, przy czym kazda ze. skiado-
wych E;, i = 1,2 jest wspélnym brzegiem dwoéch obszaré6w: ograniczo-
nego i nieograniczonego. Niech zbiér E, bedzie brzegiem zewnetrznym
obszaru A. Oznaczmy przez Ej czeéé zbioru E, pokryta przez mase okre-
§long rozkladem u,;. Uzywajac poprzednich ’oznaczel’l mamy w przy-
padku, gdy Ei # E, -

. 1/2
@) tog [P — )~ B

gdzie E' = E,+E, oznacza zbiér pokryty przez mase przy rozkladzie
okreglonym funkeja pyy. Gdy >0 mamy uy(By)->1, uolE)—1. (por. [6],
str. 2b). )

Jezeli Es = E,, to dla punktu z lezacego w obszarze nieograniczonym
Dy(H,), ktorego brzegiem jest zbidr E,, zachodzi wzor

(7%) log®(z; if, B) = G(z; o0, By)+4,

gdzie @ (z; oo, E,) oznacza funkcje Greena dla obszaru Doo(E‘) z biegu-
nem w punkcle 2z = oo, Wzoér (7) przyjmuje postaé

B; )i
log [”(d(’E)’ ?] — (),

gdyz d(B,) = d(E), B' = B,+F,= E.
W obu przypadkach (7) i (7*) otrzymujemy wzor

[ (B M _ .,

limlog a El)

A0

Wynik powyzszy mozna przedstawié w postaci (6).

Niech teraz E bedzie wspdlnym brzegiem obszaru nieograniczonego Do,
'i obszaru ograniczonego D, za$ f(2) funkcjg ciagla okredlong na zbiorze E.
Wobee (3) i wlasnodci funkeji ekstremalnej @(z; if, ) mamy wzor na-
stepujacy: ‘

1
Ilogdi(zi My B) =+ G(z; oo, EZ)"}'"(z; El) ’

PO

gdzie E* oznacza zbiér pokryty przez mase przy rozkladzie uy, a u(z; B

jest rozwigzaniem problemu Dirichleta z oblozeniem f{z) dla obszaru,

ktérego brzegiem jest zbiér E. Jezeli B* = E, to dla z e D przyjmijmy

G(z; oo, B') =0, za§ przez wu(z; E') rozwigzanie problemu Dirichleta

z oblozeniem f(z) dla obszaru D wzglednie D, zaleznie od tego czy z ¢ D,
~¢zy 2 € De.
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Uzywajae poprzednich oznaczeli otrzymujemy nastepujace twier-
dzenie: Jezeli B* — E, to '

E. 1/,
g [ME] = e B [ 1@t
Zatem, gdy A—>0 *
o TOE AR _ :
(8) Elog[T(E)—] — Ef 18 duol )~ (oo; B) .

Jezeli E* # E przy kazdym A # 0, to
v(B; Af)Ja .
log [‘“d(E—A)f)] = —u(oo; ‘El}—Eff(C)dmr(C)

Wiadomo (por. [6], str. 25,, ze gdy A—0, E*->E, zatem z poprzedniego
wzoru ofrzymujemy (8).
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SUMMARY
Limits of a Oertain Functional Connected with the Capacity of a Plane Set

Let E =FE,+E; be the boundary of a doubly connected plane domain I, A a pogitive
0, when 2 ¢,
1, zeE,.

Using the definition of the generalised capacity and the extremal points method
of F. Leja [1] we prove in this note the existence of some limit, see formula (6).

parameter and f(z)= {
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