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Jerzy Kordylewski i Marek Kucema

O pewnych réwnaniach funkcyjnych

On Some Functional Equations

Przedmiotem niniejszej pracy jest réwnanie funkcyjne

1) (@) +olf@)+elg@)] +olflg@)] = F(@),

gdzie @(x) 0znacza funkeje szukana, za$ f(x), g(2) i F(x) funkcje dane.
Réwnanie (1) jest réwnowazne ukladowi réwnan funkeyjnych:

{2) { ¢ (@) +olf(2)] = y(@)
p(@)+ylg(@)] = F() .

Réwnania typu ‘

@) p(2)+ glf@)] = F(2),

jakie wystepuja w ukladzie (2) sa omawiane w [1] przez drugiego z auto-
réw niniejszej pracy. Celem obecnej pracy jest zbadanie, ktére z wlasnosei
réwnania (3), wykazane w [1], przenosza gie na réwnanie (1), wizglednie
na nieco ogélniejsze réwnanie

@) o)+ S olh@i+ Y olfilli@)]+ -+ o[ Alfa(- fale) )] =F@) .

i=1 1<i<j<n

§ 1. Rovnanie ¢(a)-+g[f(2)] = F (@)

Poniewaz dowody wszystkich twierdzeh tej pracy opieraja si¢ na
wlasnogciach réwnania (3), przypomnimy na wstepie gtéwne rezultaty
dotyezace tych réwnan.
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Przedmiotem niniejszej pracy jest réwnanie funkeyjne

1) (@) +olH{@)]+olg@)] +o|flg(@)] = F(a),

gdzie ¢(r) oznacza funkcje szukana, za$ f(x), g(m) i F(x) funkcje dane.
Roéwnanie (1) jest rownowazne ukladowi réwnan funkeyjnych:

(2) { p(x)tolf(w)] = y(2)
y(x)+ylg(2)] = F(w) .
Réwnania typu : )

(3) ¢(@)+lf(@)] = F(x),

jakie wystepuja w ukladzie (2) sg omawiane w [1] przez drugiego z auto-
réw niniejszej pracy. Celem obecnej pracy jest zbadanie, ktére z wlasnodei
rownania (3), wykazane w [1], przenoszg sie na réwnanie (1), wzglednie
na nieco ogdlniejsze réwnanie

@ g+ Y olhial+ D olidfi@)] -+t o hilfalo fale) )] = Pl@)

AKi<i<n

§ 1. Rownanie ¢(x)+ ¢[f(x)] = F(x)

Poniewaz dowody wszystkich twierdzeri tej pracy opieraja si¢ na
wlasnosciach réwnania (3), przypomnimy na wstepie gléwne rezultaty
dotyczgce tych réwnan.
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Przez f"(z), n= 0, 4+1,..." oznaczaé bedziemy iteraty funkeji f(x),
tj. kladziemy: . ,

foa) = .
- @) = @) n=0,4+1, +2, ...
" @) = M) |
Lemmat. Jeseli funkeja f(x) jest ciagla & rosnaca w preedziale [a, b],

oraz jeieli f(z) > @ dla x € (a, b), f(a) = a, f(b) = b, to dla kazdego x € (a, b)
ciagi {*(@)} ¢ {{"(@)} sq monotonicene, oraz

bmf"(xz) = b,

limf™"(z)=a.

n—00

Dowéd tego lemmatu znajduje sie w [1].

Twierdzenie I. Jeseli funkcja F(x) jest ciagla w przedziale (a,b),
2as funkcja f(x) spetnia zatoienia lemmatu, to:

1° Réwnanie (3) posiada nieskonczenie wiele rozwiqran ciaglych w prze-
dziale otwartym (a, b).

- 2° Réwnanie (3) posiada co najwyiej jedno rozwiqrzanie ciqgle w prze-
dziale (a, b] oraz co najwyzej jedno rozwigranie ciqgle w przedziale [a, b).
Rozwiqeania te, jeseli istnieiq, wyraiajq sie odpowiednio weorami:

o0

o@ =10 4 N (1@ re)—Fo)
n=0 .
wzglednie
gy =0 2 (1L @) (@)

Dowpd tego twierdzenia znajduje sie w [1].

Dalsze twierdzenia zajmuja sie kryteriami istnienia tych jedynych
rozwigzan réwnania (3), ktére sa ciggle w przedziale (a,b], wzglednis
[a, b). .

Twierdzenie II. Jezeli funkcja f(x) spelnia zatozenia lemmatu, zas
funkcja F(x) jest ciagla w przedziale (a, b] oraz monotoniczne w przedziale
(b—mn, b], waglednie ciqgla w przedziale [a, b) oraz monotoniczna w prze-
dziale [a, a+n), gdzie n jest liczbg dodatniq, to. istnieje rozwiqzanie réwna-
nia (3), kidre jest ciqgle w przedziale (a, b], weglednie [a, b).
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Twierdzenie IIL Jeseli funkcja f(x) spelnia zalosenia lemmatu, © je-
eli istnieje ogramiczoma funkeja G(z) taka, se

]F(w}—F(b)[< G(x) oraz ﬁ[j(w—)]gﬁ <1l dla we(b—n,b],

G(x)
weglednie
' G (x) :
|F(z)—F(a)| < G(x) oraz W<ﬁ <1 dla xela,atn),

zas funkcja F(x) jest ciagta w przedziale (@, bl, weglednie w przedziale [a, b),
to istnieje rozwiqeanie réwnania (3), kidre jest ciagle w przedziale (a, b],
wzglednie [a, b).

Dowody twierdzen IT i III znajdujg sie w [1].

Jako wniosek z twierdzenia II otrzymujemy:

Twierdzenie IV. Jeseli funkeja f(z) spelnia zalozenia lemmatu, zaé
funkcja F(x) jest ciggla w przedziale (@, b] oraz jest funkeja o wahaniu
skoficzonym w przedziale (b—y, b], weglednie jest ciqgta w przedeiale [a, b)
oraz jest funkcjq o wahaniu skonczonym w przedziale {a, a+n), to istnieje
rozwiqzanie réwnania (3), kidre jest ciqgle w przedziale (a, b], weglednie [a, b).

Dowéd. Zalézmy, ze F (z) jest funkejgy ciagly w przedziale (a, b] oraz
jest funkejg o wahaniu skoficzonym w przedziale (b—y, b]. Istniejg za-
tem funkecje A(x) i B(x), ciagle w przedziale (@, b] i Tosnace W przedziale
(b—mn, b] takie, ze

F(r)= A(x)—B(x), xe(a,b].

Na podstawie twierdzenia II istniejg funkeje a(wx) i (x), ciggle w prze-
dziale (a, b], spelniajgce odpowiednio réwnania:

a(@)+alf(x)]= A (2)

oraz

B(x)+plf(x)]= B(x) .

. Zatem funkcja ¢(x) ia(w)—ﬁ(m) Jest funkcjg ciagly w przedziale (a, b]
i spelia réwnanie

¢(@)+olf(@)]=F (),

- co dowodzi twierdzenia. (Dowéd dla przedzialu [@, b) przebiega analo-
gicznie), .

Uwaga. Wszystkie powyzsze twierdzenia pozostaja prawdziwe réw-
niez w wypadku, gdy ¢ wzglednie b 89 -nieskoticzone. Np. przez F(oo)
bedziemy rozumieli limF (#); funkcje @(r) bedziemy nazywali ciagla
w nieskoriczonosei, jezeli istnieje skoriczona granica lim¢(7z).

T—>00
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§ 2. Réwnanie ¢ (7)+¢[f(#)]+9lg(@)]+¢[f(7(2)] = F(x)

Poniewaz réwnanie (1) jest r6wnowazne ukladowi (2), jako natychmia~
stowy wniosek z twierdzenia I otrzymujemy:

Twierdzenie V. Jezeli funkeje f(x) ¢ g(x) sq siqgle ¢ rosnace w prze-
dziale [a, b], nadto f(z)>a ¢ g(e)>a w (a,d), f(a)= g(a)=a, f(b)=
= g(b) = b, zaé funkcja F(x) jest ciagla w przedziale (a,b), to

1° Rownanie (1) posiada nieskonczenie wicle rozwiqrzan ciaglych w prze-
dziale otwartym (a, b).

2° Réwnanie (1) posiada co najwysej jedno rozwigzanie ciqgle w prze-
dziale (a, b], oraz co najwysej jedno rozwiqzanie ciggle w przedziale [a, b).
Roéwiqzam‘a te, jedeli istnieja, wyratajqg sie odpowiednio wzoramsi:

_ro 22 1B [H("@)] —F (b))

o n=0 k=0
wzglednie

p@)=T1 4 3TNyl )] ~F @) -

n=1 k=1

To jedyne rozwiazanie réwnania (1), ciaggle w przedziale (a, b] wzgled-
nie [a, b) moze nie istnie¢, nawet jezeli funkcja F(x) jest monotoniczna.
Wskazuje na to nastepujacy przyklad:

Rozwazmy réwnanie

(5) (@) +9(@+3)+ plo+1)+ pla+4)= F(a),
gdzie

5—2z dla e (—o0,1]

g(3—m) dla ze(1,2).

1;"(-77’)i ]l+ln dla z=2n

”’1 n= 1,2,3,...

~—-—-+ da r=2n+1

n+1

oraz F(z) jest liniowa w przedziatach (2n,2n-+41) oraz (2n+41, 2n42)
dla n=1,2,3,..., tak by byla ciagla w [2, o).
W tym przykladzie a= —oc0, b= o0, f(z)=2+3, g(@)=2+1, ;
flg(x)] = z+4. Funkeja F(z) jest ciagla i malejgca w (—oo, co]. Poka-
zemy, ze rownanie (5) nie posiada rozwigzania ciaglego w (—oo, co].
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Polézmy:
[3—2 dla 2e(—o0,2)
a —1- dla r=2n
w(z) =, "; ’ ) n=1,2,3,..
7 dla ox=2n-+4+1

oraz y(») niech bedzie liniowa w przedziailach\ (2», 2n+1) oraz (2n+1,
2n+2) dlan=1,2, 3, ..., tak by byla ciggla W [2, oo). Funkeja () jest
ciggla w (— o0, 0o] oraz

p(eo) = limy(z)=0.

Pokazemy teraz, ze funkecja w(x) spelnia réwnanie
(6) (@) +y(e+1)=F(2).
1° Dla 2 e (— o0, 1]: '

y(@)=3—2, yp@t+tl)=2-s,

y(@)+y@+1)=5—20=F(z).
2° Dla 2 e (1, 2): ‘

v(z) =3—w, y(et1) =

o Co

b4

R

v(@)+p(e+1]) = (3—a)= F(x).

3° Dla #=2n, n=1,2,3, ..:
1 1
1/’(5'3)=;,—@a w(m+1)=§—

w(w)+w(w.+15 = i + L =F(a).

2ﬂ
4° Dla 2=2n41, n=1,2,3, ..
1 1
Xr) — - x 1 —_—
v() o’ y(z+1) n—l—l’

1 1
=+ "2 =F
p(@)+yp(z+1) 2”+n—|—1

5° Dla x € (2n, 2n4 1) oraz re(2n+1,2n+2), n=1,2,3,..:

(x).
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Funkeje y(x), y(x+1)iF(2) sg liniowe w przedzialach [2n, 2n4+1]
wzgledme [2n4-1, 2n+ 2]. Na koricach tych przedzialéw zachodzi réwnoié ‘

v(@)+y(rt+1)=F(z).

Ponlewaz suma funkcji liniowych jest funkejg liniows, oraz funkeja
liniowa jest wyznaczona przez swoje wartosci na koncach przedziatu,
wiee r6wnosé y(z)+y(2+ 1) =F(x) zachodzi w catych przedzialach.

Pokazaliémy wiec, ze funkeja y(x) spelnia réwnanie (6). Jest ona, oczy-
widcie, jedyng funkeja ciagla w (—oo, co], spehiajgca réwnanie (6). Za- .
tem funkeja ¢(z), ciagla w (—oo, 0o], spehiajaca rowname (8), musia-
laby tez spelnia¢ réwnanie:

(7) ' ‘ p(2)+ @lx+3) = y(z)

Tymczasem réwnanie (7) nie posiada rozwigzania cigglego w (— oo, co].
Istotnie, gdyby takie rozwigzanie istnialo, musm,loby, na podstawie
twwrdzema I, wyrazaé sie wzorem: -

(8) o(x)= (Oo) + Z 1" y(z+3n) —y(c0)] = Z(—l)”«p(m+3n) .

n=0

PokaZemy, Ze szereg powyzszy jest rozbieiny dla x naturalnych. Niech
bedzie © = k i zalézmy, ze k jest parzyste, k = 21 (dla % nieparzystych
dowéd rozbieinosei szeregu (8) przebiega analogicznie). Mamy:

1

p(2l+ 3.2m) = 0 3m

dla n= 2m

w(@+3n) = (kY 3n) =

v(21+ 3( 2m+ 1)) l+3m+2 dla n=2m-+}1,

. 1 1 ‘
plz) =@(k) = Z(l—i— 3m 2l+3m+2) oo

Jak wiee widzimy, twierdzenie ana,loglczne do twierdzenia II, a wiec
tym bardziej twierdzenie analogiczne do twierdzenia IV, bytoby dla
réwnania (1) nieprawdziwe ). Podobnie zalozenia twierdzenia IIT nie
gwarantujg istnienia rozwigzan réwnania (1) ciggtych w (a, b] wzglednie
{a, b). Natomiast oba warunki razem wzigte wystarczaja do wykazania
istnienia takich rozwigzan. Pokazemy mianowicie:

'} W naszym przykladzie a i b s3 nieskonczone. Fakt ten nie ]est jednak istotny.
Moina zbudowaé-analogiczny przyktad w przedziale (a, b) ograniczonym, mialby on
jednak znacznie -bardziej skomplikowana postaé.
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Twierdzenie VI. Jeseli funkcje f(z) © g(x) spglﬁiajq zalozenia twier-
dzenia V 1 jeseli istnieje ograniczona funkeja G (x) taka, Ze

9) |[F(x)—F(b)| <-G(x) oraz G(E}g(;a;)]g # < 1 dla 2x2e(b—n,b],

wzglednie
(10) [F(2)—F(a)| < 6(@) oraz &

Gy ()]

oraz jezeli funkeja F(x) jest ciqgla w przedziale (a, b] ¢ monotoniczna
w (b—mn, b), wzglednie ciqgla w [a, b) © monotoniczna w [a, a+7), to istnieje
rozwiqeanie réwnania (1) ciagle w (a, b], weglednie w [a, b).

Dowéd. Zatézmy, ze zachodzy zwiazki (9) i funkeja F(x) jest ciagla
W (@, b] i monotoniczna w (b— 7, b]. Na podstawie twierdzenia III istnieje
funkcja y(x), ciagla w przedziale (a, b] i spelniajagea réwnanie:

(11) : y(@)+ylg(@)] =F(x).

Wobec faktu, ze réwnanie (1) jest réwnowazne ukiadowi réwnai (2), wy-
starezy pokazaé, ze réwnanie

(12) ¢ (@) +olf(x)] =y(z)

posiada rozwigzanie ciagle w (a, b].
Na podstawie twierdzenia I

<#<l dla zela,a+n)

p(z) =2 +Z( 1 [FI@]-F 0]

n=0
Szereg

o

D (=1 [Flg"@)1—F ()]

n=0

jest, wobec (9), bezwzglednie zbiezny, mozna zatem zmienié porzadek
sumowania:

F(b +Z[If’[ ()] —F ()] — Z[F[gﬂﬁdm)]._l? )]

k=0 k=0

Funkc]e

i) &L Z[F[g%(w)]—zﬂ(b)]
k=0
oraz

vo(@) £ ) [Flg+i(a)—F ()] , Ly
k=0
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83, podobnie jak ¥ (x), monotoniczne w przedziale (b— 1, b], zatem funkeja

v@) =T Ly o) —pe)

jest w (b—m b] funkeja o wahaniu skoficzonym, jako réznica funkeji
monotonicznych. Zatem, na podstawie twierdzenia IV, réwnanie (12)
posiada rozwigzanie ciggle w przedziale (a, b], co nalezalo wykazad.
Dowéd dla przedziatu [a, b) przebiega analogicznie.
Monotonieznodé funkeji F(x) mozna zastapié w powyzszym twier-
dzenin pewnymi warunkami innego rodzaju. Wykazemy mianowicie:
Twierdzenie VIL. Jeseli funkeje f(x) © g(x) spetniajq zalosenia twier-
deenia V i jeieli istnieje ogramiczona funkcja G(x) taka, ze T

a3 P@-FOI<0@ o TWcy i SOy,

dla we(b—ny,b],
“wzglednie

, I , G(z) . G(a)
W) F@-F@ <@ o gora<d i 617 @)]

dla  2zela,a+tn),

<9, ¥4<1,

oraz jezeli funkcja F(x) jest ciagla w (a, bl, wzglednie [a, b), to istnieje roz-
wiqranie réwnania (1) ciqgle w (a, b], wzglednie [a, b).
Dowdéd. Zalézmy, ze zachodzy zwiazki (13) i funkcja F(x) jest ciggta
. w (a, b]. Funkcja ' ‘

p@) =T 4 N 1R -2 )

n=0

jest na podstawie twierdzeri I i III rozwiazaniem réwnania (11), ciaglym
W przedziale (a, b]. Wystarczy pokazaé, ze réwnanie (12) posiada rozwig-
zanie ciggle w (a, b].

" Dla ze(b—n, b]:

lp(a)—p )] =| 3 (—1(FLe"@1-F®) < 3 [PLe@)-F ()] .
Zatem -
lwie)—(d)| < > @lgna)].
n=0
Wobec (13) B

Gl"(@)] < 9"G () .
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Stad, dla @ e (b—7, b]

lp(@)— )] < D 0"60) = o5 G(e) L H(z).

n=0

Funkcja H(x) jest ograniczona oraz, wobec (13), spelnia 'nier6wnosé

U@ 5 qla wep—n,b].
H(x)

Zatem na podstawie twierdzenia IIT réwnanie (12) posiada rozwiazanie
ciggle w przedziale (a, b], co nalezalo wykazad.

Dowé6d dla przedzialu [a, b) przebiega a,na.loglczme

Wykazemy jeszcze: :

Twierdzenie VIIL. Jeieli funkcje f(z) i g(x) spelniajq zaloienia
twierdzenia V, a ponadio f(x) = g(x) dla x € (b—n, b, wzglednie x € [a, a+ ),
1 jeieli istnieje ograwmiczona funkeja G(x) spetniajgea zwigeki (9), wzglednie
(10), za$ funkcja F(x) jest ciqglta w (a, b], wzglednie [a, b), to istnieje roz-
wiqzanie réwnania (1) ciagle w (a, b], weglednie [a,b).

Dowéd. Zaltézmy, ze zachodzg zwigzki (9) i ze F(x) jest ciagla w (a, b]
oraz f(z) > g(x) dla x e (b—7, b]. Polézmy

Hx)Z sup Gw) dla  ze(hy, bpp], n=0,1,2, ..
G’w"’»{—ﬂ

H(b)= G(b)=0,

gdzie h, 2L gn(b— 7). .
Wobec (9)
. Glyg(2)] <0G (=),
skad ‘
(15). sup Glg(x)] <9 sup G(z).

n 1 A+1

Dla @ € (hn, hni1], g(2) € (hn+1y_ bny2]. Tak wiee
sup Glg(n)] = sup G(a),

(RN (g y 1 Bpgal .
skad, wobec (15):
(16) sup G(z) <P sup G(=z).

(N, S LN

Z (16) wymka, wobec # < 1, ze funkcja H () jest stabo malejaca w (b—7, b].
Dalej, dla x € (hy, hyi1]:

H[g(x)]= sup G[g(x)],

s Php 1l
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skad, wobec. (15)

(17) Hg’((;;)]gﬁ dla ze(b—2y,b].

H (x) jest slabo malejaca, wiee wobec f(z) > ¢(x)
H{f(#)] < H[g(»)] dla xze(b-—n,b],

skad 1 z (17) .

{18) ngf—((;v))]<0 dla xe(b—n,bd].

7 okreglenia funkeji H{(x) wynika, ze G(x) < H(z), skad

(19) |F(z)—F ()| <H(z) dla ze(b—n,b].

Wobec (17), (18) (19), na podstawie twierdzenia VII, réwnanie (1) po-
siada rozwigzanie ciggle w przedziale (a, b].
Dowéd dla przedzialu [ae, b) przebiega analogicznie.

§ 3. Rownanie

(@) + anm(wm D eltdis@)]+ o+ o Alfal fule) )] = F (@)

1<i<i<n
Roéwnanie (4) jest rownowazne ukladowi réwnai:

@) + pfi(2)] = yi()
(@) i fo@)] = wo(@)

...................

(20)
Yn—1(2) + Yu-ilfn(@)]= F(a) .
Jako natychmiastowy wniosek z twierdzenia I otrzymujemy

Twierdzenie IX. Jezeli funkcje fi(x), 1 =1,2,...,n sq ciqggle © ro-
" snace w przedziale [a, b], nadto fi(x) > x w (a, b) oraz fla)= a, f;(b) = b,
t=1,...,n, za$ funkcja F(z) jest ciggla w przedziale (a,b), to

1° Réwnanie (4) posiada nieskoriczenie wiele rozwiqzan cigglych w prze-
dziale otwartym (a, b).

2° Réwnanie (4) posiada co najwyzej jedno rozwiqrzanie ciagle w prze-
- dziale (a, b], oraz co najwyzej jedno rozwiqzanie ciagle w preedziale [a, b).
Rozwiqzania te, jeieli istniejq, wyraiajq sig¢ odpowiednio wzorami:

plo) =20 4 Z (=) E R @) )] R o)

1,...,z”—0

hN







