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O asymptotycznym zachowaniu si¢ funkcji harmonicznych
w CwieréplaszczyZnie

On the Asymptotlc Behaviour of Harmonic Functions
in the Quarter-Plane

o

Niech u(x,y) bedzie funkcjg ciagla w éw1eréplaszezyéme T:{x>
> 0} i harmoniczng wewnatrz T, tj. w zbiorze T:{x > 0, y > 0}. Funkc]a
',ta nie jest wyznaczona ]ednoznaczme poprzez wartoci na brzegu T,
bo np. funkeje u(», y) i u(x, y)+ xy. sg rézne chociaz posiadajg te same
wartosci na brzegu. Jezeli jednak u(w, y) jest funkeja harmoniczng w poét-
plaszezyZnie y > 0, oraz dla dostatecznie duzych r = yY#*+4® (—co <
< @& < oo,y > 0) spelniona jest nieréwnosé |u(xz, y)| < M(|2°+ |y|*), gdzie
M i a<1 sg liczbami dodatnimi zaleznymi tylko od u(z, y), woéwczas
jest ona wyznaczona jednoznacznie poprzez warto§ci na brzegu [1]1).
Bedziemy pisaé («, ) ‘?(wo, 9,) na oznaczenie, ze punkt (z, ¥) zmierza

do punktu (@,,y,) po krzywej L (nie wykluczamy przypadku z,= oo
Iub ¥, = oo lub 2z, ="y, = o0). Gdy punkt (z, y) oddala sie do nieskon-
czonodci bedziemy to zapisyweé (z,y)—>oco (tutaj moze np. @——oo).

Niech #(z,y) bedzie funkcja ha,rmomcznae w T, ciggla i ograniczong
w T i niech

limu (0, y)=g, '
(1) R | -
, limu(z, 0)=g,. .
r—>00
Udowodnimy )
TW1erdzenle 1° Jezeh (z, y) —~ oo, gdzie a>0, b dowolne ?), wow-
(y=a:c+b)
91+9= 1

czas u(w,y)» + 2 arctg 5 —1 niezaleinie od b.

) vDowéd poda.ny w [1] trzeba tylko w prosty sposéb zmodyfikowaé.
%) Chodzi. o to, zeby pélprosta leiala w T. Rozwazamy tutaq punkty prostej y =
= ax+b zawarte w T. :
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T=c y=c
w(®@,y) gy, weglednic w(@,y)—>gy. .
Odwzorujmy najpierw ¢wiartke T:{z >0,y > 0} na poélplaszezyzne

¥ > 0 plaszezyzuy (¥, §) poprzez

T = w9

{ 7= 2xy.
Odwzorowanie to jest jednokrotne i ciagle, oraz konforemne jedli
chodzi o punkty wewnetrzne, bo jest to inaczej zapisane odwzorowanie
w = 2% gdzie w= F+41y, 2= wv+14y. Ostatnie zas§ odwzorowanie jest
konforemne w éwiartee T': {x > 0, y > 0}, bo tam pochodna w' = 2z % 0 1).
Poprzez (2) pélo§ x>0,y =0 przechodzi w pélo§ Z>=0,5=0,
a pélo§ x=0,y>0 na pélo§ < 0,y= 0. Proste y = ax+b (a>0,
b dowolne) lub w postaci pa.rametryezne] x=1,y=at+b, —oo<<t< oo

przechodzg w krzywe ‘

T = 2—(at+b)2 = (1 —a2)f* — 2abt — b?
{ 7 = 2at2+2bt ,

2° Jezeli (@, y)—(c, 00), wzglednie (x,y)->(oo0,¢), (¢>0), wiweczas

2)

(3) (—oo <t << 00).

Proste za§ x = ¢(¢> 0), wzglednie y = ¢(¢ > 0) przejda w krzywe

3" p= ot t
§= 20t cosb =0,
wzglednie
r=12—¢*
(3") { =
¥y=2¢ct,

bo np. punkt (¢, y) lezacy na prostej ¢ = ¢ przejdzie w punkt (%, 7) gdzie
z = —¥? y = 20y. Oprocz tego (z, y) — (oo, 0) wzglednie (z, ¥)—+(—o0,0)

y=0 y=0
wtedy i tylko Wtedy, gdy (=, y) —( o0, 0), wzglednie (z,y)—>(0, co):
=0 y=0
Niech wy(Z,y) = u (‘P z,Y), "P( ,?/)) gdzie
: = @(Z,¥y)
(1) ooy
y=v(%, %)

jest odwzorowaniem odwrotnym do (2). Funkecja wu,(7, 37) jest harmo-
niczna w polplaszezyZnie (¥ > 0) oraz ciggla i ograniczona w pélplasz-

1) Ciagloéé odwzorowania jest widoczna. Aby zbadaé jednokrotnoié w T wystarezy
wekutek ciagloei w T i konforemnotei w T zbadaé jednokrotnosé na brzegu (brzeg
przechodzi w brzeg). Na brzegu za§ zawsze albo # = 0, albo y = 0, a wiec zawsze albo
T= —y2 §= 0albo z = 2, § = 0. Stad widaé, ze punkty (x,, y,) i (s, ¥.) 8a identyczne
wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiednie obrazy (%,, %) i (%, ¥.) sa identyczne.
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ezyZnie (g 2 0) (wraz z osig z-6w).. Na brzegu obszaru tj. na osi - 6W,‘
- przyjmuje wartodei uy(Z, 0) = u (p(, 0), p(Z, 0)) = ¢,(%) ¢,(F) jest ciagla
.na osi Z-6w, bo @(Z,%) i »(Z,%) sa ciggle w pélplaszezyinie (§ > 0),
gdyz (4) jest odwzorowaniem odwrotnym do (2), ktére jest eiagle i Jedno-
krotne.
Poniewaz ¢(Z,0)=2>0, ¢(%,0)=0 dla >0 oraz ¢(z,0)= 0,
v(Z,0)=9y>0 dla <0 (pblosie przechodzq w odpowiednie polosie),
wiee

zgm ()= g,
(5 T
f( ) : ' m¢1(5)= ge -

Poniewaz u,(%,¥) jest ograniczona w' pélplaszezyinie (7 > 0), wiee
z jednoznacznofci rozwigzania problemu Dirichleta przy oblozemu @i(T)
na osi z-6w wynika, ze

(o]

= - 1 yfplf)df
&y =7 f( =&+ (G

Twierdzenie bedzie udowodnione ngeﬁ:' 1° udowodnimy, ze

o 1 o ogd—1
ul(x’y)__>91+gz Sa

+ogh
gdy (z ,y)—>oo oraz 2° uy(%, 7)—¢, wzglednie w,(z, y)—»g, gdy (%, y)—>oo,
- wzglednie (.:v, Y) —oo.

‘ &y
W dalsgym 01qgu bedziemy pisaé (v, y) zamiast (Z, 7).

Dowéd 1° Z (5) wynika, ze dla & > 0 istnieje takie R> 0, Ze g, — ¢ <
<o2) <g+¢ dla e < —R oraz ga—e < ¢p1(w) < 9o+ ¢ dla # > R. Mamy

réwniez
1 . &) dg 1 1
w(e, 9)=1 f e L f + f

Oznaczmy pierwszg catke przez I,, trzecig przez I, i drugae przez I,;. Je-
zeli (@, y) oo, wéwezas I;—0, bo

R .
' y‘h(f)df 4 ydf MZR——)O

(@— 5)2-!— ¥l = ) =8ty ¥ =
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gdy y—>oc0 1) (M oiﬁa‘cza- ta,kéd’stral&, ze |g,| < M). Dla; catek I, i I, mamy
nieré6wnosci

-R : . —R
< Hh—e (0 yd g:+e yag
7 J @S a _f (z— &P +9
92‘81 T yde Gte [ yde
= | e bt Rf @G-ty

" -r -R ‘d(é) e d(f_““?)

;i (a'o*—'y;)iTg—er*:_i ,E%“= f
. -y .

Y
E—x\I-F —R—z\ =
= arct, (—H = arct, ( )—i—-
g v i 2 5
oraz
YA _ et (£ l°°_?E_ —7
1‘!(‘”—5)24' 5 arctg( ; ).3—2 arctg ;
a zatem i
fh—c(n R—zx htelnm T
- (§+a,retg )<11< - (§+a,rctg )
oraz
E @ -
9 S(E_arctg——)<Iz\<92;:"'(g~arctg~—)
Jezeli (x,; y)—>oco woOwWeCzas
®
. —R—ax . R—x .. iR+(a2.—1)t2+2abt:|—_If_a2—1 .
i = lim === lim Sai? + 20 =24

a wieec dodajac ostatnie nieréwnodei i przeehodza;c z punktem (z, y) do
nieskoniczonosei wzdtuz (3) otrzymamy

gi—¢ [ at— gs— 1 o .
p (-2—+arctg a )—|— (—— rctg——a—) liminf(I;+1,) <

w2 (@.y)>00 .
@

glirﬁsup( 1+12)<g1+ ( +arctg~—)+gz+a(——arctgaz_al),

(@)oo m \2
(s)

1) Z (3) wymka, %6 punkt (¢, y) oddala sig do nieskehczonokei wtedy i tylko Wtedy,
gdy £—+oo, bo a> 0, a wtedy na podstawie (3) zawsze y—>~oo
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czyh

(gl+gz+gl g 1 — aretg ;l) e < liminf(I1,+1,) <

(z,y) >0
@)

- 2
< limsup (I, +1,) < (m + h9x. ;1t a,rctga2a 1)+-8 .

(08,11)—;00

Takie same nieréwnodei bedziemy mieé, gdy zamiast I,+I, weimlemy
I, +1,+1;, bo I;>0, gdy (w,y)—->oo Poniewaz

—R R -5} :
liming(Z,+L,+1,) =limint ( [ + [+ [ )= lim (liminf(Z, + I,+ I,))
(=, w)(;oo (, 1.!){;oo —o0 -R R R—o0 (a:,zr)(—s;oo

i podobnie
limsup (1, +1,-+1) = lim (limsup(L,+1,+ 1))

(mw»’ (my)(;;w
oraz poniewaz mozemy zmierza¢ z ¢ do zera, gdy R—>oo, wige stad wy-
nika, ze _
— 2 __
liminf (I, +1,+1,) _llmsup(I +I,+1,) = 91-2'_92_;_91 9e jl_t ote 1

(z,y)—00 2
{8) (a) -

i pierwsza c¢zedé twierdzenia zostala udowodniona.
Dowéd 2° Jezeli (m,y)—>oo, czyh (2, y)>oco wzdluz krzywej (3'),
()

c2—{2

wowezas hmg = }im S = % wugc
: Y 7 —R—2 =& = :
I T aret T dy (.
__0[ (E—zpt+qe 2 -|—‘a,rc g v ) ‘|‘2 T, gay (-’”:(’/)(;;00
zag
3 Rz =#n =
Rf ——arctg 7 5 —5= 0,
R .
gdy (m,y)—:oo i podobnie jak poprzednio f I 1 yflgz)j_é ; >0, gdy (@, y) 00

Zatem (zachowujac poprzednie oznaczenia) Iz—>0 1,0, gdy (z, y)— oo,
(8"

oraz
¢i—e < liminfl, <limsupl, < g,+¢ 1)
(m,uza—;oo (:c,u)(—;w
5 -

1) Gdyz dla e> O istnieje B> 0 takie, ze

—z Gits (n ~R—x
)<I,§ p (2-|-a,rctg. v )

g lid -
p (2 ‘+arcvtg

4*
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a wiee
Ji— hmlnf(Il+I +1I) < hmsup(Il+Ia+Ia) gite

(z.v)—»co (@)
@) @)

i wobec tego podobnie jak w 1° wynika stad, z'e
lim %,(x, ?/) hmmf(11+Ia+Is) =0 -

()0 (z,y)—>00
€3] @)

Zupehue “podobnie mozna udowodnié, ze jezeli (m, y)—>oo, wowezas
%)

Uy (@, y)—>gp. Twierdzenie ]est zatem udowodnione.

Uwaga 1. Wréémy do funkeji u(w,y). Jezeli |u(w,y)|< M dla
x>0,y =0 oraz u(0, y)—g,, gdy y—>co, lecz nie istnieje granica «(x, 0),
gdy w—co (np. gdy w(z,y) jest taka, ze u(0,y)=0 i u(z,0)=sinw),
wbéwezas réwniez u(c, y)—g,, gdy y—>oo (¢ > 0), bo woéwezas Tozumujac
podobnie jak w dowodzie drugiej czedci twierdzenia. udowodnimy, ze
gdy (o, y')(—:oo, wowezas
o :

I,->0'i I,—»0 oraz ¢,—e < liminfl, <limsupl, < g,+¢.

(@)~ (x,p)—00
. 37 £y}

Uwaga 2. W przypadku gdy w calce — f Cﬁ%% funkeja ¢,(£)
jest catkowalna w kazdym przedziale skoxiczonym i taka, ze ¢y(x)->9g, gdy
&—>—oo oraz dla dostatecznie duzych z-6w dodatnich istnieja state K > 0
i0<a<} takie, ze |p,(2)| < Ka=?) (a wige ¢,(x) nie musi byé ograni-
czona na calej osi x-6w), wowezas

?/‘P1 —a. .
(:c,y)-»co 73 (.’L‘ & )2 + '3/2 ! /

Wiynika to stad, ze podobme ]ak w. dowodzie drugiej czesei twierdzenia -

00 -

I;—>0, gdy (w,y)——>oo, dla I, mamy podobne oszacowania, zas
(t 9]
A

y‘Pl(f
sl = U(w e <X | ey e

Pomewaz (2, y) o0, czyli dla ¢ dostate'czme duzego « jest ujemne, wiec
3

dla takich z-6w ostatnia catke mozna oszacowaé przez
[y 1y e 1y
£&=R 2 —a (R—m)“

1 2cl

= - .——-)0’

2—a (R—+)
1) Cazyli dla dostatecznie duzych x funkeja spelnia warunek Lipschitza.

g E—af  2—a(t—o)
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gdy t—>oo,‘bo a < %. Zatem

1
lim — j =g, gdy (#,9)=>c0.
@)
- _w_
Uwaga 3. Widaé, ze twierdzenie bedzie prawdziwe, gdy (x, y)—>oco
niekoniecznie po prostej y = am—i—b lecz po krzywej, ktérej asymptota
jest prosta y = ax—+b.

Katedra Funkecji Analitycznych
Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakow
Otrzymsano 21. 11. 1958 r.

SUMMARY
On the Asymptotic Behaviour of Harmonic. Functions in the Quarier-Plane

Let %(z, y) be a harmonic and bounded function in the set > 0, y> 0 and conti.
nuous in the set x>= 0, y== 0.

The author examines the behaviour of u{(z, y), when (@, y) tends to infinity along
any straight line and if it is known the behaviour of « (x, y) when the point (x, y) tends
to infinity along half-axes x= 0, y>> 0 and >0, y= 0.

- BIBLIOGRAFIA

{1] M. Krzyzanski, O rozwiqeandu zagadniéenia Dirichlela w pﬁi’/pmstrzem, Zesz.
Nauk. U, J. Dz. Mat.-Fiz. Chem, 14, 41 (1957).



