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O monotoniczno$ci funkcji ekstremalnej Leji o11(z, B, f,)
wzgledem parametru ;

On the Monotonity of 'Leja’s Extremal Function @z’lwiﬂ(z, E, 1)
in Relation to Parameter ;

Niech E bedzie zbiorem domknietym i ograniczonym o pojemnosei
logarytmicznej ¢(E) >0, ¢g(2) i h(z) — funkcjami rzeczywistymi, okreslo-
nymi i ograniczonymi (ciaggltymi Iub nie) na zbiorze E, 2 — dowolng liczbg
rzeczywista > 0. Przyjmijmy fi(2) = g(2)+ Ah(z). Niech 2™ = {2y, 2, ..., 2}
bedzie dowolnym ukladem »+ 1 réznych punktéw zbioru E. Przyjmijmy - '

: n
) o0z, 20, f = [ [ 7)o, 0,1, m;
2
' ﬁ%?
(2) D,(2, E, f;) = inf {max |[®D)(z, 2™, f)]}, n=1,2,.
‘ Mmeg O

Wla.domo [1], ze w plaszczyznie zespolonej otwartej istnieje gramca
skoriczona

(3) @(z,E fz)—llml/‘p (2, B, 1) .

Celem tej noty jest udowodnié, ze: ‘
Jesli g(z) =20 dla 2¢ E i 0 <A <4, to dla dowolnego %
(4) DUz, B, f,) < DV (z, E, fx) . L

Dowéd. 1° Zatézmy poczaptkowo, ze liczby 4 i A’ s3 wymierne,

’

®) | =L <

’
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=1,




- gdzie liczby p, g, p’, ¢" 53 naturalne. Oznaczmy przez o® = {®oy Tyy wevy Bn}
uklad #+1 takich punktéw zbioru E, ze ’

¢

e Izl
n “f;(mpm(zk) >} sup - H e T *

- » . OIS #MCE o<i<k<n
7 nieréwnosci tej wynika, ze dla dowolnego zeE
(6) PNz 2™, f)] < 20059, §=0,1,2,..,n

Niech 2®?) = {20, 2, ..., Zugp} bedzm dowolnym ukladem ng'p+1 réz-
nych punktéw zbioru E. Uwzgledma]apc (1) i (5) otrzymamy na mocy
WZOTl mterpolacyjnego Lagrange’a tozsamogé

. o

[Pz, o™, f)]p'e = 2, [d}(ﬁ(zk:‘ zm, fz)]m’cL(k)(z, é(M’:D)) ’ 7 - 0, 1:“"'; 7y
& : R
. ll.
gdzie L#¥)(z, 2na’P)) = H ; ) & ktore] wynika dzieki (6) merownoéé ‘
T
o
(7) ,d)(j)(z, m(.n), h)lpq < 2'pq2‘ enp'Qf"(z"‘),L(k)(z, z(ﬂqp))‘ , §=0, 1’ - B
k=0

Pomewaz );1—=q—3 1 i g(z) 0, wiec p'qg(2) < qu(z) Zatem

nP'qfi%) = np'q [g(zk) +;—’ h (zk)] Sng'p [g(zkH- ;—’; h(zk)] = , ]
= ”qufl’(zk) y k=0,1,.., "’qu”,li,
skad na podstawie (7) | o
I@‘f?(z’ 'm(”)’ ) |plq < 2p’q(nq,p+ 1)max ]Qﬂ)(z, z(nq’io), fA’)I ’ i=0,1,...,n.

Biorae teraz pod uwage. se @u(¢, B, f;) < max |0D(z, s, f;)| oraz, 6
v ) : ‘ )
uklad 2®¢? jest dowolny; otrzymamy nieré6wnodé ' 1

D2, B, 1) < 27ng'p+1)Bugle, By fr),  n=1,2,

Wyciagnijmy z obu stron tej nieréwnofei pierwiastek stopnia np’p. W gra-

nicy, gdy n—oo, przéchodzi ona wtedy w nieré6wnodé (4). A
2°, Udowodnimy teraz nier6wnofé (4) bez zalozenia, ze liczby A’ i A s

88 wymierne. Dobierzmy w tym celu dwa ciagi liczb Wynnernych {tin} : '

i {} zbiezne odpowiednio do A'i 1, z ktorych pierwszy jest rosnacy, a drugi

malejaey, § —

Yn < lglévk, n,k=1,2,.. oraz ’,u,,'H.' i wmid. |
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Zalézmy chwilowb, Ze'h(z) > 0 d_la, ze E. Wtedy za.chodzae meréwnoécx
f,;"(.z) f;/(z) l2) < f,(2) , zeE ny k=1, 2,

‘zl ktérych dzigki (1), (2) i (3) wynika, ze '

8) - 9 B, f,) <Ok B, fy) <O, B, f) <O, B, ),

gdzie z jest dqwolhap Hezbg zespolong in,k=1,2,.. Poniewaz u, i v
83 wymierne oraz u, <<, dla n,k=1,2, ..., wiec zgodnie z 1° mamy

Qllvk(z,E’f”k)g@ul‘n(z’E’fH)l’ nk=1,2,..,
skad dzigki (8) Wnioskujemy, ze
(9) @"’k(z,E h < @”’k( 2, B, f,) <@z, B, f,) < 0"z, E, fr)
R nk=1,2,..
Jedli », k—>o0, t0 w granicy nieréwnodci te ddj& (4). o
Uwolnimy sie teraz od zalozenia, ze h(2) jest funkeja nieujemng. W tym
celu zauwazmy, ze istnieje. taka liczba dodatnia ¢, Zze funkecja h*(z)= -
= h(z)+c¢>0 dla z¢E, bo funkecja h Jest ogramczona Niech f;(z)u-
= f,(2)+ A¢. Oczywiscie
- (10) Uiz, B, i) <P (2, B, f}), ng < <.
Ale z definicji funkeji @ wynika, ze D(z, B, ff)'= e%®(z, B, f,). Zatem
nieréwnosé (10) jest réwnowazna nieréwnosei (4), ebdo.
Uwaga. Dowodzi sie [2], ze funkcja

4 _1. D2, E,fi) :

ul(z7 E’ h)_ilong(z’E’fo)7 gd'z"3 f( ) Ah(z)
-jest harmoniczna w skladowej D (E) dopetienia CE, zaw1era3@cej punkt oo
w swoim wnetrzu, oraz ze rodzina funkeji {u,(z, E, h)}, gdzie 4> 0, jest
wspélnie ograniczona na -calej plaszczyinie, przy czym

wiz, B, h) <h{z), dla zeE. o
Z udowodnionej powyzej nieréwnodci (4) oraz z twierdzenia Harnacka.
wynika, ze-na calej plaszezyZnie domknietej istnieje granica

u(z, B, h) =limu,(z, B, h).
0

Granica ta jest w obszarze D(Z) funkeja harmoniczng.

Mozna udowodnié, ze: 1° Jesels h(z) jest funkeja ciagla, to w(z, E, k)
jest wogdlnionym w sensie Kelloga-Wienera rozwiqzaniem problemu Diri-
chleta dla D(E) z oblozeniem h(z).
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2° Jezeli brzeg obszaru D(E) sklada sie 2 samych punktow regulamyéh

2¢ wzgledu na - problem Dirichleta, to funkcja w(z, B, h) przedstawia jedno -

z uogdlnionych w sensie’ Perrona rozwiqeari problemu Dirichleta dla D(E)
z obloseniem h(z) (gdzie h jest dowalng funkeja ograniczong). ‘
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SUMMARY

On the Monotonity of Leja’s Extremal Function ®viz, B, f;) in Relation to Parameter A

The aim of the notice is to give a quite elemantary proof of the inequality (4), which
is very useful when we want to give the Kellog-Wiener or Perron solution of the Di-
richlet problem by Leja method of the extremal points.
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