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Andrzej Lasota
O zwiazku miedzy problemami poczatkowymi i brzegowymi dla
’ réwnania rézniczkowego zwyczajnego n-tego rzedu

A Note on the Relationship betweén the Initial and the Boundary
Value Problems for Ordinary Differential Equation of the n-th Order

Dla uproszczenia rozwazan bedziemy zakladali, ze prawa strona
rownania

(1) y(n)= f(‘vy Yy ooy y(n—l))

. to znaczy funkeja f(@, Yo, ..y Yn—1) jost okreglona i ciggla w pasie nieskon-
czonym
(2) qswg b; Yoy .oy Yn—1  dowolne.

, Wiadomo, ze jedli funkcja f(®, ..., Yn-1) jest odpowiednio regularna,

na przyklad posiada pochodne czastkowe eiggle wzgledem zmiennych
Yoy ++-y Yn—1 lub spelnia wzgledem tych zmiennych warunek Lipschitza,
wowcezas réwnanie (1) posiada dokladpie jedno rozwiazanie spelmiajace
warunki poczagtkowe

(3) ‘ y(i)(ao)=yi i=07~",”_1 a<agsb.

- Rozwigzanie to daje sie przedluzyé na caly przedzml [a, b], ]ezeh funkc]a

(@, ...y Yn—y) spelnia warumek
n—1

(4) (&5 Yoy s Ynd) | < E+L 3 s [41.
1=0

Wiadomo réwniez, Ze problem brzegowy dla réwnania (1), to jest
problem polegajacy na poszukiwaniu rozwigzania spelniajacego warunki
brzegowe

()  yla)=p i=1,..,n a<u<db ortae da i#j
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nawet przy bardzo wysokiej‘ regularnofci funkeji f(@, ..., Y1) i przy -

zalozeniu (4) moze nie posiadaé rozwigzan. Jako przyklad moze- tu
" shuzyé réwnanie

. . y'=—y,

ktérego'wszystkie rozwigzania dane sa wzorem

¥ = Csihm';}-Dcosw
i wéréd ktérych nie ma ani jednego spehiajgcego warunki
| ¥y(0)=0, ym=1. .
| Warugki te bowiem dostarczajg na stale € i D sprzecznego ukladu réwnat
' D=0, -D=1.

_ Z drugiej jednak strony znane sy twierdzenia gwarantujace istnienie
- w calym przedziale [a, b] rozwiazantt problemu brzegowego przy zalozeniu,
- ze funkeja f(@, ..., Yn—1) spelnia warunek (4) i ze punkty ay, ..., a, Wy-
stepujace w warunkach (5) lezg dodé blisko smble [1]. Wysta,rczy na przy-
klad, azeby

(6)' ‘ ‘ " max ]a,~ak|<rmn(1 _11_;)
L,k=1...n

Fakt istnienia rozwi@zaﬁ problemu brzegowego przy zalozeniu (4),
w wypadku gdy punkty e, ..., a, leza dostatecznie blisko siebie oraz
fakt, ze problem poczatkowy jest przy tym -zalozeniu réwniez TozZwWig-
zalny w, calym przedziale [a,d] nasuwa my§l o zwigzku miedzy tymi
problemami. Zwigzek ten wyraza sie miedzy innymi w bliskodei rozwig-
zan tych probleméw w odpowiednich warunkach. Wy]aém go przyto-
czone ponizej twierdzenie. ‘

Zanim jednak przystapimy do sformulawa.ma odnoénego twierdzenia,
przypomnimy definicje ilorazu réznicowego rzedu m oraz jego najprostsze
wiagnodci [2]. Niech dana bedzie w przedziale [a, b] funkeja g(x) taka, ze

g(a) = ";=1’~--!sn'

Tlorazem réznicowym rzedu m (m< n) funkeji g(a) na,zywamy wyra-
Zenie

-Dm[au '-aam+1: B1) -’:'- 9_'ﬂm-+_~1]':=:
: B m+1

_ By }
L m.! ._21' (6, —ay) ... (ay— @y} (@ — &y y1) ... (a,—au;.'“) ’
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W szczegélnodei ‘ S
Day; fil=B: .

- Jezeli funkcja g(x) posi'adav w przedziale [a, b] pochodné ciagle az do
rzedu n wigcznie, wowczas istnieja ta,kie liczby &pn, Ze '

() ' —Dm[al.'i ey Gmg1; Bry vees Pmir] = g(m)(‘fm).
min o <ép < mMax o m=0,...,n—1.
=1y mtl 5 =1, md o

Wynika stad, ze w tym przypadku

Jdim -.Dm[ah‘ cooy Oty PBry ooy Bmia]= g(m)(ao)k m=0,..,n—1.
i-—-?,.—.:zrgwl )
Twierdzenie. Niech funkecja f(:v, Yoy ooy Yn—1) bedzie ciagla w pa-

sie (2) i spelnia w nim warunek (4). '
Wtedy:

1°. Istnieje w przedziale [a, b] co najmniej jedno rozwigzanie go(z) ré6w-
nania (1) spelniajace warunki poczgtkowe (3).

2°, Dla kazdego ukla<du punktéw

o ' A: (al.! B1)y <oy (a,,, Bn)
takich, ze

. h - 1
(8) o |a,~—a0]<§-, h<mm(1,ﬁ)

istnieje w przedziale [a, b] co najmniej jedno rozwigzanie ¢.(z) réwna-
nia (1) spelniajagce warunki brzegowe (5).

Jezeli ponadto zalozymy, ze rozwigzanie g.(w) jest wyznaczone przez
warunki poczatkowe (3) jednoznacznie oraz, ze zmienne ﬂl, .y Bn zaleza
w ten sposob od claégu zmiennych ay, ..., ay, Ze

Lm D™ayy ey Omrt Pry ooy Bmgrl=pym Mm=0,..,0—1,
;0 '
t=L...,n

wtedy takze
3e. Rozw1qzama pa(w) zmierzajg ]ednosta]me w przedmale [a, b] wraz
z pochodnymi az do rze¢du n wigeznie do rozwigzania gg(x).
Uwaga. Tezy powyzszego twierdzenia zostaly podane w trzech
punktach. Dowody tez wymienionych w.punktach 1° i 2° s3 zawarte
w cytowanych pracach. Dowdd tezy zawartej w punkcie 3° podajemy

- ponizej.
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]?owéd. Ograniczymy sie nie zaznaczajac tego osobno do wartosei
.y ..y @y zawartych w przedziale A, & [ao—g, a0—|—§].
Poniewaz ilorazy

d
D% =fDm(a1, ey Omyay Bry vooy Bmaal

zZmierzajg przy ox—a, (k= 1, ..., n) do wartosei VY moiemy wiec zatozyd,
ze 83 one w przedziale A ograniczone (w razie potrzeby mozna h odpo-
wiednio zmniejszyd). Mamy wiec ’

9 DU <M m=0,..,n—1.

Z whagnodei (7) ilorazu réznicowego oraz z okreglenia catek p4lx) Wy-
nika, ze istnieja w przedziale

A4 %[ min a;, Max o;]

1=0,...,n 1=0,..0,7

liczby &, . takie, ze

(10) D= m=0, .., n—1.

Mamy wiec

|#52(a0) = il < |¢@Aa0) — D& )|+ | Dis— 7] -

Stad, uwzgledniajac, ze liczby £1,4 1 ay nalezg do przedziatu A, zawar-
tego w przedziale A4,, otrzymujemy na podstawie twierdzenia o wartogei
fredniej nieréwnogé

|¢%(a0) —yi| < |AA|m=:x [pL(@)|+ |1 D% — )| .
TE, /l

7 nier6wnodci tej wynika natychmiast, ze przy a;—a, (i = 1,..,n}
qJZ”)(ao)—wm (m =0,..,n—1), jezeli tylko istnieje stala R (niezalezna
od A4) taka, ze : o

(11) . P4 L max jply(z) < R.
- . :cedh

Stad za$ na podstawie twierdzenia o ciaglej zaleznosdci rozwigzan réwnan
rézniczkowych od warunkéw poczatkowych wynika teza naszego twier-
dzenia [3]. Wystarczy zatem dla ukoriczenia dowodu dowiedé istnienia,
stalej R.

Mamy oczywiscie

92(@)] < |9%(6a) |+ [pD(@) — ¢D(8;.0)]



Zwiqzek miedzy problemami poczathowymi 'i"b'rzegowymi' 63

stad po ﬁwzglednigniu (9), (10) i (11) dia @ z przedzialu 4, otrzymujemy

L )] < MR
ezyli

(12) Py < M+Mplt i=0,..,n—1.
Z drugiej strdny, poniewaz ¢ 4(x) jest calkg réwnania (1), wige na pod-

stawie zalozenia (4) otrzymujemy
n—1

oP(@)| < K+L Y ¢(@)

=0
skad
(13)

n—1
Py < K+L D) vl.

=0
7 nieré6wnosei (12) i (13) oraz -oszacowania (8) wartofci h otrzymujemy
po prostych rachunkach, ze -

K4+nML

e
Pa< B=nM 75T

t=10,..,n—-1,
co konezy dowéd twierdzenia.

Nalezy na koniec zauwazyé, ze istotng role w powyzszym twierdzenin
odgrywa zatozenie (4). Bez tego zalozenia moglyby nie istnieé catki @)
i g 4(x) okre§lone w calym przedziale [a, b] (catka ¢4(z) moglaby nie istnieé¢
nawet lokalnie). Jezeli jednak zatozymy nawet istnienie takich calek, to
i tak twierdzenie bez zalozenia (4) jest nieprawdziwe. Swiadezy o tym
nastepujacy przyklad:

Wezmy pod uwage réwnanie

Yy = —(1+g)y‘“’ p>0.

Calkg tego réwnania jest funkeja identycznie zerowa. Jest ona przy tym
jedyna (ze wzgledu na regularno$é prawej strony) calkg spelniajacy wa-
runki poezatkowe .

y(O=0, yO)=0.

Catkg tego réwnania jest rowniez dla kazdego M >-0 funkcja ¢u(w), ktorg
- okre§lamy w przedziale
[Oj M-P/2F(1)]

jako funkcje odwrotna do funkeji

putn)= Hp(¥) o<y<H,
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a w przedziale
[ M-#F(1), 2P (1)]

jako odwrotna do funkeji

@M(?])=‘M"‘D/2[2F(1)_E(%)] M<y<2M,
przy ezym |

F @
F(w) =;f o

Funkeja gp(e) spelnia, jak latwo widaé, warunki brzegowe

.

oula) =By gula) =4ps, . .
q=pF=F=0 a=2M-?2F(1).

Oczywidcie ilorazy Da,; f;] i Difay, a5 By, B:] 83 dla funkcji @u(z) stale
rowne zero i z:merza;ap przy M —>co do zera. Do zera réwniez przy M —oo
zmierzaje o, ia,. Calka gu(x) posiada jednak w punkcie o,/2 ma.xunum
réwne M, a zatem do flmkcp identyeznie zerowej nie zmierza.

7 przykladu tego wynika réwniez, ze oszacowame (4) jest mozliwie
najlepsze sposr6d wazystkich oszacowan typu

a1

(14) 1@ 90 ey )] < K+LZI%I"

i=0
i ze dla ¢ > 1 twierdzenie jest nieprawdziwe.
" Katedra Analizy Matematycznej

Uniwersytetu Jagiellonskiego, Krakéw
‘Otrzymano: 24. 11. 1958r.

SUMMARY

A Note on the Relationship between the Initial and the Bowndmy Value Problems for
Ordinary Differential Equation of the n-th Order

We assume that the right-hand meémber of the equation (1) satisfies (4). Equation (1)
is supposed to possess the uniqueness property. Suppose that the difference ratios de-
termined by the boundary conditions (5) converge to initial data (3). Let ¢,(x) be the

c e Tave W T B
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integral of (1) and let @ ,(x) satisfy (5). Denote by @.(x) the solution of (1) such that
¢MNe,) =y, (1= 0,..,n—1). It is shown that

limgP@) = ¢P@) (=0, .., n—1)

uniformly in the donsidered interval. We present an example which indicates that the.
assumption (4) is the best one if we restrict ourselves to conditions of the form (14).
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