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O ‘pierwszym zagadnieniu brzegowym dla réwnania ¥ =7t v, )

Rozwazaé bedziemy zagadnienie brzegowe dla réwnania
(1) 9 =iy,y)

polegajace na znalezieniu rozwiazania () spelniajacego warunki brze-
gowe - ' '
(2) X y(0) =y(1)=0." A

W dalszym ciggu celem uproszezenia zagadnienie to nazywaé bedziemy
krotko zagadnieniem (1), (2). Celem naszych rozwazan bedzie pokazanie .
W jaki sposéb, na drodze bezposrednich konstrukeji, mozna przy pewnych
typowych zalozeniach zagstosowaé do rozwigzania problemu (1), (2) me-
tode topologiczng Prof. T. Wazewskiego. )

W pracy [3] podany jest przyklad zastosowania wspomnianej metody

+ topologicznej do zagadnienia z warunkami brzegowymi, ktére w odnie-

sienin do réwnania (1) przybieraja nastepujacg postad: | '

(3) y(0)=y'(1)=0.

Nalezy podkreglié, ze przedstawiony w niniejszej pracy wynik po-
siada w pierwszym rzedzie znaczenie - metodologiczne ). - .
1. Odnosnie do pojeé¢ uzywanych w naszych rozwazaniach odwotujemy
si¢ do pracy [3]. Bez zwezenia ogélnodci mozemy w dalszym ciggu zakla-
daé, ze omawiane réwnania czy tes uklady réwnan 83 jednotliwe (p. [1]
i [3] str. 313). .
O prawej stronie réwnania (1) zakladamy co nastepuje:
(4)  funkeja f(,y,2) jest. ciagla dla t [0, 1] i"y,2 dowolnych
(5) istnieje stata M > 0 ‘taka, ze dla —oo < Z2< 400,00 <t <1 za-
chodza warunki:
ty,2)>—-M, gdy y>0
&, y,2) < M, gdy y<o0.

1) Przqglad twierdzen o istnieniu rozwigzan problemu (1), (2) znaleié mozna w [2].
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Réwnanie (1) zamieniamy na uklad

6 V==
- . ¢ =1(t,9,2). 4'
Weimy pod uwage uklad poréwnawezy
. y’ .

(7)

. Na drodze elementarnych rachunkéw latwo sig'przekonad, /Ze réwnanie
powierzchni utworzone] przez catki ukladu (7) wychodza_,ce z prostej
o réwnaniach y = 0,t =1 ma nastepujacg postaé '

(8) = a2 .
2 : 2
Linia przeciecia powierzchni (8) z plaszezyznag ¥ = 0 ma réwnanie
- Du+D+e—1-2@-1) 0.
Stad, dla 0 <t < 1 wnioskujemy, ze linia ta jest prost@ o réwnaniu

: M, M
.(9) 7 CE= Tt

Rys. 1.

Dalsze rozwazania odniesiemy do rysunku 1. Prosta (9) jest prosta
wyznaezong przez punkty C i E. Prowadzimy teraz plaszczyzne

(10) , 2= %—Mt ,
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k.téra wyznaczona jest przez punkty A, B i F oraz bierzerhy odbicie
symetryezne wzgledem osi ¢ odeinka AB: odbicie to oznaczamy przez ED.
Lezy ono, jak latwo sie przekonad, na plaszezyZnie o réwnaniu

(11) : z=Mt—|—%£.

Zauwazmy jeszcze, Ze prosta BD jest prostg o réwnanin ¢t =1,y = 0,
punkt F na wspéhrzedne (0, M, —/2) oraz odcinki EF i BC leza na
powierzehni (8). v

Rozwazane w dalszym ciggu platy powierzchniowe traktujemy jako
platy bez brzegu (platy otwarte): Odcinki otwarte piszemy w postaci AB:
odecinek zawierajacy A, lecz pozbawiony B oznaczamy przez AB a odei-
nek zawierajacy oba kotice oznaczamy przez AB. Oznaczmy teraz przez Sf
(powierzchnia zakreskowana na rysunku) powierzchnie utworzona z tréj-
kata CDE oraz czesel powierzehni (8) ograniczonej przez odeinki BC, CE,
EF i luk FB lezacy na plaszczyznie (10), a przez S5 plat wykrojony z plasz-
czyzny (10) ograniczony przez odeinki A, AB i huk FB. Plat powstaty
przez sklejenie wzdhuiz tuku BF platéw Sy, 87 oznaczamy przez 87—
— 8% = 8f - 8F. Przeprowadzajac analogiczna konstrukeje dla ukladu
poréwnawczego ‘

Yy =z

(12) .

otrzymamy powierzchnie 8 = 87 4 8;, gdzie 8, sklada sie z tréjkata
ABC oraz platu ustanego przez caiki ukladu (12), okreslonego podobnie
jak w przypadku ukladu (7). 8; bedzie odbiciem symetrycznym wzgle-
dem osi ¢ platu S; . Analogicznie S; bedzie stosownym platem lezgcym
na plaszezyznie (11) pod plaszezyzna (t,z): 8; bedzie odbiciem syme-
trycznym wzgledem osi ¢t platu 85 . Obszar ograniczony przez platy 8™, S~
oraz tréjkaty AEF i AEQ (G jest obrazem symetrycznym wzgledem 0
punktu F) oznaczmy przez o. Pojecia punktéw wyjécia, wejscia, poslizgu
calek etc odnoszg sie do ukladu (6) i obszaru o.

2. Wykazemy nastepujacy lemat:

Lemat. Przypu$émy, ze spelnione sa zalozenia (4) i (5). Woéwezas
kazdy punkt nalezagcy do S -8y +AC+EC jest punktem Scistego
wyjécia. Kazdy punkt nalezacy do S5 +8; jest punktem Scislego wejécia.
Punkty odcinkéw AB i ED oraz tukéw BF i D@ s punktami zewnetrz-
nego poslizgu. .

Dowéd: Dowdd przeprowadzimy dla stosownej czedei brzegu
zbiorn o, znajdujacej si¢ nad plaszczyzna (i,2). Dla pozostalej czesci
brzegu dowdd przebiega analogieznie. ‘
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Przepiszmy réwnanie powierzehni (8)
B(t,y,2) ‘=’y—%[t2+Mt—zt+.z—~ _J;f =0

oraz ukiad (6)

I_____z.

y =
z’-= f(ty ¥,2).

Pochodna zupelna & (t, y, z) fankeji @ wzgledem ukladu (6) ma postad
- nastepujaca: ‘
Q.D(t, Y, %) = (1—t)_(f(t7.y7 2) +M) .

Jezeli y=0to f(t,y,2)+M >0 a wige przy 0 <t <1 jest & > 0. Lecz
punkt (3, 0,0) e w i D(}, 0, 0) < 0. Punkty plata krzywoliniowego BCEF

sa wiec punktami Scistego wyjdcia.
Wezmy plaszezyzne (10) o réwnaniu z-+Mi+ % = Y¥Y(t,y,2) =0,

Pochodna zupelna ¥ wzgledem (6) ma postaé
P = M—]—f(t,y,z)

-

i dla y >0 jest ¥ > 0. Zarazem ¥(},0,0) > 0. Wynika stad, ze punkty
plata 87 sa punktami écislego wejécia. Punkty fuku BF beda wiec punk-
tami poflizgu zewnetrznego. Yatwo sie przekonaé, ze punkty plata CDE
i odeinka EC sg punktami scislego wyjscia. Z drugiej strony mozna poka-
zaé, podobnie jak dla plata Sy, ze punkty plata S; sa punktami $cistego
wejécia. Wynika stad, ze punkty odecinka ED sa punktami poslizgu ze-
wnetrznego. Analogicznie pokazujemy, Ze punkty odcinka AB sg punk-
" tami podlizgu zewnetrznego. Lemat mozemy wiec uwazaé za udowodniony.
Twierdzenie. Zalézmy, ze spelnione sa warunki (4) i (). Istnieje
woéwezas co najmniej jedno rozwigzanie problemu (1), (2) przebiegajace
dla 0 <i<1lWw o : ‘ o ‘
Dow6d: Wezmy pod uwage tuk pojedynczy Z, (zaznaczony na rys. 1
linig przerywang) o koncach Ay, i Hx, lezacy w obszarze o i niech' 4, ¢ ABC
oraz By e CDE: Krzywe Z, mozemy tak dobraé, aby spehmiony byl na-

stepujacy warunek:

(13) o(Zn, AB)>0, gdy n—>+oo.

Rozumowaé bedziemy podobnie jak w dowodzie tw. 1 pracy [3]. Przy-
pusémy, ze nie istnieje rozwigzanie ukladu (6) wyehodzgce z tuku otwar-
tego Zn, przebiegajace catkowicie w w i kotiezgee si¢ na BD. Kazda calka.
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ukla.du (6), wychodzaca z huku otwartego Z,, da sie przedtuzyé do brzegu.
Gdyby wer6d tych calek byla taka, ktéra stale przebiega w o to musia-
laby ona docieraé do BD. Przeczyloby to nalzemu przypuszezeniu. Stad
i z lematu wynika, ze kazda calka wychodzaea z tuku otwartego Z, spo-
- tyka sie ze zbiorem S = 8 +8;. Kazdemu P ¢ Z, mozemy wiec Pprzy-
pisaé punkt @ ¢ 8, w ktérym calka ukladu (6) wychedzgca z P spotyka S
po raz pierwszy. Przyporzagdkowanie to oznaczamy przez C. Mamy za-
tem Q@ = C(P). Kladmemy zarazem z definicji C'(d,) = A4q, O(Fy) =

Tak okre§lona transformac_]a C(P) jest ciggla na luku domknietym Zn '
(p. [3] lemat 1) Latwo zauwazyé, ze zbiér skladajacy sie z dwu punktéw
An 1 By jest retraktem zbioru §: transformacja retrahujaes jest transfor-
macja U(Q) okre§lona jak nastepuje:

U(0) ___{E,z, gdy Q8
1da, gdy, @QeS8i.
Transformacja zlozona UC(P) jest ciagla na luku domknietym Z,
i przeprowadza go w kofice Ay, E,. Poza tym UC(4,) = A, i UC(E,) =
= En. Zbiér skladajacy sie z kofcéw A,, E, krzywej Z, jest wiec re-
traktem tej krzywej, co jak wiadomo nie zachodzi. Istnieje zatem catka ¢,
ukladu (6) laczaca tuk otwarty Z, z BD. Wobee (13) i z uwagi na fakt, ze
calki laczace Z, z BD Drzebiegajg w obszarze o z latwoscia dowodzimy,
ze istnieje ciag wybrany catek €., zbiezny w (0, 1] niemal jednostajnie
do rozwigzania problemu (1), (2) przebiegajacego catkowicie w . Twier-
' ~dzenie nasze zostalo zatem wykazane. :
Zauwazmy, ze domkniecie zbioru w lezy w. prostopadlosclame 0<<t<l,
Wyl <§M, 2] <3 M. Wynika stad, ze twierdzenie nasze pozostaje praw-
dziwe, jezeli warunek (3) zastapimy nastepujgeym: _
(14)  Istnieje stala M > 0 taka, Ze przy pewnym ¢> 0 dla 0 <t <1
i ¢! < $(M +¢) zachodza warunki:

& y,2)>—M, gdy O0<y<i(M+e)
[y, ) <M, gdy —3(M+e<y<0.

Latwo podaé szereg warunkéw analitycznych w postacl nieréwnodei,
ktore gwarantowalyby spelnienie zalozenia (14). W ten sposéb mozna by
uzyskaé szereg nowych twierdzen o istnieniu rozwigzan, problemu (1), (2).

Katedra Analizy Matematyaenej.
Uniwersytetu Jagiellonskiego
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SUMMARY

On the First Boundary Value Problem for the Equation y' = f(x,¥,Y’)

In the paper the problem of existence of the integral of the equation y' =z, y,¥)
gatisfying the conditions y(0) = y(1) = 0 is considered. It is shown in what way the
topological method of Wazewski may be applied to solve the problem using some typical
assumptions. . . .

COIEPXXAHHE

O nepeoii spanuunoti npobreme 04 YPasHEHUA
' Y =f®9,9)

B paGote paccmaTpuBaerca npobGiema CYIIeCTBOBaH)A HHTErPaid ypaBHCHHA ¥ =[xy, 9)
‘yaoBnersopsromero yeaosusm y (0) = y(1) = 0. TlokaszaHo, Kakum 0Gpa3oM, MPH HEKOTOPHI
THIOBEBIX TOJIOMKEHMAX, MOMKHO NPAMEHATEL IS PEIleHHA 3TO# 3ajayn TODONIOTHHECKUH MeTO
T, BakeBCKOroO. :



