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Andrzey‘ Lasota

O zbiemmoSci do zera calek oscylujacych réwnania réimiczkowego
zwyczajnego rzedu drugiego

Bedziemy rozwazali r6wnanie rézniczkowe
(1) R (X
w ktérym wystepujaca po prawej strome funkcJa ft, u,v) ]eSt okreslona
1 ciggla w obszarze

D: a<t, wu, v dowolne.

Jezeli jakas§ catka w(t) réwnania (1) przyjmuje dla ciaggu wartodei i,

spelniajgcego warunki :
i a<t1<tg<t3...

warto§é réwn@ zeru, to znaczy

(3) ’ » u(tn) =0

to, na ogo6l nawet dla bardzo spec;alnych funkeji (¢, », v) (na przyklad
liniowych) nie musi ona przy {-—>co posiadaé gramcy Jako przykiad
moze stuzyé tu réwnanie : :

=——’u,

ktoérego ealka u = gint zerujaca sug dla ty, = 2n przy t—oo granicy nie
posiada.

Jezeli jednak wiemy, ze Ime]sca, zerowe catki u(f) réwnania (1) za-
geszczaja sig, to znaczy, Ze zachodzi réwniez warunek
(4) o hm(tﬁ-}—l_t’l) = 0

n—>o0



A T R

- wtedy

ezyli

28 o Andmj Lasota

wowezas dla dofé szerokiej klasy funkcjl f(t % 'v) moZna, stad Wywnlo-
skowaé, ze

(5) hmu()—O.

t—o0

W nocie tej poda,my klage takich funkeji f(¢, u, v) i pokazemy, ze dla

. funkeji spoza tej klasy warunki (2), (3) i (4) dla earlek réwnania (1) nie

pociagaja za soba na ogdét warunku (5).

Zaczniemy od podania dwu lematéw dotycz&cych nieréwnosci rozmcz-‘
kowych rzgdu drugiego.

Lemat 1. Jezeli funkeja u(f) klasy 02 spelma w przedmale domknie-
tym [a, b] nier6wnosé

(6) ' | @) < K1+ |w’ t)i #lu(t)))

“oraz warunki brzegowe

u(@)y =10, wu(d)= 0

(1 1 :
(7’) b—a >Amm(4K+1’ 2K+11{x;a.ﬂx|u(t)[).

Dowo6d. Z twierdzenia Rolle’a wynika, ze w pewnym punkcie ¢
Z przedzmhl (@, b) u(c) = 0. Mamy wiec dla a <t <b
(8) @] =W ) —w(e)] < (0— a)fﬂgx fu(t)].

. a, .
oraz ' o
Ju(t)] = [u(t)—u(a)] < (b——a)nllaa: Ju'(t)] .

@

Z tych dwu nieréwnoSei otrzymﬁjemy natychmiast, ze

(9) |ul t)} < (b——a)max [w'(t)| < (b—a)maxu’(t) dla ae<<t<b.
la, ab] .

9!

Korzysta;@c 7z oszacowan (8) i (9) i nieréwnosei (6) otrzymu]emy dia
<t < b

(10) ]” ) <K+K((b— a)+b a)z)max[u”(t[

Przypuéémy teraz dla. dowodu nie wprost ze merownoéc (7) nie za-
chodzi. Mamy wiec

(11) (b—a)<1, 2K(b—a) < }, max|u(t)| > 2K (b—a)
" lab . . .
a zatem z nieréwnoci (10) dostajemy, ze dlaa<t<b

()] < K + jmax [u”(1)]

max [u''(t)] < 2K .
fa,b]

|
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Z nieréwnofci (9) otrzymujemy stad natychmiast, ze
 Ju)| <(b—ap2K  dla a<t<b,
¢0 jest niemozliwe “wobec pierwszej i trzeciej nieréwnosci (‘11)
Lemat 2. Jezeli funkeja u(t) klasy €2 spelma w domknietym prze-'
dziale’ [a b] nieréwnosé

(12) lu"(t)] < p(w’ t)) +1ph(u(t z)} h>0
oraz warunki brzegowe ‘
u(a);O, Cu(b)y=0
przy ezym g(u) i ya(u, v) sa funkejami ciagtymi dla dowolnych «, v a nadto

13y walu, v) =0 dla, | <h
wtedy ‘ ‘
o . 2h 1
vieh .

Dowéd. Jezell funkeja u(t) =0 w przedziale [a, b] woéwezas nie-
réwnosé (14) jest oczywifcie prawdziwa. Jezeli za§ w(f) =£ 0 woéwezas
istnieje w przedziale otwartym (a, b) taki punkt ¢, w ktérym

‘w(e) = max|u(f)) lub  —wu(c) = max|u(t)|.
la,br . lah
Ogramczymy sie¢ do pierwszego z-tych przypadkéw i zalozymy dla do-
wodu nie wprost, - ze

. 1 ‘
(15) o m%ﬁ? lu(t)] > h.
oraz .
(16) (b— a)I[na,X(p('v)<2h
v|<h

Mamy wtedy oczywiscie
#(¢e) =0,
(o) —u(a)
c—a
%(e)— u(b) <
e—h

>,
—h.

'~ Z nier6wnosei tych oraz z cigglodel funkcp u'(t) wynika istnienie takich
liczb a < é<c<n<b, ze

amn - /(@) <k dla E<z<n
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oraz
WE) =h, w(m)=—h.

w przedzmle (&, 1), jak to Wymka z nieréwnofei (12), (17) i zaloze-
‘nia (13), spehnona jest nieréwnosé

()] < o (wit)
a stad i z (17) otrzymujemy, ze

max |u''(t)| < ma,mp( )
L&m] fvl

Na podstawie twierdzenia o przyrostach skonczonych ma.my zatem
2h = w'(&)—w'(n) < (n— S)H;ﬁ}!llu”(t)l (a—b)nTanv(v)-

Otrzymana merownoéé ]est sprzeczna z nieréwnofeia (16) i konezy dowéd
lematu 2.

Udowodnimy teraz nastepujace tw1erdzeme '

Twierdzenie., Jezeli f(f,u,v) jest funkcja c@glae w obszarze D
i spelnia w nim jeden z dwu warunkéw

(18) | 7ty w, v)] < K(1+[u|+[v])
Tlab o )
(19) [f(ty u, ”}I < p(u) +yulu, v),

przy czym funkcje ¢ i yn 8g ciagle dla dowolnyeh «, v i spehmiaja waru-
nek (13), wtedy kazda catka u(t) réwnania (1), dla ktérej zachodza wa-
runki (2), (3) i (4) spelnia réwniez warunek (5).

Dowé6d. Rozpatrywana catka w(t) réwnania (1) spelma, na podstawie
(18) i (19) jedng z dwu nieréwnosei

|| < K QA+ |w'|+[u)

‘ 0| < p(w) +pu(u, u)

a zatem na podstawie lematéw 112 zastosowanych do przedzialu [ts, tniy]
otrzymujemy, ze

2h 1

maxp(@)’ Ty ,,h]

ax [u(f) l)ﬂ

tﬂz-l—l"—tn ,2 mill(

wzglednie

fn+1—tn = mi (4K+1’ 2K+1[H3+Xl]]“(t)[) .

Poniewaz za$ na podstawm (4) tat1—1a—0 wiec z tych dwu ostatnich
nierownosei wynika, zZe

max‘lu(t)|—>0 Przy m—oco
M I
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a zatem réwniez
sup lu(t)| = sup max |u(t)] przy N-sco
n=N [t" M‘l]

stad zad wymka ze
Jlimu(t) = 0

t—o0

co koriezy dowéd tmerd;zema

Warto " zauwazyé, ze jezeli funkeja f(t, u, ) wzrasta szybko  wraz
ze wzrostem ¢, u, v (szybeiej niz na to pozwa.lam oszacowania {18) lub (19)
whedy tmerdzeme nasze si¢ nie utrzymuje. Podamy przyklad.

Oté6z funkeja u = sine’ jest 3ak latwo sprawdzié catks réwnania

(20) 7 o w'=—edyt+u.
Funkeja sine! zeruje sie w punktach _ S
‘ tn =lognm - n=1,2,..

przy czym oczywicie ¢, oraz
tn+1 — tn = lOg (1 —!-wl'y;) ()

spelione sg wiee zwigzki (2) i (4) mimo to jednak

“Hmsupsine = 1

o0

i zbieznoéé (5) nie zachodzi.

Zauwazmy, ze bezwzgledna warto§é wspélezynnika przy « po prawej
stronie réwnania (20), to jest funkcja e, ro¢nie przy t—oco.nieograni-
czenie. Wiagnie dzieki temu dla réwnania (20) teza naszego twierdzenia
nie zachodzi. V

Twierdzenie to daje sie nogdélnié na przypadek réwnania rzedu n-tego

(21) i = f(ty U, %", ey wh1)
| przy ialoZeniu, ze prawa strona réwnania (21) spelnia warunek

(22) F (8 Uy 1y oy tnr)| < K (1+ Z_ s ]
: : i=0 .

Dowdd jest podobny do dowodu dla przypadku n = 2 i-opiera sie o twier-

dzenia [1] dotyczace nieréwnoseci rézniczkowych rzedu n-tego podobne .

do lematu 1. Byloby rzecza interesujgca podaé oszacowania nieliniowe
(analogiczne do (19)), ktére moglyby zastapié warunek (22).
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SUMMARY |
On Convergence to Zero of Oscillating Integrals of an Ordz’ﬁm‘y Differential
B Equation of Second Order
The i)aper is concerned with the equation
(1) ‘ uw’ = ft, u,w)

in which the funetion f(t, u, v) appearing on the right side is defined a,nd continuous

: in a region,

D: a<t,u,v arbitrary

and satisfies one of the two conditions -

(18) ' ft,w,v)] < E(1+[ul+|v|), K is constant
or h ., R . "
(19) If (t’ ‘ua 'U)I s 9’(”) +V’h(u: ’”) .

/

We assume that the functions ¢ (v) and ¥,(%, v) are continuous for arbitrary u,» and’
" satisfy the condition

(13) - . pm,0) =0 “for o] <h.

With these assumptions we prove that each integral u (£) of the equation (1) satisfying
the conditions -

(3 ' w(tn) = 0
a < tl < t’ < .
) lim tp = -t oo
() ' Jim (fnt1—ta) = 0
satisfies also the condition ' ’
(5) ‘ limu() =0,
. >0
conmmmHnE

O cxodumocmu K HYA0 OCYULUDYIOUUX UHMEZPAA08 oﬁukuoceunozo Qugppeper-
YUAABHOZ0 YPABHEHUA 8MOPO20 nopﬂt)k'a

B napueit paGore 3aRAMaeMcH YDaBHEHHEM :
(1) . w’ = ft, u, w),
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nnexmepamaoﬁaoﬁmm
oD a<t,

CoLoas) ‘lmmmnsxaﬂmﬂml
ay . - lf(t , 1) < @(v) +yy(u, v}

I'Io:muem, uro dymxipm ¢ (v) n %(tw,\v) ABJUROTCH HenpeprBi-MM!{ ,rma npoussom»ﬂmx

n,v H ‘y,moanc‘raopm ycnonmo

-+ {13) ~ AL B v)=0 am ‘
- I'Ipu 3ITHX nonomelmm: nomasmaem, YTO KAMIBIA BHTErpan u(t) ypaeHenun (1), ynosnaerpo-
‘ ~ paonniit yonosmam , : ,
) wm=o‘
L@ a<t<t<b..
Hmtn = +o00
_ . \ _ roo o
L o \ U (brir—£a) = 0
C s 700 '
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limu(f) = 0.
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