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- O pewnym kryterium identycznosci pol sil potencjainych na prostej

Réwnanie’ l;ézniczkowe

d?u

(1) | ‘ : e =f(u) |

moze byé traktowane jako réwnanie ruchu punktu materialnego P o ma-
sie jednostkowej, poruszajacego sie pod wpiywem sity zaleznej jedynie
od polozenia. Z powodu tej interpretacji zmienna ¢ wystepujaca w réw-
" naniu (1) bedziemy nazywali czasem. .

Jezeli funkeja f(u) jest okre§lona i maégla, dla Wszystklch wartosei
zmiennej % i spelnia warunek

2 . fmu<0 da ,uvéo,
. wtedy kazda catka réwnania (1) spehiajgea warunki poczatkowe
| w0 =¢, w(O)=0

jest wyznaczona przez te warunki jednoznaeznie i dociera po pewnym
skoriczonym czasie T'(&,f) do osi ezasy, to jest u(T(£,f)) = 0.

Mozna pokazaé [1], Ze jezeli funkeje f(u) i fyf u) sg ciggle i spehna]a
warunek (2) wtedy Warunek

(3) ‘ (f fh) = T(¢&, fz) dla..‘ wszystkich E
pociaga za sobay warunek ‘ '
(4) o fw) = filw)  dla wszystkich w .

~ W interpretacji fizycznej oznacza to, ze identyczno$é dwu pol sit
fi 1 f, moina sprawdzié¢ posthugujac sie nastepujicym doswiadczeniem:
Puszezamy swobodnie w- punkeie % = ¢ punkt m&terialny AP 1" mie-
rzymy czas T(&,f), po jakim: dotrze on, poruszagapc sxe pod Wplywem
pola. fi, do polozemia w =0. L Ty

3*
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~ Jeseli pomiary wykazq, Ze- zachodm (3) wtedy wﬂiosflm]emy sta,»d~ i
- 1dentygzno§cl POl fyifo e
Oczywxéme tego rodza,]u kryterium ldentycznoécl szl pol da]e sw sto- -
sowat tylko wtedy gdy spelmiony jest ‘warunek (2). W przeciwnym bo-
 wiem wypadku punkt wypuszezony z. odlegloém |§| >0 od. poloi.ema. e
% = 0 moze do tego polozenia w ogéle nie dotrzeé. i RS
Mo#na jednak sposéb postgpowama nieco zmienié, i wypuszczaé pnnkt P
-z pewng predkoscia poczatkows u(O) gkierowang do polozenia % = 0.
Jezeli predkodé 'pocza;tkowa. bedzie dostatecznie duza punkt- P dotrze do
~polozenia. u = 0 po pewnym skoficzonym czasie T(&, f). Powm;a]e pytanie .
czy réwniez w tym wypadku identycznodé (3) pociage za sobg iden-
tycznosé (4). OdpowiedZ da. nam twierdzenie sformulowane w §2. -
§1. Podamy teraz dwa lematy dotyczace wlasnofci calek réwna-
nia (1). Zakladamy przy tym, Ze funkc;a f jest ciagha dla 0<2 < a.
Lemat 1. Jezeli dwie calli ul(t) i u,(t) réwnania (1) spelnian te same
warunki poczatkow«a
w(@) =¥, wi))=n i=1,2

i majg w przedzmle (a ﬂ) pochodne rézne od zera i tego ‘samego znaku
| ‘ ’u,(t)ug(t)>o dla a<t<ﬁ

“to s& one w tym- przedzxa.le 1dentchne .
Dowdd. Mnozymy oble “strony réwnania (1) przez 2w’ i calkujemy
w przedzmle @, z] Mamy wtedy ‘ : '

(8) [w /()P —[w (ﬂ]’-F(u(i)) F(u(i)),
gdzie

zf?(u)::zf'f(s)ds. S

Dla ﬁ(t) = ut), t = a,‘; = { otrzymujemy stad
| () = F(w(8) —F (&) +
czyli | -

w(t) = e[F (uie)) —F(&) +7]"* o |
gdZie ! ’ ’ ; ‘ o ‘ ~
. o ' & = gignuit) . " ;
Funkcje m(t) épehua}& -wiec w przedziale (a, ) réwname plerwszego

rzedu o zmiennych rozdzielonych i .o prawej stronie réznej od zera. Sg .
one zatem z uwa.gi na to, ze u(a) = ux(a) W tym przedzmle 1dentyczne
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Lemat 2. Jezeli wszystkle catki réwnanig (1) spelmajqoe wa.run]u :

| ~(‘e> | w(0)=§,w(0) =4 <0
: doeleraja do osi czasu po skoﬁczonym ezasie, to docleraja one wazystkie

Po tym samym czasie T, sa w przedziale [0, 7] identyczne i majg dla

0<t< T pochodng #'(t) ujemna.

‘Dowéd. Niech u(t) bedzie ustalonq catky réwnania (1), ktéra spehua
warunki (6) i dociera do osi ezasu 'w momencie 7. Na podstawie lematu 1
dla dowodu lematn 2 wystarczy pokazaé ze calka u(t) ma w przedzxa.le
(0, T) pochodng ujemng.

Dowiedziemy najpierw, ze dla kazdego 0 <t < T warnnek u'(t.,) =0
pociaga za sobg warunek u’'(f,) < 0. Co :

Istotme niech na przyktad

17 Wty = 0 i w(ty) = 0
Polézmy L o
o u(t) dla 0<t<t,
()"{ wlt) dla >,

Poniewaz t < T wige u(f,) > 0. Funkcja (1) jest, jak latwo sprawdmé
catkg réwnania (1). Spelnia ona warunki poczatkowe (6) i nie doclem
do osi czasu. Przeczy to zalozeniom naszego lema.tu

‘Weimy teraz pod uwage przypadek ‘ ‘

2 W(t)=0 i w(t)>0. Mamy teraz
(M) : flae) =w"(t) >0, 0 <uyg=u(ly)<E&.
Funkc]a f(u) jest ciagla nier6wnos¢é - (7) przenosi sie zatem na oto-

o czenie punktu u,. Jest wiec.

- (8)  fw>0 dla 0<uo—e.§u<%.

Calka u(t) dociera do osi czasu zatem w pewne] chwili #* jest u(t*) =
Uy — E. Korzysta,]ac ze zwigzku (5) dla T = t*,7 = ty - otrzymu]emy ‘

, (o (t*)° = F(ug— &) — F (ug) > 0

: czyli :

uy—e - '
f f(u)du;(), >0,

, - v
co Jest Sprzeczne z nieréwnoscig (8). :
DowiedliSmy wiee, ze istotnie warunek w (tg)y =0 poclgga. za Sobg

dla 0 <4< T warnnek u''(f,) < 0.
Z warunku w'(0) =7 < 0 wynika stad, ze w pewnym prawym oto-

_ czeniu punktu t=0 (wylaczajac ewentua,lme sam pu:nkt t=20) Jest
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u'(¢) <-0. Przypusémy teraz dla dowodu nie wprost, ze nieréwno$é u'(t) < 0
nie zachodzi w calym przedzmle otwartym (0, 7). Istnieje zatem w tym
przedzlale taki pierwszy punkt to, W ktorym w'(¢,) = 0. Jest wiec tez

u”(t) < 0. W lewym otoczeniu punktu t,, z wyjatkiem ¢ = t,, musi wiee
byé w'(¢) >0, co jest sprzeczne z definicja punktu ¢,. Otrzymana sprzecznoéé_
kotiezy dowod lematu 2.

§2. Na podstame lematéw 1 i 2 dowiedziemy z }atwoécla nastepu-
]sgcego tw1erdzema ‘

Twierdzenie. Niech f;(u) (z_l 2) beda funkecjami ciagglymi dla
0<u < a. Jezeli dla kazdego 0 < £ < a wszystkie calkl réwnan -
(9) g =hw)  i=1,2

spelniajace warunki poczatkowe
(10) w(0) =&, w(0) = ¢(&) <0

docierajg do osi czasu po tym samym ('niezaleznym od ¢) czasie T(&),
wtedy .
(11) o ’ flu) =fu) dla O<u<a
a pona.dto calki réwnan (9) spemiajace warunki (10) s& W przedzmle
[0, T(£)] wyznaczone jednoznacznie.

Dowdéd. Oznaczmy przez, u ) calke i- t,ego réwnania (9) spelriia-

jaea warunki (10). Z lematu 2 wynika, ze catka ta jest w przedzzale
0, T(£)] okreflona jednoznacznie oraz ze :

x u ) <0 dla 0<t< 7).

Z wzoru (5) dla w = u;, 7=\t, t=0,f=/f otrzymujemy

| (i e0)) — g2(&) = Fifusalt)) —Fi(&)
gdzie
= [ flwdu
0
czyli
ug(t) = — [ £)+F( e(8)) —Fo &' .
Oznaczajgce przez te(u ) funkecje odwrotng do wu.e(f) mamy wige
tigu) = — [@*(&) +Fe(u)— 1”’(&')]‘”2

a sta!d calku]ayc w przedzlale [0, &] otrzymn]emy ostateczme

du

(12) o= J;Wm+FM Fu
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Dalej dowdd przebiega juz zupelie podobnie jak w pracy [1]. Udo-
wodnimy mianowicie, ze w przedziale (0,a) zachodzi identycznos§é
Fi(u) = Fy(u), z ktérej wobec ciggloei funkeji fi{#) wynika (11). Dla -
‘dowodu nie wprost przypusémy, ze dla pewnego u, > 0 Fy(u,;) # Fylu,)
oznaczmy przez u, najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania

Fl(u)_F (u) = (ul) F(ul)

Pierwiastek ten istnieje pomewaz funkc]a Fl(u) (u) jest ciggla i dla
% = 0 przyjmuje wartosé 0.
Przez odjecie od siebie wzordw (12), dla E = u2 ofrzymujemy

J o) P = F i) — /i) T )~ du
° V @*(ts) +Fy(u) — Fyfup) ,]/972('“2) +Fg(u) — Fg(u)

Stad za$ Wynika; ze istnieje 'puﬁkt 0 < uy < u, taki, ze

V 02 (Ug) +Fo(Ug) —Fy (1) = V‘P2(“2) A Fy(us) —F a(Us)
ezyli
Fy(us) — Fa(uy) = Fy(us) — Fo(g) = Fy(uy) _FZ’(ul) )

. co ze wizgledu na njeréwnosé, 0 < uy << U, jest sprzeczne z okrefleniem
punktu u,. Sprzeczno§é ta koticzy dowdd naszego twierdzenia.

Istotng role w zalozeniach naszego twierdzenia odgrywa fakt, ze
wszystkie calki réwnan (9) spelmiajagce warunki poczatkowe (10) docie-
- rajg do polozenia # = 0 po tym samym czasie T'(¢). Z lematu 2 wynika,
ze warunek ten pociagh za soba jednotliwo§é tych catek w przedziale
[0, T(£)]. Oczywidcie takze na odwrdt, jezeli calki réwnan (9) sa przez
warunki (10) wyznaczone jednoznacznie i jezeli docieraja one po tym
‘samym (dla obu réwnan) ezasie do polozenia u = 0 to zalozema naszego
-~ twierdzenia sg spelnione. -
- Jest interesujace, ze mozemy zaréwno docieranie do osi czasu jak
i jednotliwo$§é rozwazanych calek osiagnaé przy zadanych funkcjach f;
. dobierajgc stosownie funkeje ¢. Xatwo na przyklad sprawdzié na pod-
stawie wzoru (5), ze jezeli przyjmiemy

p(§) < —fg:g]/z [ 1fitw)|du

wtedy calki réwnan (9) _spemjajace- warunki (10) docieraja do osi czasu
~ stale z pochodng ujemna, a za tym s3 na podstawie lematu 1 jednotliwe.
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SUMMARY
On a Grttemon of Identﬂzy of Pields of Potential Fo'rces on the Straight Lwe
The fo]lowmg cntenon of ldenmty of the nght sides of equations are glven

®) o Popw =12 |
If for every 0< £ < a all integrals of equations (9) Qa.'tisfying the initial conditions
(10) \ u(0)=§, w(O0)=¢@)<0

reach the time axis after the same (mdependent of 4) time- T'(¢) then f,(u) = f,(u) for
0< u < a and moreover mtegrals of equations (9) satisfying the condltlons (10) are
in the interval [0, 7'(£)] uniguely determined..

We assume that the functions fi(x) (i = 1, 2) are continuous in the interval {0, a). '

COJIEPXAHUE
O Hexomopom Kpumepuu UdEHMuuHoCIu nosetl NOMEHYUGIBHBX CUA HA NPAMON
TIpuBomum cixenyxoumﬁ KpMTepHil HAEHTHYHOCTH OPABLIX CTOPOH ypaBHeHwi

® | » ‘%'—‘fi(") i=1,2.

Ecm ,mm xasxzoro 0 < £ < a, BCE MHTErpans! ypapHenmit (9), YAOBJICTBOPSONMC HAYAILHEIM
ycIoBASM X . . '

(10) ' w(@=§ u(0) =g <0,

HOXOAAT [O OCH BPEMEHH NO HCTEUCHUM TOro Ke camoro (mesasmcumoro or %) Bpemenu T'(£),
Torsa ‘ :
: hwy=fiw) nmm Oswu<a,
2 CBEPX TOIO MHTEIPANILI ypasncnm‘& (9), yaAoBJICTBOpAIOMAE yenosass (10), B mn'ephane
[0, T(£)] ompenenesst opguossauno. IIpHHEMacM TP 3ITOM, 4TO byszmu f,(u) i=1, 2)
ABJNAIOTCA uenpepbmubmu B unrepBane [0, al. :



