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O rownaniu dyfuzji pod dzialaniem sily zewnetrznej i o réownaniu
: Kolmogorowa

Wstep

§ 1. W niniejsze] pracy zajmiemy si¢ zagadnieniem dyfuzji pod dzia-
laniem sity zewnetrznej, tzn. dyfuzji zachodzacej w zbiorze czastek, ktoére
opréez zderzenn przypadkowych podlegaja dziatanin sily zewnetrznej
f(x) (gdzie z jest odcieta rozwazanej czgstki). Bedziemy rozwazali to
zagadnienie z punktu widzenia teorii proceséw stochastycznych.

Zagadnienie dyfuzji pod dzialaniem sity zewnetrznej bylo przedmio-
tem badan polskiego fizyka Mariana Smoluchowskiego; badania te nosily
charakter eksperymentalny i teoretyczny. Sposréd prac Smoluchowskiego,
zawierajacych wyniki tych badan, szezegdlnie wazne dla rozwazan niniej-
szej pracy sa [10], [11] i [12]. Z zagadnieniami w nich omawianymi wiaze
sie bogata problematyka matematyczna, ktérej autor pofwieca wiele
uwagi, przedstawiajgc interesujace rozwiazania. Na wstepie przytoczymy
niektére z wynikéw zawartych w pracach [10] i [11].

Niech W(x, y,t) bedzie gestoscia rozkladu prawdopodobienistwa dla
odcietej w chwili #,+t tej czastki, ktéra w chwili poczagtkowej ¢, miala
odcieta . Z tego okreflenia funkeji W(z, y, t) wynika, Ze jest to funkeja
przyrostu czasu i ze wobec tego mamy do eczynienia z procesem stocha-
stycenym jednorodnym ze wegledu na ceas. Funkeja W(z,y,t) speinia
nastepujace réwnanie calkowo-funkeyjne

. +oo
(1) W(z,y,t) = [ Wi,s,0W(s,y,t—1)ds,

gdzie 7 jest dowolng liczbg przedzialu (0, f). Réwnanie (1) w literaturze
matematycznej nosi nazwe réwnania Smoluchowskiego *) (por. [10] i [11]).

1) 'W. Feller nazywa je réwnaniem Cha,pma,né.-Smoluchowskiego (por. [4]). Row-
nanie to bywa réwniez nazywarie uogélnionym réwnaniem Markowa (por. B. Gnie-
denko [6]). .
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 Dla dostatecznie mﬁlych wartofei zmiennej 7 Smoluchowski (por. [11]) -
przyjat nastepujgcy wzoér przyblizony na funkeje W(x, y,7)

. — @ — ri{x)]?
@ W (o, y,7) = (4 De s exp| - =2 LR,
gdzie i D sy stalymi, mianowicie § jest Wspélczynmklem ,,ruchhwosel“
czastek, a D wspélezynnikiem dyfuzji.
Wychodzae ze wzordw (1) i (2) Smoluchowski otrzymal graniczng
gestoéé rozkladu w przypadku ]‘w) = —a-x (sila sprgzysta,) w posta,m

231)[1 —exp(— 2yt)] -1z f yiy— ze—'yt]ﬁ _
7 } B ey Y e—zvt)} ’

3 Wy, o=

gdzie y = af. W tym celu podzielil on okres czasu ¢ na odstepy czefciowe 7,
przy czym nr =1t, na W(z,y,t) przyjal wyrazenie (2) (kladac f(z)=
= —a-x) i obliczal ze wzoru (1) kolejno W(x,y, 27), W(z, y, 37), ...
vy W(x, vy, nt). Funkcje W(x,y,t) w postaci (3) otrzymat jako granice
Wiz, y,nt) gdy 10, nr =1t (por. [10]). ‘

- W pracy [11] Smoluchowski podat na funkeje W(z,y,t) réwnanie
rézniczkowe o pochodnych czastkowych '

(4 = Do U)W,

uzyskane niezaleznie od wzoru (2), na drodze rozwazan o charakterze
makroskopowym. '

W niniejszej pracy udowodnimy, ze funkeja graniezna rozkladu
G(x,y,t) dla ciagu proceséw stochastycznych z ezasem dyskretnym b,
w ktérych gestofé rozkladu dla odstepu czasu T wyraza sie wzorem (2),
spelnia réwnanie )

- : ‘ ow . %u ou
(5) 7 =D AN

przy pewnych zalozeniach o funkeji f(x), ktére pézniej wyszezegélnimy.

Zauwazmy, ze jedli funkcja G(x, y,t) spelnia ré6wnanie (5), to spetia
je takze graniczna gesto§é rozkladu Wz, y,t) = Uyz, y, t), jako funkcja
zmiennych « i ¢. Stad za$ wynika, ze jako funkecja zmiennych i ¢ czyni
ona zado$¢é rownaniu (4), gdyz (4) i (5) 83 to odpowiednio pierwsze i drugie
réwnania Kolmogorowa dla rozwazanego przez nas procesu granicznego
(por. [7], [4], a takze [6], str. 247—253).

1) To znaczy takich proceséw, w ktorych funkeja G'(xz, y,t) jest okreflona jedynie
W zbiorze przeliczalnym i rozproszonym (bez punktéw skupienia) wartosci argumentu ¢
(przy — 00 <& < 400, —o00 < Y < +oo). Por. M. Fisz [5], str. 236.
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W dowodzie tego twierdzenia bedziemy sie opierali na twierdzeniu,
~ podanym przez A. Chinczyna w monografii [1], str. 36—43, przy ezym
zastosowanie tego twierdzenia bedzie wymagalo dowodu pewnych twier-
dzen, dotyczacych rozwiazan réwnath o pochodnych czastkowych typu
parabolicznego. Twierdzenia te udowodnimy w pierwszej czeSei pracy.

.Pewne wlasnosci rpiwiazaﬁ réwnan parabolicznych

§ 2. Niech X bedzie strefa, okre§long nieréwnosciami — oo < & < + oo,
0<t< T, gdzie T jest liczbg dodatnia. Dla uproszczenia sformulowan
twierdzen w tym i w dalszych paragrafach pracy przyjmlemy nastepu-
Jaca definicje.

Bedziemy mowili, e dana funkcja jest kla,sy Bk w danym zbiorze, jezeli
jest ona w tym zbiorze ciqgla i ograniczona wraz ze swymi pochodnymi (- wzgl
pochodnymi czastkowymi do rzedu k.

Niech

(6) ' a(x, ) um+b(x, t)uz—i—c(w tu —uj =0

bedzie réwnaniem parabolicznym jednorodnym, w ktérym wspélezynnik
a(x,t) jest klasy B® w strefie X, przy czym a(w,?) > a, dla (2,?) € &,
gdzie a, jest liczba dodatnia, a wspélezynniki b(x, ) i ¢(z, t) 83 Klasy B
w tej strefie. Przy tych zalozeniach istnieje rozwigzanie podstawowe
Uz, t; y,s) rownania (6), to znaczy funkcja okreélona i ciggla dla —co<
<< o0, —co<Yy< +oo, 0<s<t < T, posiadajaca w tym zbiorze
ciagte pochodne Uz, Uy, U; i spemiajaca réwnanie (6), jako funkeja
punktu (z,?) oraz posiadajaca wiasnosé nastepujaca: dla kazdej funkeji
@(y), ciaglej dla —oco < 4 < + oo i Téwnej zeru poza pewnym przedzialem
(Yo, ¥1) (zaleznym od tej funkeji) zachodzi réwnosé

=8 _o
XTI

hmf Ul b5 4, 9)9)dy — pla) -

Ponadto dowodzi sie, ze jako funkcja punktu (y, s), spelnia ono réwnanie
@
o 05~ ow, 9504+ Etow, e =0,

jest nienjemne i zmierza do zera, gd,y ®—>oo (przy ustalonym y) lub y—oco
(przy ustalonym «) jednostajnie dla 0 <s<t< T (por. W, Feller [4],
F. G. Dressel [2])1).

1) Rozwiazanie podsta.wow;e o powyiszych wiasnosclach istnieje zreszta przy slab
szych zalozeniach. por. cytowane prace.
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Przy wyszczegblnionyech wyzej zalozeniach o wspélezynnikach réw-
nania (6) zachodzy nieréwnosci Eidelmanna (por. [3]):

(7) %U((ﬂ,t; Y, 8){ <-Cm(t—8)_"’2-q,((m7 Gt; v, 68) dla r= 0, 1’ 9.

a;mq oznacza samgy funkeje U), gdzie N i 0 sy liczbami

(przy r = 0 symbol
stalymi dodatnimi, a U (x,?; y,$) jest to rozwigzanie podstawowe row-
nania przewodnictwa cieplnego ugz;—u; = 0, to znaczy

(x—y)®
4(t—s)|’

WU, 83y, 8) = [ (t—3)] 1 -exp [-

Tdowodnimy twierdzenie nastepujace: ‘

Twierdzenie 1. Niech ¢(x) bedeie funkeja ogramiczong dla —oo <
< @< +oo i caltkowalng w sensie Riemanna w kaidym przedeiale wlasci-
wym. Wowezas 1° funkcja ‘ '

+o0
(8) wo, )= [ U@, 1 v, s)ely)dy
jest w strefie X rozwiqeaniem réwnania (6) ograniczonym, ciqglym wraz
z pochodnymi uy, uiy, wi © spelniajacym w kaidym punmkcie o, w ktorym
funkeja @(x) jest ciqgla, warunek
- (9) lim u(w, t) = @(®) 5

g
-0

2° jest to jedyne rozwiqeanie réwnania (6) o wyszczegdlnionych wysej wia-
snosciach. ’ ' o

Dowdd ). Pierwsza cze§é twierdzenia wynika z twierdzen § 2 pracy
W. Fellera [4], przy czym dowodd, zZe zachodzi réwno$é (9) w kazdym
punkcie ciaglosci funkeji ¢(x) przebiega podobnie jak dowod twierdzenia
Weierstrassa (por. [8] ust. 56. 3), jezeli uwzglednimy réwnoéei (57) z [4]
lub oszacowanie (7). Pozostaje udowodnié drugg cze$é twierdzenia, tzn.
jednoznaczno§é rozwigzania o wilasno§eiach wyszezeg6lnionych w czefel
pierwszej.

Niech w,(@,f) i uy(x,t) beda dwoma takimi rozwigzaniami i niech
a@(x, t) = u@, t)—us(x, t). Funkeja %(w, t) jest w strefie 2 rozwigzaniem
réwnania (6) eciaglym wraz z pochodnymi u, Uz, %, oOgraniczonym
i zmierzajgeym do zera przy t->0 w kazdym punkeie ciggloSei funkeji
@(x). Poniewaz funkcja ta jest calkowalna w sensie Riemanna w kazdym

1) Obie czedci tego twierdzenia mozna otrzymaé, jako proste wnioski ze znanych

twierdzef (por. np. L. Slobodecki [13], str. 248); podajemy jednak bezposredni dowod
dla udogodnienia Czytelnikowi lektury niniejszej pracy.
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przedziale Wla,éelwym, wiee zbiér jej punktéw niecigglofei w kazdym
takim przedzlale ma miare Lebesgue a zero (por. S. Saks [9], str. 144,

tw. 10).
Niech s bedzle liczba z przedziatu (0, T'). Wowczas w strefle —o0 <
< @< 400, s <t < T funkeja :

400
W@ )= [ Uz, t; y,9a(y,s)dy

-—00

spelnia r6wnanie (6) i warunek %(z,s) =% (»,s) i jest to réwnoczesnie

jedyne rozwigzanie o powyzszych wlasnosciach ograniczone w 2 (por.

W. Feller [4], § 2), zatem % (x,t) = %(w,t), tzn.:
e
(10) aw,t)= [ Ulw,t; y,8)aly, 9)dy .

Ustalmy punkt (z,t) e 2. Catka

fczaw, s 9)dy

jest zbiezna i to (przy ustalonym #) jednostajnie ze wzgledu na ¢ 1 s dla
0<s<t< T,y gdzie T, jest dowolng liczbs dodatnig (por. [8], ust. 56.1).
Z nieréwnofci (7) przy r = 0 wynika, ze te samay wlasno§é ma catka

+60
fU(m,t;y,s)dy dla —oco<@< 4oo, 0<s<t<T.

Mozna wige do dowolnej liezby &' > 0 dobraé takg liczbe R > 0, Zeby
zachodzila nieré6wno§é

f Uz, t; y,s)dy < & .
[y—z|>R
Funkc]a #(x,t) jest ogramiczona, wiec istnieje liezba M,> 0 taka, ze
|#(z, t)] < M, w strefie X' i wobec tego zachodzi nier6wnosé

(11) ‘ f Ulxe,t; v, 8)u(y, s)dyi <Me dla 0<s<t<T.
ly—z{>R
Wezmy pod uwage ciag {s,} wartodei zmiennej s, zmierzajacy do zera,
gdy m—>co i niech s, <. Ciag {U(w,t; ¥, sx)%(y, sa)} jest wowezas ogra-
niczony dla —oco < ¥ < +oo i zmierza do zera prawie wszedzie w prze-
dziale ly—z| < R. Stad i z twierdzenia Lebesgue’a (por. 8. Saks [9],

- str. 125) wynika réwnosé

im [ U@, t; y, )@y, sn)dy =0

N0 |y—g| <R
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i wobec tego -do dowolne] hezby ‘¢ > 0 mozna dobraé taky’ hczb@ N >0,
by zachodzila dla » > N nieréwnoé

a - | [ Uy y,su)u(y,sn)dylm/z
ly—zl<R _

Obierzmy & = Wéwezas z merownoécl (11) i (12) wynika, ze dla

W
n > N zachodzi meréwnoéé

+o00 . -
l_f U(%t; y,sn)ﬁ(y,sn)dy] <.

Mamy zatem

lim f U(x t, Yy8n)u(y, sn)dy = 0.
N0 oy
Stad i z réwnosci (10) wynika, ze %u(x,?) = 0, a ze (x,t) byt dowolnym
punktem strefy X, wiec funkeja % (x, f) znika w tej strefie tozsamosciowo
i funkeje u,(x,t) i uy(x,t) sa identyczne.
Twierdzenie zostalo wieec udowodnione calkowicie.
§ 3. Niech ¢(2) bedzie funkcja spelniajacg zalozenia, wyszezegélnione
w twierdzeniu 1, a {ps(x)} ciagiem funkeji ciagltych dla — oo < & < + oo,
zmierzajgcych do funkeji cp(w) i wspélnie ograniczonych, tzn. takich, ze
(13) |n(@)] < dla =»=1,2,
gdzie M jest pewng liczba dodatni& Udowodnimy nastepujaéce
Twierdzenie 2. Jeseli {ua(x, 1)} jest ciggiem rozwigza® réwnania (6)
ciaglych w domkmgcm 2 strefy X i spelniajacych fwafrunkz poczathkowe
Un(L, 0)——zp,,(m) dla. —oco<o< 400, n—l 2,
a u(w,t) jest romwiqeaniem réwnania (6) spelniajacym warunek (9), to
zachodzt rownosé hmun(m t) = u(x, t).

-Dowdd. Przy 0<tg I funke;e u,,(w t) przedstawia Wzor
+oo
(@, ) = [ Uz, t; y, Opuly)dy dla n=1,2, ..
(por. § 2). Ustalmy punkt (», t) ¢ 2. Z nieréwnosei (13) i z ograniezonosei
‘funkeji ¢(x) wynika, ze dla dowolnego R > 0 zachodza nieréwnosei
| Ut 9, 0pmmay| <M [ Ua, 159, 0)dy

ly—z|>R ’ Jy—zI>R
(14) ‘ dla n=12..,

[ Ut g, 00may| <M [ Uy, 0y,

ly~z|>R ly—zi>R
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gdzie M jest kresem gérnym funkeji |g(e)| dla —oo < @ < +oo. Niech ¢
bedzie dowolng liczbg dodatnia. Z nieré6wnofei (7) dla » = 0 (14) Wynlka,

Ze 1mo#na dobraé liezbe R tak, zeby zachodzily nieréwnofci

| fU(w # y,O)qo,,y)dy’<s/4 dla n=1,2,

ly— x|>R

(15)
l [ U@, 59,00 y)dy\ < ¢4

ly—z|>R

Natomlast z zalozen. uczymonych o ciagu f{gu(x)} i Wspommanego w §2
twierdzenia Lebesgue’a wynika réwnosé

im [ U, by, Opy)dy = [ Tla,i; y,0>sv(y)dy,

A0 ly—z|<R ly—zl<R

mozna wiee dobraé hczb@ N tak, by zachodzita dla kazdego n > N mnie-
réwnogé o

(16) [ U@, 0)[¢n(y)¥<p(y)‘]dy| <e2.
lv—zI<R . »
Z nieréwnodei (15) i (16) i z.twie‘r(‘izem’a; 1 wynika, ze dla # > N zachodzi
nieré6wnos§é
[Un(@, 8) —u(w, )] < &,

czyli limuy(z, ) = u(z,t). c. b. d. o.

§ 4. W dalszym ciggu, dla uproszczenia rozwazan i rachunkéw, be-
dziemy sie zajmowad¢ réwnaniem postaci

(17) ' Auge +b(@)uz +e(@)u—ui =0,

gdzie A jest liczbg stala, b(x) jest klasy B2, c(x) jest klasy B'. Niech ¢(x)
bedzie funkcjg ciagla i ograniczong dla —co < # < -+ co. Wtedy w strefie X
istnieje dokladnie jedno rozwigzanie ograniczone i ciggle réwnania (17)
spelniajace warunek poczatkowy '

(18) w(z, 0) = ¢(x) dla,.‘ —o < &< +oo

{por. § 2). Udowodnimy nastepujace
Twierdzenie 3. Jeteli. p(x) jest funkcja Klasy B2, to rozwiqzanie
u(x, t) réwnania (17), ciagle i ograniczone w strefie X i spelniajace waru-
nek (18), posiada pochodne uz(w,t) i ug(x,t) ciggle i ograniczone w tej

strefie. S
Dowé6d. Funkeja -

Vi, t; y,8) = [4md (t—8)]2- eXp[ 4(;:03):)] |
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jest rozwigzaniem podstawowym réwnania
‘ Aufp—ui = 0.
+ Przy ]g;omocy prostych rachunkéw (por. ust. 64.5 i 65.11 w ksiazce [8])
stwierdzamy, ze funkecja
- 1

(19) Vet y,9)=T@,4 v, 9)-exp 3 [B)— B,
gdzie B(z) jest dowolng pierwotna funkeji b(z), jest rozwiazaniem podsta-
wowym réwnania
(200 . Afu]=AuL+b@)u+@u—u=0,

N Y
gdzie ¢(x) = id [b(x)] +-2—-b (). |

Poniewaz, dzieki ograniczonofei funkeji b(w), zachodzi nier6wnosé

| |B(2)—B(y)] < Bolo—y],

gdzie B, = sup |B' ()] = sup |b(x)|, wiec mamy

B
LBw-Ben< Doy < WL B

Jezeli 7 jest liczba dodatnig dostatecznie matla, to otrzymujemy stad dla, -
0 < ¢ <t <1 nierd6wnodé

(w—y)P (w—y) t—s
TEA{G ) 2A[B(y) Bl < 4A(t—s)(1_— A)+
B
4

2

2
<__(i__g)_+%°

+ BA(I—s)

Stad i ze wzoru (19) wynika nieréwnosé
(21) Viw,t; y,8) <K-V(w, 26 y,28) dla 0<s<i<{,

 gdzie K = y/Zexp(BY4).
Rownanie (17) przedstawmy w postaci

(22) A , Alu]+y{@)-u=0,

gdzie funkcja y(z) = ¢(x)— ¢(x) jest, wobec zalozen o funkeji b (), klasy B*.
Z konhcowej uwagi § 2 pracy W. Fellera [4] wynika, ze funkeja w(2,?)
spelnia réwnanie catkowe '

“+oo

W@, = l V(@4 ¥, 0)p(y)dy— fds fV (@, 859, 8)y(y)uly, s)dy.

—0oQ
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Stosujae rézniczkowanie pod znaklem catki (por [8] ust. 56.2 1 63. o),
otrzymujemy réwnofé

(23) . _ : y
’ +oo . _ ¢ +e0 :
uple, ) = [ Vala,t; 9, 0p@)dy— [ as [ Vile, 4 y, 9)y(y)u(y, s)dy
—00 0 —00 R
Pietwsza calke przeksztalcamy, korzystajac z 6kreélenja, (19) funkcji

V=, y,8) i prayjmujac oznaczenie ¢(z,y) = exp{1/2A [B(y)— B(x)1},
w nastepujacy sposéb

(24) f Vi(z,t; ¥, 0)p(y)dy = fV'w 5 ¥, 0)g(, ¥)e(y)dy—

_Ef—i'b(“’)_i Vi, t; %Q)My)dg.

Ot6z Vi = —V, i wobec tego catkujac przez czesci i korzystajac z nie-

réwnofei (21) otrzymamy
+e0 : . '
f Vix, 6 ¥, 0)g(@, y)ey)dy = — f Vi@t 9, 00a(@,9)p(y)dy =

= —lim f Vi@, t; v, 0)a(@, 9)9(@)dy dim [~ (2,8 5, 0p(y) T+

el =—g
+°° ;
+ [ Vi@, b 9, 0@ w)+ 5q-p()-be)dy

=00

czyli ostatecznie

+oo
25) [ Tuw,t; 9, 0)py)dy =

f V(@st; 45 09’ (4) + 55 () —b(@)p(¥))dy .

Z réwnofei (23) i (25) wynika wzor

(26) wi(w,t) = f V (i, y,O)w(mdy—
t 4o
—fds [ Vi@, 45 9, 9)y(W)uly, 9)dy

-0

gdzie p(y) = ¢'(y) + 57 9(WIb(Y)—b(=)] jest funkcaae Klasy B






