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O zastosowaniu norm Quasx-Czebyszewa -do konstrukcji funkcjl
ekstremalne] F. Leji ' '

't Niech F bedzie zbiorem domknietym i ograniczonym punktéw plasz-
' czyzny 11, f(z) funkejg rzeczywisty i ciagly na E. Przez a®™ = {a;, ..., Gn}
oznaczmy dowolny uklad n punkti')w plaszezyzny. Utwérzmy wyraZenie

Q) Wa(z) = Wn(z,a(") f) = ]_](z—a,)e—nﬂz) n=1,2,..

oraz i
tn = inf max[W.n(z a® , f)| = ma,x]W,.(z e f)| n=1,2,..
a("')e o #¢E -
przy czym kres ten ]est osw,gmety dla\ ukladu” cW punktéw lezgcyeh
w powloce wypuklej H(E) zbioru E. Klage funkeji okre§lonych wzo-
rem (1) oznaczaé b@dziemy'przez w. Wielonﬁa.n‘

L@ Tule) = Talz, B, f)_enfmw,,(z @ fy, m=1,2,

nazywamy n- tym wwlomwnem Crzebyszewa zbwm E wzgl@dem funkcy@ F
Mozna ndowodnié, ze dla zbioru K i liczby na,tura,lne] n 1stme]e dokladnie
Jeden Wlelomla.n Ta(2) wyrazony wzorem (2). ' .

Dowodzi sie [1], ze istnieje hm ]/ pun = u(E, f), oraz Jezeh zbiér E ma

srednice poza,skoﬁczon& dodatmad, to w kazdym punkecie CH(B) istnieje
granica

lim

L 00

" TR _
2, I
M ( ’ ’f) 1
oraz ,
wEB ) =
RV
gdzie @(z,E,f) jest funkecjg ekstremalns wprowadzona przez prof.
F. Leje [2], a y(E,f) jest pewng stala zwiazana z ta funkeja. Metoda
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dowodu pnzwala 'Wypowmd,meé to tmerdzeme w ogélme;szej, pozytecznej i
- dla celéw niniejsze]j noty, £orm1e Dla kazdego clqgu iunkcjl Wa(z, am™, f)
O ~spelma;mcego warunek <

hmrmaan(z, am, i W, )

1stn1e3e w zblorze CH (E) gra,mea :

lenfOWo(z, &, f)| wn :
[max[W,,(z, a®, m] tp(z, E,f).

hm
nN=>00
\

.. Niech N N [W,.(z, a(") f) E] oznacza normg okreslonaé w kl&me
,funkejl Wn(z) na zbiorze E Normg ma,x|Wn(z)[ nazywamy normg Czeby-

-gzewa funkeji Wy(z) i bedmemy j% oznacza.é przez
M= M [W,.(z) B = ma,x]W,,(z)|

. Norme N _N [W,;(z) ] nazyWamy normq quaszv(]zebyszewa funkcp
Wa(2) na zbiorze F, JeZeh dla. kazdej funkeji kla,sy W spehnone 83 nasgte- -
pujace warunki: -

. iloraz % U(E) . : :

-2°, dla kazde] hczby dodatme] e lstme]e hezba, naturalna N (e) taka, ’

ze dla n> N(e) ﬂoraz % L,,(E s), przy ezym 1stme]a granice

llm[L,;(E e)}lm = f(s) oraz hmf(e) = 1. Oelem mme]sze] noty jest udo-

Wodmé na,stgpu]aéce tw1erdzema SR :

Twierdzenie 1. Jezeli N = N [W,.(z) E] ;wst 'normcp qmsz-(]’zebyszewa
funkeji Wa(z) na 2biorze meskoﬂozonym, domknigtym i ogramiczonym E :
~oraz dla kaidego n isiniejé wérdd funkeji klasy W taka funkeja Wi(z), dla
ktdrej N {W*(z) B} jest 'naymmeysza 1), wéwezas wmwm gmmce '

®  lmdr— w(B, 1), gdzie Con = N[Wie), B],
@ 'hmﬁ"";yw n,? gizie  fa = M[Wi(), B].

' 1) Zatozenia twierdzenia sa,spelmone na przykl‘ad wtedy, gdy norma quasi- Czebyazewa, o
" jest monotoniczna (tzn dla dwdch funkcjl W,)(z) i Wn () e WN [W,.(z) El < N[Wa(z), E]‘

gdy tylko |Wa(z)| < |W,.(z)] w punktach bioru E, w ktérych Walz) # 0, ‘orag Wa(z) =

dla punktéw zbiorn E, w ktérych »(z) =0)i cuggla (tzn. dla kazdego e>0 mtmege ‘

G = é(s) >0 takie, ze Jezeh |Wn(z~) Ws(z)i < 6(51 na E wowczas IN[Wn(z) Bl -
—N[Wz) E]l <e .

1
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TWlerdz enie ‘2. Javhowumc oznamnw z twmdzema 1, niech W“(z)
= (z-—-a;)(z— 3 e (2 — *)e""f@ Wowczas w kazdym pun?ce'ie ebioru
CH (E) ostmeye gramca : :

) ' hm

W zakoliczeniu podamy pewne czgéclowe uo‘gélmeme tmerdzenia 1.
' Dowéd twierdzenia 1. Oznaezmy przez ta(z) = t,,,(z B, f) takae
funkeje klagy ‘W, dla ktérej un = M[tx(2), E] jest na]mme]sza Wéwczas'
mamy .

N [tn(z) B)< U(E)M[tn(z E)]— U(E)ﬂm
. 8kad
o = N[Wa‘i{z) B < U(E)ﬂn

’ St@d ora,z‘ na podstawie tWierdzema cytowanego na poczsgtku Wynlka, e
o hm]/,u,,=,uEf)1ze" L
S (8) | - lima sup o i < SwBf).

- Z drugiej strony Z zaloZexi wymka, ze dla ka.zdego >0 1stmeje hczba
naturalna N (e) taka, ze dla n > N{e) spelmona jest meréwnoéé

rmmwm&é

Poniewaz ﬁ,, 2 pn n=1,2,.. zatem _,

i ./

) HWie), B1.

! . - ‘ > ln ll/n‘r 1_/71.‘
- hww]/“>“ ,
-~ .Oraz .
hmlnf 1’”[],(“ )] hmmfﬁ”“ F(E; n
hmsup 1’”[ i )] hmsup "> u(E, j).\‘
‘Przeehodzagc teraz z ¢ do zera otrzymujemy nieréwnosci:
L E hmlnf > hmmf Ut > (B, f

'o" -

hﬂ‘}l’ > hmsup "> ,u(E f-

Z tych nieréWnoéei braz z (5) ‘mamy osta.t‘eczme' )
liminf " > liminf A" > u(B ,‘f} hmsup ay™'> imsup fy V> u(E, ),

e skad wynika tezéftﬁexdzenia.. L
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Dowod tw1erdzenla. 2. Teza twierdzenia wymka, Z uwagl wstepnej .
e zbieimodé lun[max |W,.(z,a(") )| pociaga za sobg w zbiorze CH(E) °

n—ooo
istnienie granicy

WG @)

lim : ,
W00 max 1 W n(z y a[(n)" f)
. 2eE . ' '

0,8, ),

ora,z Z WZOoru (4) :

- Twierdzenie 1 mozna ezgéclowo nieco uogolmé wykazemy bomem
nastepujace - ‘ S \ .

Tw1erdz enie 3. N'wch #bidr B nieskoticzony, domkniety i ogmmczony
zaaviera rosnaey ciqg. zbiordw Ej o tej wlasnodci, Ze ’lclm,u(Ek, fN=ulB, .

Przez N [Wﬂ(z), Ek} oRnAcTMY NOTME qmm O’zebyszewa funkeji Wa(z) na E,,
spelmamcq dla kazdego k warunki:
.N[Wn Z) Ek] N[Wn(ﬁ) Ek+1]
U(EBy) < _(Ek+1) < U< oo,
oraz o '
Norme N [Wn(z) E] zde]‘mwymy jako g/mmc@

© LEmN[Wa(2), Bl = N{Wal2), ¥].
k—o0 -t

Praypusémy, ze dla kaédego n istnieja funkcje Wi(z, k), Wa(z) dla kidrych
 odpowiednio wyrazenia N[Wi(z, k) Ek], N[Wzi(2), E] sa najmniejsze.
Wéwszas istnieje granica -

 lim ""——hm{N[Wn(z> B = (B, f) .

R0
D~O‘W()d Z nieréwnoéci ‘ .
NIWie), E] - NIWi(), Ek] > N[Wi(z, k), Bil
iz tw1erdzema 1 ma,my dla kazdego k )

Liminf a, (B, f)

n—>00.

Przechodz&c z k do meskonczonoscl otrzymujemy
(6) _ - liminfoy" 11mM(Ek,f) = H(E .

Jednoczesnie -j)rzy poprzedmo uzywanyeh oznaczenlach
NIWi(z), Bl < Nlta(2), B] = lim N[ta(z), Bl < Uptn s
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skad | E o
(1) | limsup o < limp™ = u(B, f) . T

n—>00 . >0

Z wzoréw (6) i (7) otrzymujemy ostateczniefezg twierdzenia.
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SUMMARY

On Applymg Quam Tchebycheff Norms to the Construction of Extreme
Function of F. Leja

The paper donsiiieré a set of functions Walz, a™, f) = n (z—ai)e™® in get B

closed and bounded. It is proved that for an arbitrary quasi- Tchebycheﬁ norm N exists
a hmlt in the set OH (E)

N e : ;(z—a:) - (— an), =&, H,§),
n-s0p ma.x|W,,z a*‘“’ o

where a*™ — {af, a7,...,an} is sueh a system of n points of plane for which
N[Wa(z,a*™, f), B] has the smallest value, and @(z,E f) is the extreme function

. of Leja.

COHEP)KAHHE

O npumenenuu nopu Kea3u—tIe6umeea 0aa nocmpoenus 3xcmpeua/tbuou gﬁyukuuu
' D, JIeu -

B paGore paccmatpmBaercs xmace dymxmm Wiz, a™, f) = H (z—ai)e™@ B mmoswe-

cree E, 3aMKHYTOM H OTrpaHJYEHHOM, Hoxaabnaae'rc;r, uTO IR mo6on nHOpMp! N xBasu- Ue-
Onnmena B MHOZKECTRE CH(E) CYIeCTBYeT Ipeses

lim Hz_al)-... (z—aﬁ)l =@k, HB,f),
wo V' max(Waiz, a*®, )

rae o*™ — {a, R Gg ) aeey a,.} SABIIETCAT TAKOH CHCTEMOR % Todek nnocxocm, J:(Jm KOTOPOit
N{Wa(z, a*™, ), E] mmeer mummmanssoe smaucrue, a @ (2, H,f) asmsercs SKCTpemaLHOl

\ - bysxmueir . Jlem.



