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Bolestaw Szafirski

O pewnej funkcji ekstremalnej zwiazanej z rozkladem
nieswobodnym punktéw ekstremalnych

Niech w dowolnej przestrzeni metrycznej R, zbiér E bedzie sumg
dwoch zbioréw niepustyeh, rozlgeznych, domknigtyeh i ograniczonych
E = E, +E;. Punkty tej przestrzeni oznaczaé¢ bedziemy przez p, ¢, =, ¥,...
Niech w(x,y) oznacza funkeje ciagly w zbiorze wszystkich par punkt6éw
tej przestrzeni, nieujemng, symetryezng, «(p,p) =0, o(p,q) # 0, gdy
p # ¢. Funkcje o tych wlasnosciach nazywaé bedziemy funkcjq tworzacq
lub uogdlniong odleglodciq punkidw p i q. Oznaczmy przez pe» = {p,, p,. ...,
sy Puj Doy P1y ooy Pn} taki uklad 2n 42 punktéw zbioru E, ze p; < By,

_ piel; i=0,1,2,..,n, przez V(Po, D1, ...y Puj Doy P1, .., Pn) iloczyn

wszystkich wzajemnych uogélnionych odleglogei punktéw ukladu p@m

a przez Vi, = Vou(H,, By) kres gérny tego.iloezynu, gdy punkty zmie-

niajg si¢ w zbiorze H w ten sposéb, ze p; e B, pie B i=0,1,..,n.

Mozna udowodnié, podobnie jak w przypadku, gdy o(p,q) =|p—q|?)

([11), ze ciag ve = VEZ"*PEMD "y — 1 9 ., jest zbiezny. Granice tego

ciggn lim vn = v(H,, Ei, w,1:1) nazywamy . rozwartoécia nieswobodng
n—-00

zbiorn E ze wzgledu na funkcje tworzaca o, odpowiadajaca rozkladowi
w stosunku 1:1. Utworzmy wyrazenie

n n n n
[1 (s, pi) 1 o(p:, p2) T] o(pj, o) [1 o(p}, pi)

: = k= 2y
Kalpin) = = (P, Ps) o

t,j=0,1,.,n

bl

oraz polézmy

(1) Ko = KBy, B)) = sup (min K pem)) .

D€ By, Pie Ey(i=0,...,m) (&)

1) Symbol |p—gq] oznacza zwykls ‘odlegioéé punktéw p i g.
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Mozna, udowodnié (podobnie ]ak w [1]), ze clag kin = k,n(El, E) =
[K,,.(El, E)pntl = 1,2, ... jest zbiezny i

2 . : hmksn = v(B,, Ei, w, 1:1).

Z ukiadem punktéw ptm mozna zwigzaé nastepujace Wyra.z‘enia.:

n w(z, pr) n a’(-’”a pk) [I w(yyﬁk) n (¥, Pi)
k=0 k=0 k=0

(3) Lylz,y; pem) = k#i kaei ‘ k#z k#
H o (i, Pr) H o(pe, pi) H (P, Pr) H o(pj, m)

ki ka&i k;éi o k#
i,jéo,l,...,n, o ’ : R

gdzie z 1 y s3 dowoinymi punkfami przestrzeni R,. Oznaczmy przéz :

(4) Ly = Lon(2, y) = inf (mﬂvXLff(‘v Yy, M) .
p.;eEl,p"cﬂ'{(iso,,.;,u) .2

B

“Wykazemy nastepujace
Twierdzenie. Jezeli: v(By, B}, w,1:1)> 0, to eciag Ly = (Lg)Vé»
ma dla kazdej pary (v,y) punktéw przestrzeni R, skoneczona granice

(5) | limly, = Lz, y) .

.

Dowéd Najpierw udowodnlmy, ze dla kazde] pary (z,y) punktéw .,
przestrzeni R,, zachodzg nier6wnoseci

I’?-n+2?(my y) = 91:2#(50? ¥)-Lol2,y) w,v=1,2,..

inf  w(p,p)
gdzie ¢ = @EELY<ED . W tym celu do liezby &> 0 i Wskazmkow
' supw(p, ')
i 10 EEI .
' 2,u, 2y dobierzmy w zbiorze F taki uklad 2y+2v—|—2 punktéw
(6) qer+® = {q4, qy, ..ny Qus voos Qutrs oy iy -y Quy oey Guto}
by ¢;<E,, q; e By (¢ =0,1, .., u+v), oraz by przy ustalonych x,y
(7) Lowraf, y) > Iggfof(¢,y; qes) —g

Wér6d punktéw (6) wybierzmy 2» takich, np. ¢, gi, -- s @iy Qiyy ooy q,,”,’
by iloczyn V(z, iy ves Qi3 Yy Girs oors ¢;,) byl mozliwie najwigkszy. Mozna
zalozyé, ze punktami wybranymi s Qut1y Quizy -y Qubos Qa1 -y Gitrs
zatem - . ) _ ' .

V(@) Quiry ooy Quivs Y5 Qutay oons Gurs) =V (2, ¢, Qui1y vy Qe=1s Pei1y vy Gutvd

? r s ' ’
Yy @iy Quiay -y Qi1 Qit1y «eny Q.u-‘l-v)
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dla kazdego 4hi=0,1,..,p k1= ,u+1 -y #+7. Dzielac obie strony

przez  czynniki postac (q..,qﬁ),w(qa,qp),w(qa,Qa),w(qa,Qp),w(w y)
otrzymamy mer()wnoéé
. .

Lu(z, y; 9(2"))

>_ 1
® (g, g1)°

1 )
—G""q_)Lii( VY3 4‘ ") =

gdzie - ¢®) = {q1, ut1y vy Qutss Qf:!ln+1, -3 Qu+»)y 2achodzacg dla k-%,'
,u+1 ,p—l—v, =14, p+1,. ,,u+r, z ktére] wynika, ze
Li?(wv Y5 ¢#7) > GLM(% Y5 4*) . :
Na mocy (4) . |
Lij(@, 95 ¢) > c-xgg)xL;,,(m,y; @) > clo(@,y) 4,§ =0, 1,0, me

 Poniewaz dla 1, §=0,1,..,p zachodm tonamoﬁé

| o, 45 ¢2+) = L@, 95 49) Lo, 9 ),
gdiie N v
0% = {qo; ¢y - Qs Qs -y Git 5 8% = {@s Quary ooy Qutns Gy Gut1y ooy Quto} s
zatem - o S . .
U Lylw, g5 o) > Ly(e, 45 ¢W)-ela(e, ) ;
skad ‘ ] ‘
max Ly(@, y; ¢%+) > max Ly, y; q20)eLy(z, y) >
@9 ) ' S
‘ = GLgp(ﬁ,: y)L%'(mr 3/) s
a stad na mocy (7) '
Lousalz, y) +e = CLZ.u(w, y)Lm(m’ ?l)

Istnienie granicy (5) skoficzonej lub meskonczone] wynika z wykazanej
nieréwnofci oraz z nastepujacego lematu?): jezeli ciag liezb dodatnich {a,}
spetnia warunek a,,, < ce,q, dla p,v =1,2,.., gdzie ¢ jest stala do-
datnig, to istnieje skenczona gramca hmm a jeS§li spelnia warunek

U = 00,0, dla p,y =1, 2 . gdzie ¢ ]est stalg dodatm&, to istnieje
granica hmp/ a, skoficzona lub nieskonczona. ‘

Wykaﬁemy teraz, ze- gramca. (5) dla kazde] pary (z, v) ]est skoniczona. -
Poniewaz hmk2,,-— @(El, E; w,1:1)> 0 wiec lstme]e taka hczba N

1) Dowédd lematu w przypadku ¢ = 1 ]eat zamleszczony w [2]. Dowad, mmejszego
_lematu przebxega analogieznie. : .

5%
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v(E, By; o
-2

16 gdy oznadzymy b= ’:kzl)"t_o k>0 dla n>N. Z dru-

giej strony w- mysl (1) dla ka,zdego n -istnieje taki uklad p@m punktow .
zbioru E, ze : ‘ o

Ko < r(q%flef(p<2">)+e, ‘gdzie &= pomt,

zatem

- (8). minKy(pem) > gt — Jom+l = Jomer . dla n> N,

o (ixj) ; - o _ .
Wobec ciaglosci funkeji w(p, ¢) istnieje stala C(z,y) taka, ze o(z,p) <
< O@,y) 1 oy, p)< G(m,y) dla kazdego p ¢ B przy ustalonych i y.
Dzieki nieréwnofei (8) i wzorowi (3) mamy

/
, [C(x, )]m(L Zi))
' . pn r 20y Rehy)
Lon(z, y) < I%%)XLii(m: y; pem) < min K (p(zn)) < : 54n+1 T
: : (m)

gdzle R(m,y) ma,x(ma,xao(m p),.ma,xaa y,p)},r_mmw(p,p) i na-

pEEl

stepnie

_C@y) . 20,y
L@ S =57 = 5w T 0, 1)

czego nalezato dowiesé. . ‘.
Uwaga. Gdy o(¥,, E;, w,1:1) =0, to . gramca () réwniez istnieje,
leez moze byé nieskonczona. C '
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SUMMARY
On an Extreme Function Connected with Distribution of Extreme Points
Let E be the sum of two sets closed bounded and disjunctive B, and E{ in .é,n arbi-

trary metric space Em. For each positive integer n let us choose in K a system 2n+ 2
of points so that n+ 1 of them belong to. E,, and the remaining n+ 1 belong to Ei.
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With a so chosen sequence of points of the set B and with the set E bne_can associate
a certain sequence of functions in a certain way. The paper contains the proof that
this séquence of functions converges to a finite limit i in the Cartesian product of space Em
by 1tself . . ‘ .
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O Hexomopoii 3Kcmpe,ua.amou ySynkuuu, C8A3AHHOU ¢ ueceoﬁoduu;u pacnpeae.aeuueu
axcmpma/:buux movex” .

ITonaraem, uto E HBJIHCTC)I CymMMOit I.(BYX BAMKHYTEIX, orpammem[mx " pas,uem,umx MHO-
xectB B, u E{ B moGoM METPHIECKOM npocrpancme Rm. Jna KaKOOro HATYpabHOrO YmMcNa
n usbupaem B E cucremy 2n-- 2 Touek Tamm oGpasom, WTODEI fn+ 1 M3 HMX IPUHAZIIEHKANO
x B, a octaymsable %+ 1 mpunagneskamu K Hj. . '

C srifpanmoit Taxkum o6pa3oM TOCIIETOBATEIBHOCTEIO CHCTEM TOUEK MuOecTBa K, a Taroxe
H € MHO»@eCTBOM F MOYKHO CBA3ATh HEKOTOPBIM O6DasoM HEKYIO TIOCTIEA0BATEIFHOCTD (RYHKIMIA.

PaGora SAKJHONAET JOKA3ATEICTBO. CXOMMMOCTH STOH HOC/ENOBATENHHOCTH dbymamit K Ko~
HEYHOMY NPENENy B AEKAPTOBCKOM HPOM3BEACHMHM IPOCTpaHCTBA Rpm Ha camoe celA.



