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Piotr Besala (Gliwicé)

O rozwigzaniach réwnama nielmlowego typu parabohcznego
obszarze meogramczonym o ~

- W pracy tej rozwazam problem postav"viony przez prof. Krzyianiskiego,
dotyczacy istnienia i jednoznacznosei rozwigzania pierwszego zagadnienia
Fouriera (wzglednie zredukowanego zagadnienia -Cauchy’ego, patrz [4]

str. 124—126) wzgledem pewnego réwnania nieliniowego patabolicznego, -

w klasue funkeji szybko rosnaeych i w obszarze nieograniczonym. W twier-
dzeniu o istnieniu zakladamy istnienie - rozwmzama odpowiedniego za-
gadnienia w obszarze ogramczonym :

Twierdzenia T i IT, ktére sg przedmlotem tej pracy dotyeza! réwnama. ‘
0 pochodnych cz@stkowych nigliniowego, typu parabolicznego postam :

: . P2 Bt 2
(1) . o F(wytrur‘a_u'y--wﬂ"a_%:wa u—?--w?‘%)*
omy Oy OF 02,01, Oy,

- Prawdziwo§é - twierdzenia I wynika — po zaﬂtosowa.mu twierdzenia
o . przyrostach. funkc]l i lematu Hadamarda — z edpowiedniego twier- -
dzenia udowodnionego przez prof, Krzyﬁajﬁskiego., Nagtepnie poda]Q
wniosek. Dowé6d twierdzenia IT polega na stosowaniu twierdzenia o przy-
rostach funkeji i lematu Hadamarda oraz wprowadzeniu pewnej mody-
- fikacji dowodu odpowiedniego twierdzenia podanego przez prof Krzy-
sanskiego dla réwhania liniowego (patrz: [2], [3]).

-8. D. Ejdelman wykazal poprawno§é postawienia zagadnienia Ga.u-'
chy’ego, w dostatecznie cienkiej warstwie, w a,naloglczneJ klagie fllnkG]l
dla ukladu parabohcznego réwnat, lecz prawie — liniowyeh i przy sil-
niejszych zalozeniach detyezacych -charakteru wzrastania wraz z « i u
skladnika nieliniowego. W [1] zamieszczone s3 wyniki jego bada.

- Pragne wyrazié podziekowanie panu profesorom M. Krzyza.nsk_temu.

73 przeczytanie rek()plsu i cenne Wska,zéwkl przy opracowywamu tego
tematu, .
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§ 1. Niech m‘(;vl, Dyy oeey Tm) bedzie punktem przestrzeni euklidesowej
m-wymiarowej ", za§ P(@y, Ly ..., Tm,t) hub krétko (z,?) punktem
czasoprzestrzenl m+ 1-wymiarowej emL

Oznaczmy przez D nieograniezony obszar otwarty przestrzem et
polozony miedzy hiperplaszezyznami ¢ =01it=17>0, ktérego brzeg
sklada si¢ z m-wymiarowych obszaréw nieograniczonych 8° i 87 poloZonych
na hiperplaszczyznach ¢ =0 i = T i z pewnej powierzchni o mestycznej'

do zadnej hlperplaszézyzny t = const. .
k Niech DR bedzie ogramczonym zbmrem otwartym Wycugtym z 1),

. pomerzchm@ waloow& I'gp o rownamu 2 o7 = R*. Zakladamy, ze 1stme]e

R, > 0, takie, ze dla R > E, ZblOI‘ Dg ]es{: sumg skornczonej ilogci obsza-
réw ograniczonych, ktérych brzegi skladaja si¢ z obszaréw polozonych
na hlperpla,szczyznach t=0it=T1iz pewnych ,,'powmrzchm boeznych®.

Niech D oznacza domknigcie obszaru D.

O funkeji F (@, t, 2, 2y, 2oy eeey Zmy 211y P12y -ov s Pmm) Zakladamy, Ze:

1° jest okreélona, i claygla w obszarze

n i, t)eD —oo<z< —l—oo,—oo<z,< +oo,—oo<2,k< +o0;
i, k=1,2,..,n}.

2° po’éiada. w obszarze n.ciagle pochodne pierwszego rzedu wzgledem
zmiennych 2, 2, ¢z spelniajace nastepujace warunki: istnieja stale

Ly, Ly, ..., L, takie, ze w obszarze = zachodzg nieréwnosci
oF oF .
o < Ly; o < Lllm] +L2, < L+ Ly (6, k=1,..,m),
gdzie ' ‘ '
m 1

3° forma’ kwadratowa

jest w obszarze m okreslona doda,tmo ‘ _
Oznaczmy przez Hy(M, K) lub krétko E,, kla,se funkeji y(x,t), dla
ktéryoh istnieja stale M i K dodatnie i takie, Ze zachodzi merownoéé

, Jw(z, 8] < Mexp(KaP) dla  (2,1) D,
za§ Z(A, B) lub Z, niech oznacza klase funkeji x(z, 1), dla ktérych istnieja
stale dodatnie A, B takiey Ze zachodzi meréwnoéé . :
[2(2, 1)} < AWI+B dla  (z,t) eD.
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- Polézmy
2Z=84+c.

'§ 2. Niech qu(w, t) bedzie dang funkcm okreélonae i clqglq na zblorze z.

Twierdzenie I. Réwnanie (1) posiada'co najwyzej ]edno, rozwig-
zanie regularne ) i klasy E, w obszarze D oraz réwne ¢(z, t) na zbiorze X.

Dow6d. Niech u, i u, beda dwoma takimi rozwigzaniami. Podsta-
wiajae je kolejno do réwnania (1), odejmujae stronami otrzymane zwigzki
*i stosujac twierdzenie o przyrostach funkeji ([4] str. 208) otrzymujemy, ze
réznica % = Uy spelnia’ w obszarze . réwnanie liniowe ]ednorodne
" postaci ' :

D Y

oF oF oF
0% ' - T oz
w miejsce zmiennych 2, 2;, 2; Wstawiono odpowiednio-

gdzie wspolezynniki ag, b, ¢ 83 pochodnymi , W ktoryeh

8%2 ou o*u ’ : L7
ol 8557'37- ’ 3w13w1+.6@$g’3w1’ 0<b@ <1, G,l= 17 s

u,+ 0%

Wspolezynniki te sg,. wediug twierdzenia Hadamarda ([4] str. 208), funk-
cjami cigglymi punktu (z,?) w obszarze D.

Prawdziwodé twierdzenia I wynika z zalozen 1°——-3° i nastepujgcego
twierdzenia udowodnionego przez prof. Krzyzanskiego ([3] tw. I str. 132):
. Jezeli wspolezynniki réwnania liniowego parabolicznego normalnego '

w% ow
Z a;(x, Bwﬁm,+2t bi(x, 1) —|—c(m t)u—ﬁzo,

= i=1

-t

s3 w obszarze D ciagle, a;(x,t?) ograniczone, b(x,t) klasy Z;, (i,j =
=1,2,..,m) zaé ¢(z,1) < yl[w]2+y2 (y1, 72 — pewne stale dodatnie), to
Jedynym rozwigzaniem tego réwnania regularnym i klaSy E, w D oraz
- znikajacym na powierzehni X jest u(w,t) = 0.

Wniosek. W klasie Z,(A, B) funkecji u(z, t) mozZna wykazaé jedno-
znaczno§é rozwigzania naszego zadania zastepujgc- niéréwnogei w zalo-
zeniu 2° warunkami slabszymi. Wystarczy mianowicie zalozyé,. Ze istniejg

1) tzn, ciagle w domknieciu D i posiadajace ciagle pochodne cza.stkowe wystqu] ace
w réwnaniu (1), wewngtrz obszaru D. .
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stale dodatme LO,Z vy Ly, p'rzy ktc’u;yéh, sq spelmione fniei-éwnoﬁci' -

. gor.
2 0’

_6

az‘k Ll[aﬂ'i"L&lulz +L39 a |w|z+z 1”"“}"'[’6 1)‘

Wymka to z- tvnerdzema cytowanego Wyze], wtedy bomem ‘

[ '<L1]x|+E,(A[w|=+B)2+L Ll +L2(1/A|w|-|—VB)+Z
T (L1+E,ﬂw!+w‘ﬁ+1:,, o
. 391; 4IWI2+55(Ale=‘+B)+Ls (L4+L5A)|w[2+L5B+L, ‘
-+ Kadac
"Ly = EO,L = 1+L..,1/A La—LzyB—}—Ls, L, = L+ LA; L4._LB+L5_

otrzymujemy, ze wspdélezynniki rownama (2) spehiaja zalozenia 2°.
Podobiie mozna uzasadnié, ze w klasie ZI(A B) funkeji u(w,t) wy =
starczaja zalozema -

ors -oF EF T F
E; \_ ’ < L I(DI +L lu[+L3, - <L4|$|2 +L5’u2 +L5,

gdzle L,,, Ll, L6 83 pewnymi ,sta.lyml dodatnimi.

§ 3. Oznaczmy odpowiednio przez Sk, S%1ion czeém pomerzchm S,
.87 i ¢ polozone wewnatrz i na I'g, za§ Og niech 0znacza czesé I'r zawartae S
w D. Polézmy ~

'2R=Sge+0'n, -QR‘“_“ZR’ITGR:-

Przy]mujemy na;st@pu]aycad hipoteze: B

Hipoteza (H). Dla kazdej funkeji D (x, 1) claéglej i klasy E W D i d.la,
kazdego R > R, istnieje rozwigzanie réwnama (1) regularne w Dy i r()wnei
&(z,t) na zbiorze Q. '

Oznaczmy

f(a: t)-——F(w t, 0 0,..,0).

Udowodmmy nastepujgee ‘ :

‘Twierdzenie II. Jezeli spelniona jest hlpoteza (E ), zalozenia 1°—3°
oraz funkc]a e, t) nalezy do klasy E,w D, a p(w,1) Jest dang funkc_]@‘

] 1) Prof Krzyza,nskl udowodnﬂ wezeéme; ]ednoznacznosc mzww,zama. zagadmema.
Cauchy 280 a1y réwnama para,bohcznego prawxe hmowego :

Z a,.;(aa,t)a 5 +st(m 02t ou— St = (1)

. . df=1
(e = const) w klasie Z, Wynlk ten nie zosta& opubhkowany

o




',‘,\:'

O rozwmza/mach réwmnia typu pambolwznego w abszmze meogramczoﬂgm : ,‘:‘87

cl&gla i kKlasy F, na zbmrze 2’ to 1stmeJe rézwmzame u(m t) réwna.ma, (1)
regularne w D i réwne @(w,t) dla (z,8) e 5.

Rozmza.me to nalezy réwhiez do klasy K,.

- Dowébd. Utworzmy cigg rosngey {Bn}, By > Ry, Ry—>o0. N1ech di(m ) BRI
bedzie funkeja ciagly i klasy E, w D oraz réwna ¢(w, t) dla (w 1) e z,. R
za§ p i ¢ dwoma liczbami naturalnymi, ¢ > p. '

Niech uy(w, ) b@dzya rozwigzaniem réwna.ma 1) regularnym w DRp

i spemiajacym warunek . A O
 tup(z, 1) = qﬁ(m, i) na QR,)'. | / '
Analogicznie okreflamy wug(w,t) w Dpg, . S S L
Mamy . ' - | .
OUp . - OUp Uy 62% Patp\ " i
= by up, —, '--7. ’ .
ot oxy " 0xy aw2 8wm

Stosujac twierdzenie o przyrostach funkeji W1dz1my, 7e u,,(m t) speima,
w obszarze JDR’9 réwnanie liniowe niejednorodne

%L”'_Z W PMp_ '-1-210(”6%—!-0(1)%——%—]‘( z,1),

* D 0my
=t Kl

aF oF oF
w02 oz
W miejsce zmiennych z, z;, 25 wstawiono odpow1edn10

(1) (1) 1)

v © . gdzie wspélezynniki aff, 5, ¢ sg pochodnymi , W ktérych

. , , ou, ) \ A R

' P By, el.gfs | 1%%; 0 < Gl(a"y‘t) <~1. (Ih = 17 ooy m) :
i— jak poprzedmo — Wspéiczynmkl te 89 funkc]aml cla_.glyrm punkiu
(.’E t) e D. ‘

* ° WprowadZmy funkc_]g pomocmczq, (tzw. dzielnik thmcy, skon- -
struowany przez prof Krzyzansklego, patrz: [2] oraz [4] str. 190)

ke

H(o,t k)—exp{ +w}

Oznaczmy odpowiednio przez D", D"’ , 2t Z'R ,.QR czesm ZblOI'OW
Dy Dg,, X, Zp 0 25, zawarte w warstme 0 <t < h

Dla, da,neg hczby K > 0 mozna dobraé (a:nalogmzme Jak w pracy [2]
z uwzglednieniem: [3]) stale dodatnie u(K), »(K) oraz dostatecznie ma,lae
liczbe k> 0, tak by w obszarze D* zachodzila nieréwnosé: ¢ S

C?H(m,t K)<0

Y Stale @, v, b beda zalezne od K, L, Lw ey Ly (nle bed& za.lezne od Wska.z— o
nika p). \ . N
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Niech vy, v, beda funkejami okreflonymi przez zwiazki
up:"?ﬁoE(watyK);y ug = vgH(z,t, K).

Funkeja v, spelnia w DZp réwnanie

Dy = w _*vp (l)a'”p
Fy, = i,kE_ “"“a e k—}— E b + 1)2, = f(z, 1),
.gdzie o
_ JH g x,t)
s="p <0, fl(m,‘t):f(H’ ).

Funkcja di(w,t), na podstawie zatozenia, nalezy do klasy E.(M,, K,)
natomiast f(x,?) do klasy EyM,,K,). Oznaczajac M = max(M,, M,)
i obierajac w dzielniku thumigcym K = max(K,, K,) otrzymujemy, Ze .
@ (x,t) i f(x,t) nalezg do klasy Ey(M, K) oraz, ze spelmione sg nieréwnosci
(3) o)) <M pa Qp -i |fe,t)] <M w obszarze 17;‘% .

D
Polozmy
(4) Cwl = v M, Wi = v, + Mt

Funkcja wh spelnia réwnanie

FOwy = M(1—at)+fi, 1) >0,

z ktorego Wynik‘.am1 ze wY) nie osiaga wewnatrz obszaru Dﬁp ani na ‘czesei

brzegu Sﬁp maximum dodathiego ([4] str. 177). Na moey (3) i (4) mamy
wy’ < M na Qf , a zatem nieréwnosé ta utrzymuje sie w calym obszarze DRp‘
Wedlug (4) S

<M+Mh=DM, w Df.

Analogicznie, funkeja w” nie ‘osigga wewnatrz obszaru Dﬂ‘; ani na czedci

brzegu SRp minimum u_]emnego, ‘skad otrzymu]emy Vp = — M1 Osta-
tecznie |v,| < My W DR , gdzie stala M, jest niezalezna od Wska,ﬁmka. P;

mamy wiec réwniez |v,| < M, w DRq.
Oznaczmy '

Upg = Up—Uq,  Vpg = Vp—Tq .
Mamy '

B) = v H (@, 0, K)  oraz o <2M; W

R







