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" L’évaluation des coefficients d’une classe de fonctions analytiques
et univalentes dans I’anneau circulaire

1. Considérons la fonction de la forme

@ fe) = ot 22 ot 2 ottt Gn o

. Désignons par M la classe de toutes les fonctions (1) analythues et umvalentes.
* dans P’anneau circulaire :

@) ‘ 1<|?|<R

" ot par M* la sous-classe eomprenant toutes les fonctions de la classe M

a coefficients a, (n =0, +1, ...) réels.

Le but de ce trava.ll est d’étabhr certaines 1néga]1tés pour les coefficients .

‘- des fonctions de la classe M*.
2. Lemme 1. 8¢ les by (n =0,1,2, ...)\sont réels et la fonction

(3) . " ((p) Z by COB TP

n=0

- est de signe constant pour 0 < @ < 2:1, la fohction

(4 () =t Zb,mcosksv (n>1)

k=1

est de méme signe pour- 0 @ < 27
"Démonstration. Soit u(p) <0. Dans ce cas la fonction

n=0-

qui sur la frontiére |2| =1 remplit la condition Reg(e"w) = % (p), en vertu de
la formule de Schwarz ([1], p 444), est analythue pour [e] <1 et Reg(e) <

e e
R




= 0 pour I =1,2,.., (n—1)
& = S

et‘ _en+! i
n pour 1 =n k

== & »
k=1 ’

"

- Done, on a

i) = D 9(005) = by Busrt by + by + .
N = ‘ -

ainsi que Regs(z) < 0, et, par conséquent,

Ua(p) = Regn(e®) =by+ bnCO8@ + byncos2p+ ... <0
pour - ‘ :

0<p<2n.

Dans le cas u(p) >0 la démonstration est a.na.logue

Lemme 2. Siles by (n = 0,1, 2, ..) sont réels et la fonction (3) est de ugm
. constant pour 0 < ¢ < 27 et b # 0, on a

|ba] < 28]  pour n_l 2,3,

t

. Démonstration: a)Si «(p) < 0, la partie- réelle de la_ fonctmn (5) nest ’
pas positive, ¢. & d. Reg(z) < 0. Comme Reg(0) = b,,, done b, < 0. :
Considérons la fonction

g(&)— 0o (2)—b bl
g(=)+ bo ~ 2b,

La fonction w(z) est réguliére dans le cercle [2| < 1 (car b, < 0, Reg(z) <0

- et Reg(z)+b, < Reg(z)—b, pour |2| < 1) et satisfait aux conditions suivantes: -
- w(0) =0, |w(z)| <1 pour |2] < 1; en vertu du lemme de Schwarz (2}, »- 29?‘)::;"
1By206} <1, e & A |By] <2/ By
, b) Pour n > 2 considérons la fonction (4). En vertu du lemme 1, elle rempht 4
- I’hypothése du lemme 2, done, en raison de a) on a

- ‘ } ]b,,l\2|b,,] pour n=2,3,

‘w(z) = ehe

Y lDans le cas u(p) = 0 la démonstration ost analogue. e
3. Théoréme. Si la fonction (1) appartient & la classe M‘ ses ooeffwwm

remplzssent les méyahtés suivantes:

®) al < (R‘"" = a0 B,

En‘“:”R—" Ym0 a7,




,lreiﬂam'e (2), on a
f (zz) f (31

_..zl .o

Gl(zu 2 ) =

‘ pom' 2y = 1€9, 2 —re—t (1<r <R),

Gy(r, g) = ...+ o nlemme— ) a_yr=Y e~ — eio)
‘1‘ @) =t e — o= ) | F e — o) _
SO . a1 (er—e’) Gpri{eine—g-ine) . s
B \ ' . : 7"(8""’——6_‘?’) e . T(efwne—iw) e
1 —2isinng —2ising  §in2¢
= —n—=1 —2 : .
| et a_ gt 2’&81]1(}) ) +.ta_yr (-——258in‘¢p )+ a+ ayr sing _l_‘.“
:ﬂ.’d’t\l .
.( B ‘{‘8), ,’ ‘ Gy(r, @) Z(amr”’ — Q=) smmp #0 -
2y Ve S n=1 -

pour 1 <r <R et 0<op<2m; done, la fonction Gy(r, @) conserve le signe.-
Fn mulfipliant (8) par 2sin’g, nous obtenons
Tz ot °°

G(r,q@) = 2sin2¢pG1(r, @) = Z'(anrﬂ*‘l— a_,r—"1)2 sincpsihmp .

v n=1

. '-‘La fonctlon G(r, (p) est du méme signe que Gy(r, ¢). En umhsant les formules
S . Zsmqosmmp = co8(n— 1)<p €08 n+1)qo |
. nous obtenons

G(r,‘}p) = Z (aprn—t— a_n;"-”‘l) fcos(n—1)p—cos(n +1)¢]

- on=1

- = (@~ a_, 7" %) (1 — c082¢p) + (@37 — a_y77?) (cqsq) —co83¢)+ ...+
Do @n 1 12— @py 7™ [CO8(N— 2)p— cosngp] + (anr*—1—a_pr-71) [cos(n—1)p—
— 08 (n +1) @]+ (@a 117" — a_(u1y 7" "2) (COS NP — COS (N + 2) @] +- ..

}é’ést-éwdire
G(?', ‘P) (ay—a_ 11"'2) + (agr— _27“'3) COSQJ +Z [an+17'n a__'n_lr——-n—z_

n=2 .
——(a,,_.l'r” 2 Qg1 ?~ )] COBNP . o

- La/fonction G(r, g)pour 1 <r < R et 0 < 2@ remplit les conditions du .,
.‘lemme 2, done . C
‘ 1‘9) - 7 [azr a_gr-8| <2l ay—ayr2| |
1%.;.17'"’ a_.,,_lr""-z (a,, I 2—a n+17' )l 21@1 a_ T—2l pour %22




" _Lorsque r>1 ou r>E de (9) on tire
o7 ' ty— O— 2 — G
(10) ; | le o} < : lay—aa] .
. la,R—a_s R <2|a,—a_1R7?,
ot, en général ‘
‘]am—'H““'a-n-—-l (an—l—‘a—nﬂ)] 21 “1""/-—-1[3

11 .
(1) |G 41 B"— G ne1 B" "~ (@1 R~ *—a_pa R < 2lqy—aR7Y.
Des inégalités (10) et (11) on obtient par récurrence '

|0n — a_n| < njay—d_i

: our n=2,3,.. Cl
Ia»”R""l—-aﬁR""_llé%lar—a_lR'z\ P - $

c’est-a-dire
—n| gy < —@nF+a_p <nlay—a_

12) - A 1I\_2 e ‘l_nii _,. pour n =2,3,.
—njay— a1 R < an B _a_nR <nla,—a R

En multlphant la premieére des llnégahtés (12) par R ! ou bien par R™" ‘,t -

~ en l'ajoutant & la seconde nous obtenons les inégalités (6) et (7).

4. Remarque. Du raisonnement fait ci-dessus il résulte que a, peut &tre
un nombre complexe arbitraire. Considérons les fonctions: .

1 ’ : L
a) f(2) =37 + Gy + 4,2, v o o

b) - f(2) =t +ao+z;

ot a_; et a, sont des nombres réels. De la condition d’umvalence de ces fonctlons
dans I'annean circulaire (2) nous obtenons pour a, et a_, les inégalités smvantes.

: 1
.a’) H<p; OU a, >1,

b) a.1<l ou a_> R
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