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Uber eine Elgenschaft der geodatlschen Linien auf den Zylmder
und Rotatmnsﬂachen

1. W sei éine Zylinderfliche mit der rektifizierbaren Kurve
(1) o ki @ =xlo), @, =wmy0), x3=0

als Leitﬁngskurve und mit den zu der x;-Achse parallélen Erzeugenden. Ist P
- die Bogenlinge der Kurve k, so sind die Funktlonen xi(o), x,(c) totalstetig
~ und gilt fast tberall

@  [w(o)PFm(e) =1.

| Nehmen wir o, & (h = x,) als Koordinatenpaar auf der Fliche W an. Wegéli (_1)_

und (2) hat das Bogenelement dieser Fliche fast iiberall die Gestalt
(3) ds® = do* + dh? .

Da,s.Integral .
' ]fdsl (P,Q e W, ds hat die Form (3))

stellt also die Lénge der rektifizierbaren Bogens PQ auf W dar.
Die Kurven, die dieses integral minimisieren sind die. Geraden

(4 ‘ Cio+Coh+Cy =0,

~wo C; = eonst und Ci+ C; > 0.
Im Koordinatensystem (Oz, xz,x;) wird also ]ede geodatlsche Linie auf w
(wir nehmen die variationelle Definition der Geodstischen an, vgl. [1] 8. 34)
" die Gleichung :

1

. () wo=alo), @ =w(0), @& —actf  (a,B — const)

bzw.
*y = L, = const

“haben.




L sSekantenvektor® von I’ mit Komponenten (A, A®,, ads). Wegen (7) wird

0

Defmltlon Bin Punkt P der rekbiﬁmerbaren Kurve ! heisst mchtregular,

wenn das Verhﬁ,ltms ‘der Sehnenlange PP’ zu der Bogenlange PP’ der Kurve !
(P’el) gegen Null konvergiert als P'->P d.h,
S | . PP

‘ 6 ) s - lim == = 0.

( ) PP pp » ’
- Satz 1. Ist der Punkt P ‘ein mchtreguldrer Punkt der Leitungskuroe "k g0
kat jede ubor P durchgshende und von k verschiedene Geoddtische im Punkw P
die Tangente, die mit der Erzeugenden zusammenyallt. Lt

Beweis." Sei Az’;= m,(a—I-Ao) #i(0). Da der Punkt P der Kurve (1)_-’" o

nichtregulir ist,. so gilt ‘ ‘

Jim VA& T AzF_
?

: Aa»o Ao ‘

daher

m | lim 4% _ jim 4%

. Ag->0 Ao 4000 Ao

=0.

I" sei beliebige iiber P durchgehende und von % verschiedene Geodatlsche
auf W. Dann hat I" die Gleichung (3) wo a # 0. Bezeichnen wir mit AT den

hmf'f—:(o 0,a.
Ag—>0
&

Die Grenzrichtung des Vektors AF ist also zu der ws-Achsa parallel. Da;mit»
besitzt Geoditische I' im Punkte P die- Tangente, die mit der iiber P durch-
gehenden Erzeugenden zusammeénfillt, was zu beweisen war. AR

2. Wir wollen jetzt dhnliche Eigenschaft der Geoditischen auf den ‘schwach - :
reguliren Rotationsflichen beweisen. L
- Sei R eine Rotationsfliche mit dem rektlﬁzlerbaren Mendla.n m und (u v) ‘
als Koordinatenpaa¥, wobei u' die Bogenlinge des Meridians m und » die
"Abweichung von der festen Meridiansebene bezeichnet. Wie E. A. Morozowa,

‘in [2] gezeigt hat, haben die Geoditischen aunf solcher Fliche lokal die Da.rstellung
= v(u) ‘mif '

(8)

du ?‘(’M)l/”’(’u) c*

wo ( = const und r Radlus des Parallelkremes bezemhnet o
Satz 2. Ist P ein mckt'regularer Punkt des Meridians m, so hat yede dwmh P

~ gehende und- von m verschiedene Geodditische im Punkte P die Tangente, die mit

der Tangente des durch P gekmden Parallelkreises -zusammenfallt.
Beweis. P habe die Koordinaten (uy v) und r bezelchne beliebige oben -
gewahnte Geodatlsche anf R. Es gﬂt PM PQ +QM wo die Punkte M, Q




| “’idie Koovrdmamen (u +Au, p+4~o> wnd - (u +Au v) haben Bezeichnen wir AP
o= PM Au = PQ, Av ~—QM (MeI’) Wir haben nun AI’ Au+Av und daher

AT _Au 4o
du T T

wa.s noch m der Gesta.lt
‘“'geséhrieben Werdexi kann.

Konverglert Au gegen 0 so wird:

a) M“I -0, denn P em mchtregularer Punkt des Mendlans 1st3 ' , :

——)

b) -2—- konvergiert gegen den Tangentenvektor 1, des Pa,ra.llelkrelses im P.

(Vektor Ao nach dem Richtungsinn. konvergiert, da Wegen (8) dv/du stéandig -
von Null verschieden ist und die Geoditische nicht von einer auf andere Seite
- des durch P gehenden Meridians ,springt“). '

‘ ALIN S
°) Y. iag TRy, Rkl
-}Eg folgt hieraus ' ' ) .
hmi!;ll ..“-_.__mo_.m ’{z (0 #0).

s Ay Cryri—(?

Die Geodatlsche I" hat also im Punkte P die Tangenbe die mit der zum Parallel-
krelse gemeinsam ist. - :
Bemerkung Tn Sitzen 1, 2 kann P als ein Randpunkt der Geodatlschen
{die geht von P aus) betra,ehtet werden und Beha.uptung betrifft dann die Halb-
tangente
Folgerung. Auf den Rotationsflichen mit dem rektifizierbaren Meridian,
der nichtregulire Punkte hat, gilt nicht die Clairaut’sche Regel

rgind = O

~ wo & den Winkel zwischen der Geodiitischen und dem Meridian bezeichnet
 und. C = const (C ist dieselbe Konstante wie in (8)). :
- - Tatséichlich, ist ¢ = 0 so wird in den nichtreguliren Punkten 6 — :rz/2 und

o daher rsiné = r unabhiingig von dem Wert des Parameters C der gegebener

‘ Geodatlschen entspricht. -

Die Clairaut’sche Regel gilt ebenfalls mcht wenn der Mendmn einen Punkt .

" hat, in derem das Verhiltnis der Sehnenliinge PP’ zu der Bogenlinge Pp

', des Meridians geg?n eine Zahl u, 0, < u <,1 konvergiert. Es gilt nihmlich dann

Cr

r8ingd =
l/ﬂ’r’-i- 1~y

5 ’Dle rechte Selte dieser Gleichung ist nicht konstant bei der festen Wert 0.




. Bel 3p1e1 Die im Satze 2 gewa.hnte Elgensehaft haben dle ‘Geoditischen.
auf der Rotationsfliche mit dem Meridian

r{Ls) = {w3|‘;sinw—1— 41  fiar o w3 #£0
. , X

R ' : “r(0) =1

wo 3/2 <a <2 A

Aus den Sitzen 1 und 2 folgt, dass die Geoditischen auf den Rotations-
flichen und Zylinderflichen, unter gewissen Bedingungen nur in zwei Rich-
tungen von einem Punkte ausgehen koénnen, und dabei in einer der Richtungen
die Anzahl dieser Geoditischen unendlich ist. Diese Ergebnisse kann man als
einen Beitrag zur Losung der allgemeiner Frage iiber die Moglichkeit der
Ausfithrung der Geodétischen von gegebenem Punkte in gegebener Richtung .
behandeln. Zum Beispiel fiir die konvexe Fliche gilt es: Fiir jeden Punkt etner _
konvexen Fliche hat die Menge der Richtungen in denen von diesem Punkte keine
Geodamschen (Kiirzesten) ausgehen, das Winkelmass Null. ([1] S. 213).

In unseren Fillen hat diese Menge das volle Winkelmass 27;

;-
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