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Sur une condition suffisante (et nécessaire) pour 'qu’mi
espace riemannien i trois dimensions soit euclidien

Le fait que le fort développement de la géométrie de Riemsnn n’a com-
© mencé qu’avec la création de la théorie de la relativité avait comme consé-
‘quence que les espaces riemanniens &.quatre dimensions ont été plus profon-
dément étudiés que ceux & trois dimensions (les espaces & deux dimensions
étaient depuis longtemps étudiés parce qu’ils se laissent réaliser comme surfaces
plongeables dans l’espace euclidien & trois dimensions). C’est probablement
‘pour cette raison qu'un théoréme fondamental de la géométne de Riemann
"4 trois dimensions n’a pas ét¢ — il me semble — remarqué jusqu’au temps dernier.

Si nous désignons par g le tenseur métrique d’un espace de Riemann V,.
et par R resp. Rz le tenseur de courbure et le tenseur de Ricei

(1) o - R = Ryt , ‘ ' .

~ alors l’espace étant euclidien, c’est-a-dire R;' =0, le tenseur Ry disparait
" aussi. Réciproquement, la rélation R;z = 0 n’entraine pas en général la rela-
tion Ryl = 0. Pour » — 3 la situation est exceptionnelle parce que le nombre
de composantes indépendantes du tenseur de Ricci est égal & n(n+1)/2, celui
du tenseur de courbure est égal & n*n?—1)/12, done pour n = 3 ces deux ten-
seurs possédent le méme nombre 6 de composantes indépendantes.

Il y a quelques ans, j’ai trouvé pour V, Pimplication suivante

(2) ) . Rjk = 0$R¢yk =0.

Bien que ce théoréme ne soit pas mentlonné dans les manuels de Eisenhart
et de Schouten, je n’avais pas publié sa démonstration en supposant qu il
est qua.nd méme connu. Mais, en trouvant tout récemment dans le llvre de
A Z. Pietrov ([1], p. 37, I’exercice 3) la formule

Rijia = — gu Ry‘k + 95 Bia— gix Ra+ g Rij+ 3 (ga gie—GaGir) s



o dott le théoréme (@) résulte immédiatement. -

. 4 R Rjkg"‘” .
dont la mla,tlon (2) est une oonséquence médlate (.Rﬂ,, = 0»3 t)}, le me .
~ suls assuré que le théordme envisagé n'a pas é66 ‘en réalité ;'emarqué Presque -

simultahément la démonstration de ce théordéme a 6té ‘publiée dans la deuxidme -
édition du livre de W. A. Fok ([2], ,,Supplément” P '549—551). Cette démon- -
stration est basée sur I'introduction d’un tenseur contravariant symétnque Ak
\ ‘remphésant les relatlonl A L

’ A Epii'Egkl'Am =R{ik1’ ) ) \
ol By ost ie tenseur antisymétrique bien connu R
' SR By =V |
- et
| , g= det(yfk} #0, o ‘
1 8 p, iy 7 est une. permutatlon pa.ire des nombres 1,2,3

| . Ppis w{u ~-1¢8i p,i,j est une’ permnta.tlon impaire des nombres 1,2, 3
. 0 i au moins deux des indices p,7, 7 sont éga.ux

Au mOyen du benseur A, l’emﬁeur déduit 1a formule

Rtm=(3m'“'gm) miEqkz, (1""m ngm!ih):

(e théoréme est — comme j’ai déja remarqué — une com:réqnence snnple dela
formule de Pietrow; Iauteur ne donne pas cependant de démonstra.tmn de
~ sa formulé en la laissant au lecteur. ‘
- Jexpose’ ci-dessous une esqmsse ‘de “ma- propre démonstra.tlon Oomme

(3) e Rﬁkl = Rli "Gt Rﬂk R«fkm.‘l”"
. oon &, . f : . B
?‘.(54) g ' f‘;W ‘ Rm‘=0¢:>R<m 0.

En expnma.m; les composantes Ryt par R;m ‘al moyen de la deuxxéme desa -
relations (3) nous écrivons. (1) da.ns 1a forme: éqmvalente B ‘

Rﬂc = Rﬁkmy‘m
By, ' g"“_Rw,,.

'Tra.ltons (5)- commie un- systéme dn’équamons lméaares ob. les Ry sont, donnés
- (les coefficients ‘g™ sont aussi dennés) et les 'Ryim sont inconnus. Le nom,bre

. @’inconnus est égal & 6. Le nombre d’équations indépendantes est aussi égal & 6.-

' Un caleul slmple (mms un peu 10ng) montre que le déterminant D des coeﬁxelents




(aprés un amn:gemeﬂt eonvenablg des équatmms en' des inconmles) jest donné
par I fnrmule D A oo T, s
De lé» il résulte que sous l’hypobhése que. ﬁous les Rix sant égaux & zéro, Ip.

) syst'éme (5) na’ que 13 solut:on -Rfﬂcm = 0 doﬁ en vertw de (4)’ nous mons / B ‘
la eonclusmn Ry = 0. A B o | s
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