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Construction des certains polym‘imes extrémaux

Soit Wy, ..., Wn N Systéme de » + 1 nombres positifs arbitraires. Soit H une
famﬂle de systémes de n+1 pomts X = {z,, ... 'm,,} satisfaisant & D'inégalité

v ‘ ,—l—mn<wn1< <@ <y =1.

Pour chaque systéme X e H il existe un et, sealement un polynome P(z)
= P(w X) de degré n tel que

Play) = (—1fw;, j=0,..,n.

Appelons P(x; X) polynéme associé au systeme X et désignons par ¥
P’ensemble de tous les polyndmes associés aux systémes de la famille H. Chaque
polynéme P(z) e % posséde dans Dintervalle (—1,1> tous ses extrems et sa

- dérivée P'(x) y posséde n—1 zéros.

Le systéme X, ¢ H et le polynéme P,(x) = P(; *) seront dits extrémaux si

\

c’est-a-dire si les extrema du polynémsé P, (x) sont exactement égaux i (— l)fwf
Dans le travail [1] on appelle un tel polyndme le polynéme géuémlwé de T'che-
bycheff de degré m pour lintervalle (—1,1>.

Le but de ce travail est de donner la construction du polynéme extrémal

et de démontrer ainsi d’une autre maniére que dans [1] son existence et unicité.

“1. Soit X, = {iy, ..., 2n} un systéme quelconque de la famille H et soit Py(x)
le polynéme associé 3 X La dérivée Po(x) s’annule en n—1 points de l’mter-
valle (—1,1). : : ,

- Ces points &t les pomts 1,-1, pns dans l'ordre convena.ble, forment le
nouveau systéme X, eH, X, = {a, .., xs}. Mettons Pi(z) = P(z; X;). En
général, si le systéme X, = {x}, ..., @)}, X e H et le polynéme P,(z) = P(x; X,)
sont dé]a définis, soit X,+1 e H le systéme de n-+1 points —1 = Bt < ..
< a':o =1, ol #f*, j =1,...,n—1, sont les zéros de la dérivée Pj(), et soit



P,pi(o) = P,t(a:, X,ﬁ) De‘“cmh mnméne:one cléﬁmt une snrte/&e, ‘syéi;émés {X }
et une suite de Eoiynbmes {P{w)}, (v—~ 0,1,..),On a les éga,ktés suivantes:

(3')‘ ‘ v(my)*“(“"l)'wf’ : 3"‘0 ’m! Pl(a’? )20’ 7"'1 ’”ml :

Lemme 1. S@ deu polynémes d@fférmts W), W,(m) éc}f samfowt aua;lz.'_w
- mégahtés v : L «
(‘;"1j W) ‘i("‘l 7'W1(w:'), K 117‘ """‘15 o

o —1 < @n <. - < @y <1, pour mc(ml,l) on a Wy(x) < W) ..
Démonstratl on: Le polynﬁme Q(x) = Wy(x)— Wz(m) satlsfa.lt FuUx mégahtés

<VQ@), i=1,mnet,

et Q(lj Q( 1) = 0. Définissons 1es points %1, veis T comme 11 suit:
1° 8i 0 < (-1 '@ (x;), nous mettons & = @5, : R
2°8i0 = Q () et Q (x) change de’ mgne au point = solt Zj un pomt suiﬂsam- .
. ment proche.de &; et tel que 0 < (—1) Q(%). ' : >
3 8i 0= Q(w,) et @(x) ne change pas de mgne, soit Z = ;. Bemarquons a
Aque dans ce cas #; est un zéro doublg &e Q(x). o
s Dans l’mtervalie {Fn-11 %) Q) a n—2 zéros. En, effet, siles points Tji1, %
. sont définis par 1° ou par 2° Q(2) s a.nnule dans lintervalle (%41, z,) Biz
- est défini par 3° '@(x) $annule deux fois dans Pintervalle (%41, %j-1). Nop,s :
voyons ainsi que dans-chaque intervalle (Z;1, Z;> @(«) s’annile au moins une
fois; chaque zéro double est compté deux feis: une'dans (a:;.u, Z;y-et une. auﬁre .
dans {@;, T;_,). Par conséquent, dans l’mtervalle Fn-1, D Qo) a an mbms
n—2 zéros. Comme Q(x) est de degré <my il a exactement n—2 zéros dans
Fp1, Ty et en dehors de cet intervalle et des pomts —1,1 il ne s’annule pas.
Le point %, ne peut pas étre défini par 3°, parce qu’alors le zéro de Q(z) situé
dans Pintervalle (Z,, 1) serait le (n--1) -éme zéro de Q (). 11 en résulte que %,
- est défini par 1° ou par 2° et Q(Z,) # 0. De cette fag:on nous avons démontré
que 0 <—@(%,) et que 0 < —@(x) pour a:e(:cl,l) Comme Z, est un point
arbitfairement proche de ,, 'inégalité 0 < —@Q(x) a lien pour z e (x;,1).
Lemmﬁ 2. La suite {P,x)} ne décroit pas dans l’mtmalle &y 1Dy o & ost -
la plu! grande racine de Véquation Po(w) =y, ;
o Démonstration, Soient ¥, < yh_y < .. <y1 "les zéros du polynﬁme ,P,(w)
Al Comme © <( 1) ,(m,) i=0,.. yMy o &'

a:,.,<y,,<m,,,\_1< LS < T < YL < T

- Les points 2, j=1,..,n—1, ont eté définis comme les ﬁoints dans les-

' quels () prends ses valeurs extrémales. On a donc ¥, < 2475 < ... <y < Wi'HA
< ¥, ot (-1)’P(w’“)>(-1)P(w) pour z e (%j+1,95). En pa.rtlcuhqr, on
a (—1) Pyfa "*‘)>( 1) Pa) =w. OOmm, d’autre part, (— 1) P,H(w, )_.w,,,

done

("*‘1)7 w1l 3’;“ { 1)7 v( '“)



(.43.':.;5*’. S '1 P.(m)<P.;1(w),. »=0,1y.

Smt f, Ia plud. gra.n&e racine de l?équatwn P,(m) = «-w, Bemarquons qne
2 <&. Comfne Pyal"’y<—w; = Pyf&), on a aussi 2" <. De l’inéga-

hbé {4) 11 résulte q_ue Pp+1($b+1) = ,{6,) < P,+1('ED) ‘Le pOLynme P,.H(m) el’ﬂit
dans },’mtervaﬁe (Bt oo) Par conséqueent Er<él Pour chaque ¥ on-a dOne
(s.,, 1)C (6, 1) C (2™, 1), et (4) & Leun pour @ e (&, 1):

Théoréme 1. La suite {P(x)} converge uniformément vers Ee polyndme ewtrémai - g -

i ,(:v) et. la smw {X,} co%c'rge vers le systéme emtrémal X,,, c’e&t-d—dm mi—w‘

=0, .. .
e Démomtratmn La. suite {P,(z)} est non- croxssanw ot bornee dans I’mter~' -

N valle <&y D, Po(w) < Py(x) < avg. Par eonséquent, elle est; convergente Comme

- tous:les P,(x) sont des polyn(}mes de degré ny la fonetlon P,(m) hmP’(w)’

est un’ polyno‘me de degré -n. Remarquons qu’ on a; ausm hmP’,(a;) = P;(w),‘

v nmformément dans l’interVaﬂe {—1,1>. ‘ _
A La convorgenee des suites. {vh} et {a}} est évidente. Pom' démontrer la con-

, vqrgence des suites’ {as,} pour 3 =1,. ,n 1, ponsldérOns une suite ‘partielle
convergente (X} et _posons &j = hm mj Comme les systemes X, satmfont '

aux mégahtés 1), le systéme X, sa.tlsfalt aux méga.htés

§5) : —l—zvn<w,.,_ < <ot gwo —1

,P,(ag,) —hm P,,(m;*) = (= 1Yw;. Par eonséquent ‘dans (5) les égahtés ne

peuvent Pas avotr lieu. Donc, le systéme X, satlsf.alt aux inégalités (1). D’a,utre' '
part d’ap&és (3), P;(wg) —hmPv,G_l( ¥y =0,j=1,..,n—1,d%il régulte @.

P’(w} étant de degré <n~1 il ne s’annule qu aux pemts Y,y § o= 1 an—1.
‘Bile pomt @y By £ ) était un pomt d’accumulation de la suite {w,}, on aurait R
P, (wo) = hm P, ,(w;‘) =0, ce qui- est 1mposs1ble Gette contradlctlon _prouve -

que X, = hm X,, et le théoréme 1 se trouve &ms1 démontré

2. Lemme 3. 8oit® f eH un systéme ewtrémal. Soit X e H un systéme tol

qu ‘entre @; et x;; j =1, ...,m~1, ne se trouve aucun peint ni-du systéme X,

- mt du systéme X. On peut bm@ avosr 3; = x; pour quelques %ndwes, mdis pas pour

tous. Soient P(x) et P(m) les. polynémes assomés aux systémes X et X O'em éumt :

. admis, on a

. (6) : : P(w) <P(w) pow me(wl,l)

oy

Démonstratmn Pour x ¢ (m,+1, $1_1) ona(— 1)1P(m) < w;. D’a.pres l’hyp0-

‘thése @; ¢ (@41, F-1),.0on & done (— 1) P(ay) < wy = (—1) P(x;). Les polyndmes

P(m) , P(x) satisfont ~done aux hypqthéses du lemme 1, Ao il résulte (6)

- Prace matematyczne z, 9 ‘ . S - . .8
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Théoreme 2 Dzms l’ensemble H zl emste un seul systeme extrémal el dans ‘
DPensemble K il ewiste un seul polyndme ewtré’mal T

Démonstration. On ne peut pas avoir une mfmlté de sj‘stémes extrémaux

‘Supposons donc qu’il -existe un nombre fini m > 1 de systémes extrémaux
PSPPI ‘*X*m Nous disons que le systéme X méne au systéme extrémal X,

"\

N

En effet, dans, chaque ensemble infini de Systémes -extrémaux on pOqura.lt_
choisir une smte convergente et deux systémes queleongues de cette sulte aux
" indices suﬁlsamment grands: sat],sfalra.lent aux hypothéses du }emme 3 Cela -
st - cependa.nt impossible, vu que ce sont des systémes extrémaux.

si lim X, = X,x, ot X, sont les systémes qu’on pbtlent de X par Papplication

$—>00

“de la construction eonmdérée Evidemment chaque systéme extrémal. méne’

& Iuni-méme. ‘ ‘ :
Smt pour te (0,.1> Xy =tX +(1-1) X,,, 'q’est-él.-dire 7y =t} +(1~—t)m; )

j =0, ..., n. L’intervalle <0, 1> se décompose en m ensembles non vides disjoints

T,. Tm, déhms comme il suit: ¢e Ty si X, meéne & X,p. ‘Comme Vinter-

valle (0 1> est connexe, il existe une suite {t,} convergente a un ¢, telle que -

laeTietlye Ty, 1# k. Désignons par X, les systémes qui 8 ‘obtiennent de X,

par l’apphca.tlon de notre comstruction. On a alors lim X, = X,r, lim X.,,,o -

P00

= X,;. Remarquons que Pégalité lim Xy =X, implique Dégalité lim X, ,,
: a—>00 ! a—00

=X, En effet, quand Xy, Xy, Pi(a)—>Pu(x) et Pj(x)—>Pi(x). Les systé- _
‘mes Xy4, sont les ensembles de zéros des polyndmes Py (x), done Xyz,—>ZXig.:

De la méme fagon, lim X,; = X,, implique lim X,;,,, = X,.14. Oes rela-
tions peuvent s’expri;;:r par le tableau smiva.n;—_m,f> ‘ V .
Xy, Xy, o> Xy,
Xty Xigyy oo >Xugy

o e

o ¢ ‘
- X*k, .X*k, ‘e .X,z'

Comme les systemes X,; sont les ensembles de # -1 points, il existe une

suite diagonale X,.i,—X,;. Pour simplifier la notation nous remplagons les

" indices v, 1, par 0, u, En eonsidérant dans (7) seulement ces systémes qul se

trouvent sous les systémes Xo,,,, nous obtenons le tableau suivant
. Xo,l, Xo,z, ey ——>_X*1
X1,1? X1’2,':.., —*X*z
ooy
Xory Xors oo






