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Un probléme aux hmltes pour l’équauon di-ﬂ’érentlelle du second or&e

1 En 1955 C. Oordnneemu [1] a démontré l’exlstence et I’umcmé d’une
lolutlon de ’équation dlfférent.lelle

) ; P wf(t,w,m)

P assu]ettle aux condltlons aux limités suivantes

.’(.2)-" B W_‘m(0>-r,“ o(a)+ha'(a) = .

Le probléme (1), (2) 2 "été étudié aussi par Z. Oplal [31 qu1 a étabh un théoréme
. plus général

Dans ces études les auteurs admettent que la fonction f(¢, wo, ml) le second
memhre de P'équation (1), posséde les dérivées fz, et fz, continues satisfaisant

" & certaines conditions supplémentaires. Cependant pour la questwn d’existence

o - 0'<t<a.,"’——oo<wo,w1<+oo

‘.‘ 2

- de solutions du probléme (1), (2) ce n’est pas la régulamté de la fonetion f. qm
8 avere essentielle mais Pordre de croissance par Tapport aux. variables' '@y Ot @y,
~Dans la présente note nous allons établir quelguey théordmes d’existence
de salutlons de (1), (2) sans- Thypothése de Pexistence des dérivées fe, et fm
2. 0n dit: qu’une fonction f(t, @, ;) satisfait ‘dans ensemble :

v

aux condmons de O’arathéodory si pour tou‘t te <0 a> elle ést - continue par

rapport au couple (&,, &,) et pour tout eouple (x,, x,) est mesurable par rap- '

port 4 ¢. Toute fonction (1) pour la.quelle la dénvée & (t) est absolument con-
tinue et la rela.tlon
(1) = f(t @(t), @'()

- G heu presque pa,rtsout dans (0 ay s’appelle la solutum aw sens de O’amtbéodory ‘
: de l’équatlon (1). i <
Théoréme 1. :S'ou 1ty @0, o) une fo'nctwn satisfaisant dtms l’ensemble £
- aux conditions de G’amthéodory et d t’mégalzté :

'“‘(3): S mz wo,wl)l L(t)+Mimo|+K1wll

Prace rdatematycznez 9 ; A 4




ot la fonctwn L(t) est non-négatwe et sommable dans <0 a) et M, K deszgnent

des constantes non-négatives. -

Supposons de plus que la solution w(t) de l’equateon

(4) « o ' w-w2+Kw+M

i

satisfaisant & la condition
(8) : w(0) =0
soit définie dtms £0,a> et telle que |h|w(t) < 1.

Il existe dans Vintervalle <0, a> une solution aw moins au sens de Gam-

théodory du probléme (1), (2). .
‘Démonstration. En vertu d’un théoréme généra,l sur P’existence de solutlons

~ des équations différentielles ordinaires ([2], th. 4) il suffit de montrer . ‘que

pour tout couple de fonctions mesurables |m(t)| < M, |k(t)] < K le probléme
homogéne

(6 @ =m(t) s+ k()

(7) #(0) =0, z(a)+ha'(a) =0

~a la solution uhique x(t) = 0.

Supposons qu’une solution #(¢) du probléme (6), (7) ne s’annule pas identi-
quement dans Dintervalle {0, a). Dés1gnons par ¢ le plus petit nombre pour

‘ lequel on a

(8) 2(0) o) + () —

On a ¢ > 0. En effet, si 'on avait ¢ = 0, de (7) il Vlendraat w(O)(m (0) + ha' 0}}
= *%0) = 0 ce qui signifierait que la fonction z(t), comme solution de I’équa-
tion homogéne (6) satisfaisant au point ¢ — 0 aux conditions initiales ' = z = 0,
est identiquement nulle. De méme on démontre que z'(¢c) # 0 et x(0) = 0.

En vertu de (8), il en résulte que la fonction u(t) = ' t)/w(t) définie dans

Pintervalle <0, ¢) satisfait ou bien & la condition

Lm {u(#)] = oo (si 2(c) = 0)
t—e .
ou bien ‘ - ,
rlimu(t) = —1  (si 2(c) # 0} .
‘ t—e - .
D’aprés (6) la fonction u(f) satisfait 3 ’équation de Rieeati
W =whkOuimi), (kO] <K, )| <

et, tenant compte de (7), & la condition initiale #(0) = 0. D’aprés (4) et (5)
il en vient que dans tout Vintervalle <0, ¢) on a 1’1néga11té fu(t)] < w(t) et, par
conséquent, ou bien v
‘ limw(t) = oo,
e



ou bien R ‘
" .Ihl,limsupw(t) =1

ce qui est en eontradmtlon ou blen avec I’hypotheése que la. fonction w(t) est
continue dans lintervalle <{0,a) (¢ < a), ou bien avec P’hypothése qu’elle
y satisfait & l’méga,hté |hlw(t) < 1.

Remarque 1.. On- peut remplacer P’inégalité (3) pa.r deux conditions sui-
vantes

If(t Ty 1) — f(:?/n:?h)] MI% yo|+K|m1 f'lll

9
) f|f(t 0,0)|dt < co.

o . ’

Dans ce cas il existe une et seulement une solution de 1’équation (1) sa,tlsfalsant
aux conditions (2).

‘,"{» - En effet,. comme les conditions (9) 1mphquent (8), existence d’une telle
golution résulte du théoréme 1. D’autre part soient x4(t) (¢ =1, 2) deux solu-
~ tions du probléme (1), (2). La fOnctlon v(t) = a:l (8) — aa(2) satlsfalt a l’méga.hté

l””(t)l = 'f(ty @y, o)~ f (T, s, "BZ)I = erv l+K|” t)l
¢t, par conséquent, ‘
p"'(t) = Mﬂ(t)'v( sgnfv(ft) +K6(t)fv (t)sgnfu (£)

ol
| B(t) = {v"(t)(M )| +E (@) pour Mp(t)|+E ()] # 0
. 1o pour. M p(t)]+K '(f)] =0.
On a aussi : ‘
v(0) =0, ©(0)+hv'(0) =0.
Comme |6(t)] <1, il en résnlte que »(t) = 0 dans <0, ay.

-3. Dans ce qui précede nous avons supposé que le second membre de 1’équa-

tlon (1) satisfait aux inégalités (3) ou (9). Ces inégalités mgmflent\que la fone-

_ tion f ne croit pas trop vite 4 mesure que |@,| + |#,| >oco. Maintenant nous allons

nous occuper du cas ol I'on suppose seulement que la fonction f(t Tyy X1) est
_continue. :

Théoreme 2. Sozt f(t, @, @) une fonction définie et continue doms l’(msemble

7 / st a foo<w0,w1<+oo

‘ot soient 1o, 8¢, hy des nombres “arbitraires non-négatifs.

11 existe un nombre dy (0, a)> tel que, quels que soient 0 < d < dy, |7| < 7o,
18] < 80, |B] < hyy Végquation (1) a dans Vintervalle {0, do> au 'm,oirns une solu-
tion z(i) satisfaisant aux oo'ndmons

(10) m’f(O) =r, a;(’d)—lf-hw’(dj =8
S ' . 4*



Im, démonstraﬁorr du théo‘ém& base gm le théoréme de Behauder sur o |
pomt invariant deés transformations continues, s
L Oonsldérons la fonotxon N (q,d,r 8, h) déﬁme p&r les iormules smvantes -

N(q, 4, r, 8, h) =¢- max If(t, wo,\wl)I

I T Tl<m :
oy (r+éqd+kq)d+rk+s, o ~gd+r.
o est faclle de voiz' que la fonetlon N est contmue ‘En posant

q1—1+ ma.x ¢ 0 By y X))
l%%roho"' o ‘

on dbtient- :
. ‘ -N(!hyo Yoy 805 ho) '—1
Il en went qu’il exmbe un, nombre d, € (0, a> tel que N (ql, d1 s T0s 80y o)

.‘ Désxgnons par d; un nombre arbltra,u-e a.ppartena.nt é. (0 ay. pour lequel
il enste un, qo >0 tel que .

(1zy - . o -N(QM doa Yoy 80y o) =

Par exemple on peutz admettre dy = dl Nous snpposons da.ns la smte que

les nombres d,r,8,h sont fixés et tels que -
“(13) 0<d <dyy r| <o, |3[<307 lhl h o S

&

Boit € l’espace fonctionel de fonetmns z(t) contmues dans’ l’mtervalle (0 do>
.mum de la norme habltuelle : e

S el = max )

Consldérons da,ns l’espa.ce C l’apphcamon = T (z) déflme ‘par la formule , 7

ey t)—f(t wg(tw,(t)), o d.,
T ol o ‘ . :
(15) ‘. -mz(t)—fdufz('v)dfv hfz(u)du-i—r(t a—w)+s.

On peut facﬂement vénﬁer ‘que la fonctlon w,,(t) satlsfa.lt dans l’mterva,llé ‘
(0 do> - l’équa.tmn ‘ : : :

(16) - - (t)wz(t)

et aux conditions (10) 11 en vient que tout p&mt invariant de l’apphcatlon T
donne & 1’aide de (15) une solution du probléme (1), (10). Done, pour acliever
la démonstration il suffit de montrer que 7 admet tn point invariant au moins.
Llexistence d’un tel point résulte du théoréme de Schauder car, comme nous
 allons démontrer: 1° 1a boule B = {2(1) : |j¢]| < q.,} contient 7T'(B), 2° ’ensemble
T (B) est relatwement compact dans c, 3 l’a,pphcatloﬁ T eSt contmue dans C.

-

ek




En etfet smt ;(t) une fonctmn arb;tlmre de B De (13) ‘ot (15) on tma

- \wz(t)\<§qoda+hqodo+ro<d.,+m+s_ae
(17) L
N - : ch) Qodo+fo“*L°1 o

En vertu de (11), (12) et (14) il en résulte RS { ' e

Iz (tl = |f (t‘a “’z(t)‘a/ws t))l ma’x If(t Loy wl)l = Qo N(Qo’ do? "'o: 3n9 k) <
' . mlsm no

ce qru mgnﬁle que Z(t)eB et, par. conséquent T(B)C B.. ‘
‘' Comme l'ensemble T'(B) est borné, pour la démonstration qu’il est relatwe-
“+ ment compact il suffit de montrer que les fonctions z(t) e B-sont équicontinues.
Soit d(¢) le medule de continuité de la fonctmn f(t, @, ml) enwsagée pour.
0<t<do, !w;| < oy c'est-a-dire

: 6(8)——!|nax If(i+eo,wo+81,w1+ez) f(t;wb';wx)l-
(16) et (17) on tlre _ _
A lwz(t+e) o(t)| < g0y, ,lw;('t+§i—_$;(t)| <"81£§0§12(1)I<8%-
Donc, de (14) il résulte
1z(t+s> FW) = |flt+e, adt+e), it +e)) — 1 1, 2. (0, 2t )l

< b (max(e, e0u, ego))

ce qul slgmﬁe que les fonct;mns z(t € T(B) sont éqmcontmues ’
Soient .4() et 2(f) deux fonctions arbltralres de B. En posa.nt g T(y),
Y —-T (2) on a , .

ly*zlﬂlf(t Ty, By) — f(t ms,w,)lgé(max{ "(t) ).

~ ) . . z-=0 1

- ; ~

Dautre’ pa.rt de (15) il VIent ‘ ‘
- £00] < omax 1O -y 0], T ICES ERTAES

Il en résulte. enfm i : . 5
|7 —%] < 8(elly—=l))
ce qui démontre que application T est continue. o *
. Remarque 2. Rappelons la méthode du choix du- nombre do——-la lon- ‘
< gueur de Dintervalle <0;d,> d’emstence d’une solution du probléme (1), (10)
~d, est_un nombre arbitraire a.ppartenant 3 (0, a) pour lequel il existe un
.,‘20 tel que N (%>, do,r.,,s,,, Rg) >0 ou la fonctlon N est donnée par les
" formules (11)






