L

ZESZYTY NAUKOWE UNIWERSYTETU JAGIELLONSKIEGO S
Nr LXXVII 7 PRACE MATEMATYCZNE: ZESZYTS - 1963

Andrzej Lasota
~

" Sur le choix optimal des points de division dans la méthode
 de Euler-Cauchy de Pintégration approximative des équations différentielles
1. Nous considérons 1’équation différentielle

m o =ftm).
‘Supposons q‘hé la fonction f soit définie, ’co'ntinue dans Pensemble
m : o0<t<a, o< < F+

ot telle qu’il existe dans linteryalle <0, a) une et une seule solution 2(t) de (1)
. satisfaisant & la condition initiale

(2) ' #(0) =0.
Soit 7 = {t;, ..., ) uUNe suite de points’ tels (iue
(3) fo=0<t <o Sta<O=ln1.

- Dans la méthode de Euler—Ca;uchy la solution approximative déterminée
par la suite 7 est donnée par les formules suivantes ‘

(4) : Blt) = @i+ (A=t f (s, @), B<E< t
o : : .
@y =0, @ =apl), 1=0,..,n.
T’erreur maximale
“m(f, 7) = max |a/(t)— 21(0)]
o<i<a

dépend évidemment de la fonetion f et du choix des points ty; «..ptn- Pour le
second membre de léquation (1) fixé la fonction m(f, r) est continue dans
I’énsemble (3) par rapport & 7 et admet sa plus petite valeur pour un 7 =To-
'TLe probléme de déterminer 7, est tros difficile méme dans le cas ou I’équation (1)
g'intégre effectivement. Cependant ce probléme est d’autant plus important
gue dans certains cas la suite optimale 7, pour une fonction f est aussi une
_suite optimale pour toute une classe de fonctions f. ‘

'
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.2, Lemme :Smt a:,(t} la so?u%wn a6 l’équatwn g
(5) o w =g, m), y(t %)= K+ Lt+Mo

(K, L, M déstgnmt des constantes won négatwes et telles que L+K M > 0) salis-
- faisant & la condition (2) et 80it Byl la Solution appvroamname -de oetw égmvm
‘donnée par les formules (4). P '

. La fonction ,(t)— 0x(t) est positive et croissanie dans P'mtsﬁmlle (0 a.) -
De plus Dexpression :

-

m(g,7) = max |2(8) — B(D) | = 4(@) — (@)
o<i<a « } R

admet sa valewr minimale pour la suite 7o - (t‘}»,“,‘.«.‘,‘ ) tetk une‘

0 at
* n+1

Demonstrabmn Posons pour abréger q:(t) = t)——w,,(t) et sqpposans que
ofts) > 0. Dans. 1’mterva11e (ts, t:41> oD @ :

'(t) == g(t wa(t)) g(th a’m ti)) L(t ti) + M(‘”ﬂ(“) mm(t‘)) +M(‘Bﬂ(t) my(ti))

‘Le premler composant de cette somme est évidemment non néga‘blf (posmf
si L > 0), le second. est non négatif par ’hypothése et le troisidme est aus§i.
non négatif (positif si- KM > 0) parce que la solution x,(t) de I’équation (1)
est, comme il est tacile de vérifier, non- -déeroissante (croissante si KM > 0). -
Done, de Thypothése L+ KM > 0 il vient ¢'(f) > 0 pour tout e (i, ti+1) ce

qui démontre que de la ‘condition ¢(t;) > 0 il résulte que la fonction ¢(t) est
croissante et posmve dans Pintervalle (£, t;41). Comme @(0) = 2,(0)~ 24(0) = 0,
il en vient par réeurrence que @(t) est croissante et positive dans tout l’mterva]le
(0, a.

- Comme w,,(a) ne dépend pas de 7, pour achever la démonstration 11 suffit
de montrer qie ,(a) admet sa valeur maximale peur 7 =7, Bemamquons
d’abord que la fonction @g(t) o les proprlétés suivantes.

1° Si des suites .

. 11—(131, stn)y ’ Tg:(t§7'~e7ii)
_ satlsfont aux inégalités (3) et aux condltxons
=1, tin= fi415. wgr(ii) > w,,(t‘) ?
on a ;
Bgy(fi41) > "ﬂm(ti-gl) .
En effet d,e (4) 11 v1ent ; o (
a"yv;(tl+1) - m;m t1+1) = ,(mm'z(ti)" wﬂu(tf)) (1 +M(t“+1_ t’)) >0.

- 2° Pour (W) = (Byy ey Bicay Uy Big1y oon t,.) 1a fonetion a (%) = Bpruitit) ‘admet
sa valeur maximale, strlcte\ pour u = (ti_,1+t,+,)/2



:)\: D’aprés (4) on a. S s
ﬂ) =”3(‘“)+(¢4+1"‘W(K-hﬂu-i-ﬂﬁ(u)y )
ﬁ (’“) mi»-—l + (’“ ti-wl) (K +I:t‘-: +Mw;-1)~

ﬂ c’est é,-du-e S~ B
| a(u) r-‘—(L+M(K+Lt¢_1+Mm¢_,))u“+ I P
: +(tf+1+t‘_1)(L+M (K +M-1+Mw;_l))u+

Donc, en vertu de l’hypothése L+KM > 0 a(u) est un, polynome de degré 2
ef il admet sa valeur maximale Pour u = (fuy-+4.1)/2. . :
__En utilisant 1° et 2° il est facile d’achever la démonstratmn SllppOSOIlS'
" “que la fonction x,(a) admette sa valeur mammale POUT 7, = (fy ey Tn) €~
- admettons qu’11 exigte un indiece j pour lequel & # aj/(n -i—l) Alors, pour un’
. indice % on a forcément t; # (thy1+t-1)/2. En remplagant . par. th=(tksat .
" 44i_)/2 et en désignant par 7, la suite (&,..., thi, t§, thsa, -ory In), de 2° on
obtient @gy(tk+1) > @gr,(fk+1). De 1° il vient que cette. mégahté reste valable -
pour ¢ = k+1, k+2, ey B d’oﬁ Yon tire enfm w,,,,(a) > w,,,l(a,) ce qm est’ 1mpos- .
sible.
't 8. Théoréme. Soit F la famille de fonctwns définies dans Z’ememble w et
. satisfaisant aux oondmom :

C®) 0 <K, B¢, <Di-1+ME— wl ,
‘ ol K L, M désignent des constantes mm négatwes telles que L—i—KM > 0
- La fonctwn

- s(r) = sup lwf(t) wn(z)l
‘ . 7€ . . _ o
admet dans Vensemble (3) sa valeur mwinimale'pow’ To= (1, ..., 1) el que
| @ - |
o ‘ 'n—{—l ‘z—l,\...,n.
Remarque 8i L+KM =0 cest-d-dire si L =0 et EM = - 0, il est facile:
de voir que les fonctions z/t) et @z(t) sont données par la formule a:,(t) = Fpf)"
= 1f(0, 0) et la question envisagée dewent banale. =
Démonstration. Il est évident que'la fonc«tlon g(t, 2) = K+Lt+—Mw ap-
* partient & F. Par conséquent en vertu du lemme il suI:f:Lt; de. montrer que jpour
tout f e F on a :

\tg

_ maxr]w,(t)—m,,(t)[ max }a:,(t}——w,,(t)l

A cet effet nous a,llons montrer que ponr tout ;l eF on a da.ns l’mtervalle <0 >
- les méga,htés smvantes . -

"('7 ) lwr(t) op(t)] < wa(t)_wm(t), lwfs(t I wn(t)
Supposvons que ces mégahtés soient satisfaites pour t=1.
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De (1), (4) et (6) il went

1w,(t>~—w,,(t>| —|f(t w,«(t) f(u,wf,(tc))l |
- <L(t—t¢ +Mnm,t) olt))], L <t<tin

. et ensuite o :

wa () —aplt)| <L t—tf) +M]wf(i)—93ﬁ(t)| + M @ (1) — plts) |
= L(t—1) +lef(t)—wﬁ(t)l+M (t—14)|f (ta, @pelts)]
< L(t—t;) +M|m,(t) m,, (t)] + M (t—t:) (K +Lts +Miw;,(t¢)]),

; ! b < ti+1
De la méme, fa,(}on on obtient '

(9) wg(t) m,,(t) = (K+Lt+M:og(t)) (K—i—Lt; +Mm,,,(t¢))
= L(t—t0) + M|ay(t) — 2ot +M1ww(t>—wm (t)
- = L{t—1) +M(w,,(t) - w,,,(t;)) + M (1—t) (K + Lte + May t,)) ,
IESES ti+1

' De (8) il rés‘ﬁlt\‘e" :que la fonction u(f) = m;(t)ﬂm,,(t) satisfait & linégalité -

'4 'J<L(t—-n)»—i-M]u[+M(t—t¢)(K{-Lti+M[m,,(t,)|), o <Pt

-

- et (9) mgmﬁe que la fonction v(t) = ,(t) — x,(t) est la. solutlon de l’équa,tlon
L(t—tl)+Mv+M(t—t¢)(K+Lt¢+Mw,,,(ti)), b <t < tgyr -

En vertu de 'hypothése |@(ts)| < #x(l) et |u(ts)] < v(t) il en vient que
dans Dintervalle {f;, %4> on a lu(t)| < o().
De (4) et (5) il Vient‘laussi .

|f(t)| = ‘f t, Cvfz(tt }l K -+ Lty +M|wff 1]
K—FLZ(-I‘-M.’L‘W('&{) = ﬂ'/'gr(tf) b <t < iy

ce qui; en vertu de l’hypothese \m,,(t; )< wg,(ti), démontre que l'on a, [w,,(t)l
< 2(t) dans Dintervalle (is, 1. '

Done, de ’hypothése que les inégalités (6)-gont satisfaites pour ¢ =1i; il
vient qu’elles restent valables pour #; < ¢ < t;+1. Comme les mégahtés (6) sont -
- évidemment vraies pour t =1, =0, il en résulte qu’elles sont satisfaites dans .
~ tout 1’1ntervalle <0, a)> ce qui achéve la démonstration du théoréme.

4. Dans ée qui précéde nous avons supposé que les nombres dénves fit, x)
et f«(t, ) du second membre de I’équation (1) sont bornés. Une condition de
ce type est indispensable. Par exemple il ne suffit pas d’admettre que les
fonctions f sont bornées
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‘ Déslgnons par H la famllle de fonctwns 1 telles que 1° Toute fonetmn f € H ‘
est contmue dans l’ensemble 7 ot satisfait & la condltlon

e, @) <
'2° Pour tout j ¢ I il existe une et seulement une solutlon de l’équa.tlon 1)
satistaisant & la condition (2).
- On peut démontrer que pour 1a fa,mllle H la f0nct10n
. sup |@y(t)—ay(t)]
Isisea .

feH

.Ane dépend pas de 7 et pour tout 7 est égale é\_ﬁa.




