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Uber die Diﬂ'erenzierbarke:tsvmmse@gen
bei der allgememen Schraubenlnhe '

1, Damlt eine Raumkurve che Schmlegebene bzw eine Torsion besuzzt

‘ setzt man bekanntlich voraus, dass sie von der Klasse C* bzw. (® ist. Im fol-

1

~ genden wird bewiesen, dass man im Falle der Schraubenlinie -diese Dlﬂeren-
zxerbarkeltsvoraussetzungen um eine Klasse herabsetzen kann. Die Ergebmsse‘

: - werden in zwei nachstehenden Sitzen dargestellt.

‘Wenn. von Schraubenlinie gesprochen wird, dann setzt man immer VOraus,

- dass es sich um algemeine Schraubenlinien handelt. Die algemeinen Schrauben-

linien. deﬁmert man als diejenigen Ra.umkurven, bei denen sémtliche Tangen-

tenvektoren mit einer vorgegebenen Richtung einen festen Winkel einschliessen.

- Die Schmiegebéne einer riumlichen Kurve kann man bekantlich in viel-
facher Weise definieren. Im folgenden werden wir die folgende Definition an-
‘nehmen: Besitzt dié Kurve O in jedem Punkte den Tangenten Vektor 7 so sagen
wir, dass die Ebene n, die Schmiegebene der Kurve C im Punkte P, darstellt,
WeRN ﬁxr ‘jede unendliche Folge der Punkte P; der Kurve O, die von JE’o ver-
schleden sind und gegen P, konvergieren und solche, dass die Vektoren 7; und t.,
linear unabhiingig smd die Ebenen 7 durch to und parallel zu t.; gegen T kon-
“vergieren.

Die Kurve O sei eine Sc}n'aubenhme Nach Definition schliesst ihr Tangen-

t:envektor i mlt einer fest;en, etwa durch einen Emheltsvektor ] gegebenen

Rlchtung einen festen kael a(() < a< 5

- der Schraubenlinie auf eine zu Vektor 3 senkrechte Ebene ist eine ebene Kurve,
welche wir die Leitungskurve der Schraubenlinie nennen. Weiterhin werden
- wir die zur ‘¢ bzw. ihver Leltungskurve I" gehérigen Grossen mit latelmschen '
bzw griechischen Buchstaben bezeichnen.. :

2. SBatz 1. Eine B’ohmubmhma der Klasse ' besitet im jeden ihrer Punkte

) ein. Die oﬁhogonale PmJektmn

' eine Schmwgebme

i
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Beweis. Wir konnen das Koordmateusystem (02, 2,2,) s0 wiblen, dass die
positive xg-Achse die Richtung des Vektors # besitzt. Seien entsprechend 7 (s)
und g(s) die in so gewihlten Koordinatensystem Parameterdarstellungen der
~ Schraubenlinie und ihrer Leitungskurve, wobei s den natiirlichen Parameter
von C bedeutet.

Den Ortsvektor 7 (s) kann man wie folgt zerlegen:

(1) . 7(s) = 8(8)+p(s)7 .

Die Vektorfunktion g(s) besitzt die Komponenten (,(s), #(s), const) und die
Funktion u(s) ist gleich x,(s). Damit sind g (s) und u(s) auch von der Klasse O
Differénziert man (1) nach der Bogenlinge (das leferenmeren in bezug auf s
werden wir mit Strich bezeichnen) so erhilt man:

(2) ‘ 7(s)=op (s)—}—,u,(s)’v .

Multipliziert man jetzt (2) skalar mit dem Vektor 3, so ergibt sich #(s) -7 = w(8)y
da der Vektor g'(s) senkrecht zu v ist. Da aber ‘

(3) B'(8) ‘§ =18 =cosa = A ‘ (A Constans),
0 ist u'(8) = A und '

(4) : Cou(s) =As+9 (6 Constans).
Da wir die geraden Linien sowie die ebenen Kurven ausschliessen, so ist 4

weder gleich 1 noch 0, also 0 <2< 1.
Setzen wir dies in (2) ein, so ergibt sich:

(5) ‘ : T=3'(8)+2% .
Da g'(s):v = 0, s0 ist |g’(s)] = V(H2—(A3)2, also- \6’(8)| =yY1-2 =y. Wegen

0 < A<1 haben wir 0 <y <1.
Bezelchnen wir mit ¢ die Bogenlinge der Leltungskurve T, 8o haben wir

o(s) = f 18(s)|ds = s .
1]

Wir haben weiter

(6) =2z,

<

wobei 7 den Einheitstangentenvektor der. Leltungskurve I ist. Schhesshch :
erhalten wir aus (5) und (6) . ‘

(7) { =97 + AD .
Halten wir einen beheblgen Punkt P, der Schraubenlinie mit Parameter s,

fest und setzen wir %, = 1(8,) und 7, = 7 (8,). {s:} sei eine beliebige Fo]ge von
Parameterwerten die gegen s, konvergiert, so dass die den s; entsprechenden

Tangentenvektoren 1: = 1(s;) mit den Tangentenvektor i, nicht kollinear sind.
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Betrachten wir ._jetzig die Folge 7y der dem Punkt P, enthaltenden und
von den Vektoren t-;, t aufgespannten Ebenen. Sei
. ' My = E)Xit .
’ [t X B4

Es giit nach (7)

ol Xt =y T+ AD) F(y T+ AD) = 12T, X T+ PM(F— %) X .
Setzen wir '

=Ty X T, - Ci —VMTO 74|, A =Det[7y, T, 9]
.und auch ¢ = Sgnd;. Est gilt: (.t.“ a Zi) = &0 ..
. i |To T(! :
‘Setzen wir weiterhin . ‘
wi g ei(fo—fi)
| To— %4
Es ist
Det(7,, ws, ) = Det(7y; eiVers(z,— i), 9) =
: : e el ‘ - . - 1 el
= Det(""oy — & To—T4), 'v)' I_:f;:__:f—‘_' = Det (7o, +&i7e, "7)"1-» —%| I — 4

Daraus folgt

(8 ‘ SgnDet (7, w0, v) = Sgn(eids) =& =1 .

Mitb obigen Bézeichnungen gilt ‘ \
[ty % & = edne® + 3 xibe) ,

fox ) = Vi +8.
i = el [ i)
‘ Vm+& V"]z‘+‘€z

Bemerkung Da ]toxt‘;[ > 0 ist so folgt hieraus #;-{;> 0. Wir haben
My = e4fii wobei ;

Sch]jesslich'

- TR i
N = v+
Vise  Vy +:2

Die Ebene 7(P,, m) ist dieselbe wie die Ebene mi(P,, n4), fiir jedes ¢. Jetzt
-~werden wir den Grenzprozess (fiir s;—s,) fir die. Ebenen z; vornehmen. Die
Ebenen =y konvergieren gegen eine Grenzebene mz, dann und nur dann, wenn
die Folge #; konverglert

Es gilt

X Wy .

N = y‘*‘l'i.,x ‘?1| = yzsin 04 ’
wobei :
0 = ¥(Tp, %) und O0<Oy<m.



Annlich

. | li=pAlR— ) =2yhsin .
- Daraus folgt weiter B o ‘
| o %Y M
. ﬂ.“"".'c‘ A 4 K ,Ho,/")g'i'"f? 2’ .
lim =2 _ 3, (A4y2 =1y,
34"301/1:7?.-}- § :

Die Einhbeitsvektoren besitzen eine zu %, senkrechte Grenzrichtung' und,
da sie wegen (8) stiindig an derselben Seite der Ebene n(7,, ¥) liegen, miissen -

sie anch dem Richtungsinn nach koﬂvergieren.- Damit existiert
’ ‘. limibizié‘a, ‘iéo_l_%n, 730_‘_5-‘ )
. . ""3"‘:”0 . . ‘ L. ’ .

und weil Det(%,, i, 5) > 0 stindig, so folgt Det (%, %y, ¥) = 1. Hieraus folgt,..
dass der Vektor w, mit dem Normalenyektor % der Leitungskurve zusammen- 3
fals. Lo :

Folglich konvergiert auch die Vektorfolge ns und es ist
@ C lmii=yP 4 AixEe.

8§—+8&g

Im Punkte P, existiert also die Schmiegebene und damit existieren auch die =

~ drei zueinander orthogonalen ‘Einheitsvektoren des begleitenden Dreibeines
des Schraubenlinie. ' ‘ ‘ ST R . R
Da 6 X 7gy = — 1, ist konnen wir wegen (9) den Tangentenvektor i), (i) = t), :
den Hauptnormalenvektor :t’(z) und Binormalenvektor i wie folgt - darstellen
| Dy =yin+A8 (g =7)
(10) oo ' -{(z) = ?(a)

ey = — AT+ D .

3. Satz 2. In allen Punkien, in denen die Sohraubenlinis endliche Krim- .

mung besitzt, hat sie auch- eine Torsion wnd filr alle diesen Kurvenpunkte ist
das Verhdlinis der Torsion zu der Kriimmung, wenn die letzte nicht verschwindet, ‘
konstant. - : o g . ;o
Beweis. Unter Beibehaltung der vorherigen Bezeichnungen, bezeichnen
wir noch mit %, bzw. %, die erste bzw. zweite Kriimmung (Torsion) der Schrau- .
benlinie, o ‘
: Insbesondere gelten die Beziehungen (10). P, sei ein beliebiger Punkt der
Schraubenlinie, in- welchem sie endliche Krimmung hat. § = < (i3, )
(0 <f<m) sei ein Winkel zwischen dem Binormalenvektor im Punkte P, .
und im einem benachbarten Punkte P(s,-+s). Nach der Definition ist der
~ absolute Wert der Torsion ein Grenzwert des Verhiltnisses §/ds fiir As—0.

»



C alse s

. Wir haben ilaéh (10)

> —;0 ' '»;0 - ’
tgy—1@) = 71( T Tm} )

o l"m—t(s)l —llrm—‘ru)l
3 Aber wegen (10) gllt IT(l)"“fu)l = —|z(,,—tu)! und damit 1t(3,——t(3,] w-[tm——tm! )
Jedoch gilt ‘ ‘
: ,  e—te] = 2Si11ﬂ./2
und: B . -
| |ty —t)| = 2sing/2
wobei o e L .
) p =< (tu)-ta)) 0<p<m).

| Eine kurze Rechnung zeigt, dass !
| B _ Ay @

lim =— =~ lim
Asl—m A8 Y a9 AS

" Wegen lim ¢/As =k, erhalten wir schhesshch
A8-—->0 .
Sy o ok =t

 Wenn die Kriimmung %, nicht verschwindet, so ergibt sich.aus (11) ky/k, = A/y.
~-Aber 1 und y sind konstant und daher ist k,/k, konstant, was zu zeigen war.

l?race‘matematybzng'z, 9 ‘ L - . , o 7




