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ROZDZIAL 1

Przedmowa

Porzadek spektralny zostal zdefiniowany przez M. P. Olsona w roku
1971 dla ograniczonych operatoréw samosprzezonych. Jedna z gtow-
nych motywacji poszukiwania tego porzadku byta stabos¢ klasycznego
porzadku (zdefiniowanego za pomoca form kwadratowych) polegajaca
na braku fundamentalnych wtasnosci kratowych (Sherman 1951, Kadi-
son 1951). Jak wykazal Kadison, zbiér Bg(H) wszystkich ograniczo-
nych operatoréw samosprzezonych na zespolonej przestrzeni Hilberta H
jest antykrata, co oznacza, ze dla dowolnych A, B € Bg(H) istnienie
kresu dolnego A i B wzgledem zwyktego porzadku ,,<” w Bg(H) (zob.
(2.1.2)) jest rownowazna temu, ze A i B sa poréwnywalne (zob. [9, twier-
dzenie 6]). Nieco wczesniej, Sherman udowodnil, Ze jesli zbiér samo-
sprzezonych elementow C*-algebry &/ ograniczonych operatoréw na H
jest krata wzgledem porzadku ,<”, to & jest przemienna (zob. [28,
twierdzenie 1 i 2]). Porzadek znaleziony przez Olsona jest silniejszy niz
klasyczny i posiada zadane wtasnosci kratowe. Sam Olson w swojej pracy
udowodnit, ze zbioér wszystkich samosprzezonych elementéw algebry von
Neumanna ograniczonych operatorow liniowych na H jest krata warun-
kowo zupelna wzgledem porzadku spektralnego (zob. [21, twierdzenie 1]).
To w szczegdlnosci oznacza, ze dla kazdego skoniczonego zbioru ograni-
czonych operatoréw samosprzezonych na H istnieje kres gorny wzgledem
porzadku ,<”. Jawny wzér zostal podany przez Kato w [11]. Cena jako
placimy stosujac porzadek spektralny jest to, ze nie jest on wektorowy
(zob. [21]).

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest przeniesienie porzadku
spektralnego na grunt nieograniczonych operatorow samosprzezonych, a
nastepnie skonczonych uktadéw operatorow samosprzezonych. Pierw-
szemu 7z zagadnien poswiecony jest w gtéwnej mierze rozdziat 3. Jak
zostalo pokazane wiele wlasnosci porzadku spektralnego przenosi sie in
extenso na ten grunt. Sa jednak istotne réznice, mianowicie bez dodat-
kowych zatozen nie mozna znalez¢ sensownych relacji pomiedzy dziedzi-
nami operatoréw ktore sa poréwnywalne w sensie porzadku spektralnego
(zob. przyklady 3.3.4 i 3.3.5). Okazuje sie jednak, ze naturalne inklu-
zje dziedzin zachodza o ile tylko poréwnujemy operatory samosprzezone
i potograniczone z dotu. Porzadek spektralny w przypadku operato-
row ograniczonych charakteryzuje sie za pomoca klasycznego o ile ten
ostatni zachodzi dla wszystkich poteg porownywanych operatoréw. Jak



sie okazuje dla kazdej liczby naturalnej k£ mozna znalez¢ przyktad dwoch
macierzy skalarnych 2 na 2 ktérych wszystkie potegi od 0 do k sa kla-
sycznie porownywalne natomiast nie sa poréwnywalne w sensie porzadku
spektralnego. Okazuje sie, ze dwa dodatnie operatory samosprzezone sa
porownywalne w sensie porzadku spektralnego wtedy i tylko wtedy, gdy
nieskonczenie wiele poteg tych operatoréw jest poréwnywalna klasycznie
(jest to novum takze w przypadku operatoréw ograniczonych). Wynik
ten jest konsekwencja znacznie ogélniejszego kryterium (zob. twierdzenie
3.4.5 1 wniosek 3.4.7). Warto tutaj nadmienié, ze charakteryzacja ta jest
interesujaca niezaleznie od samego porzadku spektralnego.

Rozdziat 4 traktuje o drugim z zagadnien czyli o porzadku spek-
tralnym dla skonczonych uktadéw operatorow samosprzezonych. O ope-
ratorach tworzacych kazdy z poréwnywanych uktadow zaktada sie, ze
sa spektralnie przemienne, natomiast same uktady nie musza by¢ prze-
mienne miedzy soba. W badaniach nad wielowymiarowym porzadkiem
spektralnym koncentrujemy sie na kilku kwestiach. Pierwsza z nich jest
odpowiedz na pytanie, w jakiej sytuacji rachunek operatorowy Stone’a-
von Neumanna zachowuje wielowymiarowy porzadek spektralny. Pro-
blem ten dyskutowany jest w podrozdziale 4.4. Wnioskiem z otrzyma-
nych rezultatow jest opis nowych sytuacji, w ktérych porzadek spektralny
w przypadku pojedynczych operatoréw posiada cechy porzadku wekto-
rowego.

Drugim z problemoéw jest znalezienie zwiazkéw pomiedzy dziedzinami
jednomianéw uktadow, ktore sa porownywalne w sensie wielowymiaro-
wego porzadku spektralnego (zob. twierdzenie 4.5.2).

W kontekscie charakteryzacji porzadku spektralnego za pomoca poteg
operatoréw, o ktérej wspomniatem powyzej w przypadku pojedynczych
operatoréw, interesujacym zagadnieniem staja sie zwiazki pomiedzy wie-
lowymiarowym porzadkiem spektralnym a porzadkiem zadanym za po-
moca form kwadratowych (zwlaszcza z uwzglednieniem poteg porowny-
wanych operatoréw). Ta kwestie rozpatrujemy w podrozdziale 4.7.

Jednym z gtéwnych narzedzi badawczych stosowanych w tej pracy jest
wspolna miara spektralna uktadu spektralnie przemiennych operatoréw
samosprzezonych (zob. [2]). Duze znaczenie zwtaszcza w przypadku
dodatnich operatoréw samosprzezonych odgrywaja zaleznosci pomiedzy
wspoOlna miara spektralng uktadu a wektorami ograniczonymi uktadu.
Istotna role odgrywaja tez nieréwnosci catkowe dla funkcji rosnacych.
W przypadku funkcji wielu zmiennych pojecie monotonicznosci jest za-
stapione przez oddzielna monotoniczno$¢. W odrdznieniu od monoto-
nicznosci w przypadku jednej zmiennej, ktéra automatycznie gwarantuje
borelowskosé¢ rozwazanych funkcji, oddzielna tego nie czyni.



ROZDZIAL 2

Preliminaria

2.1. Wstep

Symbole N, N,, Z, Q, R i C beda oznacza¢ odpowiednio zbior liczb
catkowitych nieujemnych, zbiér liczb catkowitych dodatnich, zbior liczb
catkowitych, ciato liczb wymiernych, ciato liczb rzeczywistych oraz ciato
liczb zespolonych. Pod pojeciem rozszerzonego zbioru liczb rzeczywistych
rozumiemy zbiér R := {—oo} UR U {oo}.

Przez x, bedziemy oznaczaé funkcje charakterystyczna zbioru o (dzie-
dzina funkcji x, bedzie zalezna od sytuacji, w ktérej sie pojawi).

Jesli X jest przestrzenia topologiczna, to przez 8B(X) oznaczamy ro-
dzine wszystkich zbioréw borelowskich na X. Jesli Y C X jest wyposa-
zony w topologie indukowana z X, to

(2.1.1) BY)=BX)NY ={cnNY:0eB(X)}

2.1.1. Porzadki. Kluczowym pojeciem tej pracy jest porzadek. Z
tego wzgledu oraz dla wygody czytelnika przypomnimy podstawowa ter-
minologie dotyczaca zbioréw uporzadkowanych.

DEFINICJA 2.1.1. Relacje <C X x X nazywamy relacja porzadkujaca
zbiér X lub porzadkiem na X jesli < jest zwrotna, przechodnia oraz
antysymetryczna tzn. spelione sa wtasnosci:

(i) x < x dla kazdego = € X,
(i) dla dowolnych z,y,z € X jedliz < yorazy < z,tox < z,
(iii) dla dowolnych z,y € X jesli x < yoraz y < z, to x = y.

Moéwimy, ze zbiér uporzadkowany (X, <) jest krata, jesli dla dowol-
nych x,y € X istnieje sup{z,y} oraz inf{x,y}. Zbiér uporzadkowany
(X, <) nazywamy krata warunkowo zupelna, gdy dowolny niepusty i
ograniczony® podzbiér X posiada kres dolny i kres gorny.

Jesli rozwazamy rzeczywista przestrzen wektorowa X, to na szcze-
gbélna uwage zastuguja te porzadki na X, ktore sa zgodne ze struktura
przestrzeni wektorowej tzn. dla dowolnych z,y, z € X oraz dla dowolnej
liczby rzeczywistej A > 0 spetnione sa nastepujace warunki:

(i) jesliz < y,tox +2 < y+ 2,
(ii) jesli 0 < 2z, to 0 < Az.

17bi6r Y € X nazywamy ograniczonym, gdy zbiér minorant Y i zbiér majorant
Y sa niepuste.



Wowczas przestrzen (X, <) okresla sie mianem uporzadkowanej prze-
strzeni wektorowej.

Moéwimy, ze uporzadkowana przestrzen wektorowa X jest antykrata,
gdy dla dowolnych z,y € X zachodzi réwnowaznosé

istnieje inf{x,y} < = iy sa poréwnywalne.

Nietrudno wykazaé, ze uporzakowana przestrzen wektorowa X jest an-
tykrata wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x,y € X speliony jest
ponizszy warunek

istnieje sup{z,y} < x i y sa poréwnywalne.

Przykladem uporzadkowanej przestrzeni wektorowej jest (Bg(H), <)-
przestrzen wszystkich ograniczonych samosprzezonych operatoréw na ze-
spolonej przestrzeni Hilberta H z porzadkiem zdefiniowanym za pomoca
warunku (2.1.2).

2.1.2. Operatory. Symbol H jest rezerwujemy dla zespolonej prze-
strzeni Hilberta. Przez operator w 'H rozumiemy liniowe odwzorowanie
A:H O P(A) — 'H zdefiniowane na podprzestrzeni wektorowej Z(A)
przestrzeni H, ktéra nazywa sie dziedzing A; A (A) 1 %(A) beda oznaczaé
odpowiednio jadro i obraz A. Symbol A bedzie uzywany na oznaczenie
domkniecia operatora domykalnego A. Odnotujmy w tym miejscu row-
niez, ze podprzestrzen wektorowa & przestrzeni Z(A) nazywamy rdze-
niem operatora A jesli wykres A jest zawarty w domknieciu wykresu A|¢
- obciecia operatora A do &. W szczegdlnosci, jesli A jest domkniety i &
jest rdzeniem A, to wektor h € H nalezy do Z(A) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ciag {h,}°°, C & taki, ze h, dazy do h i {Ah,}22, jest
ciagiem Cauchy’ego.

Jesli A1 B sa operatorami w H, to piszemy A C B, gdy Z(A) C 2(B)
oraz Ah = Bh dla kazdego h € Z(A).

Niech A bedzie operatorem w H. Kladziemy 2*°(A) = ()_, Z(A")

oraz

B.(A) =] ({h e 2>(A): |A"A] < ca”}

ceR n=0
c>0

dla kazdej liczby rzeczywistej a > 0. Kazdy element zbioru #(A) =
Uos0 #a(A) nazywamy wektorem ograniczonym A (zob. [4]). Powiemy,
ze wektor h € P°(A) jest wektorem analitycznym A, jesli istnieje liczba
rzeczywista t > 0 taka, ze Y~ [|A"h|[t"/n! < co (zob. [17]), wektorem
quasi-analitycznym A, gdy S°°° | ||A™h||7Y/" = oo z konwencja, ze 1/0 =
0o (zob. [19]), i wektorem stieltjesowskim A, jesli S-° | ||A"h||7Y/?" = oo
(zob. [20]). Zbiory wektoréw analitycznych, quasi-analitycznych i stiel-
tjesowskich operatora A bedziemy oznaczaé¢ odpowiednio przez o (A),
2(A) i SL(A). Zwrbéémy uwage, ze B(A) C ' (A) C 2(A) C S (A)
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(kazda z inkluzji moze by¢ silna). Zbiory Z(A) i o/ (A) sa podprze-
strzeniami wektorowymi 2°°(A). Jednakze, w ogélnej sytuacji, zbiory
2(A) i S(A) nie musza by¢ podprzestrzeniami wektorowymi 2°°(A)
(por. [25, 26]).

Przez B(H) oznaczmy C*-algebre wszystkich ograniczonych opera-
torow A w H z dziedzing Z(A) = H. Niech I = I, oznacza opera-
tor identycznosciowy na H. Dla danych operatoréw samosprzezonych
A, B € B(H), bedziemy pisa¢ A < B jesli

(2.1.2) (Ah,h) < (Bh,h), heH.

Powiemy, ze operator A w H jest ograniczony od dotu przez liczbe
a € R, jesli
al|hl]* < (Ah,h), € D(A).

Kazdy operator A w H, dla ktorego istnieje liczba a € R taka, ze A jest
ograniczony od dotu przez liczbe a € R, bedziemy nazywa¢ ograniczonym
od dotu.

Gesto okreslony operator A w H nazywa sie symetrycznym jesli jego
sprzezenie A* jest rozszerzeniem A, a dodatnim jesli (Ah,h) > 0 dla
wszystkich h € Z(A). Powiemy, ze operator A w ‘H jest samosprzezony,
gdy A = A*, i istotnie samosprzezony jesli A* jest réwne domknieciu A.

Wektory ograniczone okazuja sie by¢ uzyteczne zwlaszcza w kontek-
Scie istotnej samosprzezonosci poteg operatorow symetrycznych (co wy-
roznia zbiér wektorow ograniczonych od pozostalych rodzin wektorow
klasy O wprowadzonych powyzej?).

ProOPOZYCIA 2.1.2. Jesli A jest operatorem symetrycznym w 'H ta-
kim, zZe B(A) jest gesty w H, to dla kazdej liczby calkowitej k > 1 ope-
rator Ak|p,3( A) jest istotnie samosprzezony oraz

(2.1.3) AF| g4y = AF = AF,

DowOD. Poniewaz operator A* jest symetryczny, to A¥| 44y, restryk-
cja A* do swojej podprzestrzeni niezmienniczej %(A), jest réwniez sy-
metryczny. Skoro B(AF) = B(A) (inkluzja “O” jest oczywista podczas
gdy inkluzje “C” mozna wywnioskowaé¢ z [30, lematu 8(b)]) i H(A)
jest gesty w H, to AF|z4) jest istotnie samosprzezony (por. [4, strona
99] lub [12, Lemat 4]). Inkluzja A¥|z4) C A* wraz z maksymalnoscia

operatora samosprzezonego A’“|E%( 4) daje pierwsza z réwnosci w (2.1.3).

Stosujac to dla k = 1, widzimy, ze A|za) = A oraz operator A jest samo-
sprzezony. Stad réwniez operator A* jest samosprzezony (por. [2, pod-

rozdziat 6.1.4]). Stad w szczegélnosci wynika, ze AF|z4) C Ak Dzieki

maksymalnosci A¥|z(4) ostatnia inkluzja staje sie rownoscia. O

2Wektor f € H okreslamy mianem wektora klasy C™ dla operatora A jesli f €
P>(A).



Niech X bedzie przestrzenia topologiczna oraz niech E bedzie miara
spektralna na B(X). Wéwczas przez S(X, E) oznaczamy zbiér wszyst-
kich funkcji borelowskich f: X — R takich, ze E(f~!({—o0,00})) = 0.

Niech A bedzie operatorem samosprzezonym w H z miarg E. Dla
danej funkcji borelowskiej ¢ € S(R, E4) definiujemy

o(A) = / () E(dz).

Operator ¢(A) jest samosprzezony. Co wiecej, jesli ¢ > 0, to p(A)
jest dodatni. Wiecej informacji dotyczacych rachunku operatorowego
Stone’a-von Neumanna odnalez¢ mozna w monografiach [2, 35]. Dla
danej liczby rzeczywistej s > 0 i dodatniego operatora samosprzezonego
A w H kladziemy A® = ¢ (A) gdzie ps(z) = [2[°X[0,00)(z) dla 2 € R
(uzywamy konwencji w ktorej 0° = 1). Ta definicja zgadza sie ze zwykla
definicja dla nieujemnych liczb catkowitych s. Jesli A i B sa dodat-
nimi operatorami samosprzezonymi w H takimi, ze 2(BY/?) C 2(AY?) i
|AY2h|| < || BY2h|| dla wszystkich h € 2(B'/?), to piszemy A < B (por.
[11]). Latwo zauwazy¢, ze definicja ta jest zgodna z podana wczesniej
definicja porzadku ,<” dla operatoréw ograniczonych na H.

2.2. Nier6éwnosci catkowe dla przedzialéw ograniczonych

Inspiracja dla rozwazan tego podrozdziatu jest twierdzenie 107 z [8]
(ktore w istocie jest konsekwencja twierdzenia 2.2.1 ponizej) jak rowniez
pewne nier6wnosci, ktére pojawiaja sie w [21]. Bedziemy pisali supp u
na oznaczenie domknietego nosnika skonczonej nieujemnej miary bore-
lowskiej 1 na R (pojecie nosnika ma sens, gdyz kazda taka miara jest
automatycznie regularna, zob. np., [23, twierdzenie 2.18]).

TWIERDZENIE 2.2.1. Niech [a,b] bedzie ograniczonym i domknietym
przedziatem w R, gdzie a < b, © niech py oraz po beda skonczonymi
dodatnimi miarami borelowskimi na R takimi, Ze suppp; < [a,b] dla
j =1,2. Poléimy Fj(x) = pj((—o0,x]) dla x € R i j =1,2. Rozwaimy
nastepujgce trzy warunki:

(i) Fy(z) < Fi(z) dla wszystkich © € (a,b),
(ii) f[a,b] fdp < f[a,b] fdpe dla  kaidej  funkcji  rosnacej
f:la,b] — [0,00),
(iii) f[a’b} fdu; < f[a’b] fdus dla kazdej funkeji rosnacej f: [a,b] — R.
Jesli (ii) zachodzi, to Fi(b) < Fy(b). Jesli Fi(b) < Fy(b), to (i) implikuje
(ii). Jezeli (iii) zachodzi, to Fy(b) = Fy(b). Jesli Fi(b) = Fy(b), to
wszystkie warunki (i), (ii) oraz (iii) sa réwnowazne.

DowOD. Podstawiajac f = 1, zobaczymy, ze warunek (ii) implikuje
nier6wno$¢ Fi(b) < Fy(b). Natomiast jesli rozwazymy f = +1, to z
warunku (iii) otrzymamy réwnosé Fy(b) = Fy(b).

Zatézmy teraz, ze Fy(b) < Fy(b).
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(i)=(ii) Na poczatku rozwazmy przypadek, gdy f: [a,b] — [0, 00)
jest funkcja rosnaca i ciagta. Niech a =1ty <t; < ... <, = b bedzie po-
dziatem przedziatu [a, b]. Potézmy g = f(to)x{r0y + D j—1 f(ti-1)X(t;_1.5]-
Poniewaz f jest nieujemna i rosnaca, to

/[ ) gdp = f(a)Fi(a) + Z fti-)(Fi(ty) — Fi(tj-1))

—

:f(a)Fl(a)+Zf(tj_1)F1(tj)— ‘ f(t;)Fi(ty)

I
o

J

n—1

= > (f(ti—1) = fG) Fi(ty) + f(tn1)Fi (D)

<Y (fltim1) = F(£)) Fa(ty) + f(ta—1)Fa(b)

=1

= / gdpiz.
[a,b]

Z jednostajnej ciaglosci funkcji ciagtych na [a,b] wynika, ze funkcja f
moze by¢ aproksymowana jednostajnie funkcjami postaci g na przedziale
la, b]. Stad natychmiast otrzymujemy nier6wno$¢ f[a,b] fdu; < f[mb] fdpus.
Niech teraz f: [a,b] — [0,00) bedzie dowolna funkcja rosnaca. Bez
straty ogo6lnosci mozemy zatozy¢, ze f nie jest funkcja stata. W prze-
ciwnym razie nieréwno$¢ wynika natychmiast z zatozenia Fi(b) < Fy(b).
Skoro f jest rosnaca, to f(a) < f(b). Z warunku (i) i prawostronne;
ciaglosci F; w punkcie a wynika, ze
(2.2.1) Fy(z) < Fi(z), € [a,b).
Dla j = 1,2 zdefiniujmy skonczone nieujemne miary borelowskie fz; na
R wzorem fi;(0) := p;(f~!(0)) dla kazdego o € B(R). Poniewaz f jest
rosnaca, to f([a,0]) C [f(a), f(b)]. Tym samym supp/i; € [f(a), f(b)].
Niech Fj(y) := p1;((—o0,y]) dla y € R.
Wezmy y € [f(a), f(b)). Poniewaz a € f~*([f(a),y]), mozemy zdefi-

niowad

yr =sup f([f(a),y]) € [a,0].

Stad dzieki temu, ze f jest rosnaca wynika, ze

[a,y5) € f1([f(a), y]) C la,yy]-

Jesli £ (f(a),)) = oyl to us < b Fy(y) = us(f ([F(a)a]) =
Fi(ys). To wraz (2.2.1), implikuje, ze F3(y) < Fi(y). Z kolei, jesli

FH(f (@), y]) = la,y5), to yy > ai Fj(y) = limy, oo F(yy — 1), co daje
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nieréwnosé Fy(y) < Fi(y). W rezultacie dostajemy, ze Fy(y) < Fi(y) dla
kaidego y € [f(a), £(8)),

Fi(f(b)) = Fi(b) < Fy(b) = Fy(f (b))

Stosujac twierdzenie o transporcie miary ([7, twierdzenie C, str. 163]) i
wyniki poprzedniego paragrafu do przedziatu [f(a), f(b)] i miar f1; oraz
[lo otrzymujemy

flm= [ ep@n < [ ee) = [ fd
[a,b] [f(a),f(D)] [f(a),f(D)] [a,b]

Zat6zmy na koniec, ze Fi(b) = Fy(b).

(i)=-(iii) Rozumujemy analogicznie jak w implikacji (i)=-(ii).

(ili)=(ii) Oczywiste.

(ii)=(i) Ustalmy x € (a,b). Oczywiscie f = x (a4 jest funkcja rosnaca
na [a,b]. Stad i z zalozenia wynika, ze

(i)
Fi(b) = Fi(x) = pa (2, b]) < pa((,0]) = Fo(b) — Fa(x),

co wraz z réwnoscia Fi(b) = Fy(b) implikuje, ze Fy(x) < Fi(x). To
konczy dowdd. 0J

Ponizszy przyktad pokazuje, ze warunek Fj(b) < Fy(b) na ogdt nie
gwarantuje prawdziwosci implikacji (ii)=-(i) w twierdzeniu 2.2.1 (po-
mimo, ze implikacja odwrotna jest prawdziwa).

PRzZYKEAD 2.2.2. Niech aq, (1, as i B2 beda dodatnimi liczbami rze-
czywistymi takimi, ze oy < f1 < ag < o i (B2 — ag) — (f1 — aq) > 0.
Kladziemy p; = a;d, + (6; — )0y dla j = 1,2, gdzie d, i Jp sa miarami
Diraca okreslonymi na B(R). Oczywiscie

laa<z<b laa<e<b
Fi(x) = o dlaa<z<b i Byr) = ay dlaa<z<b
Gy dlax =b, By dlax=0.

Jesli f: [a,b] — [0, 00) jest funkcja borelowska, to
fla)(on —a2) <O < f(O)((B2 — az) — (B — an)),

co pociaga za soba, ze

fdp = fla)ar + f(b)(B1 — )

[a,b]

< fla)az + f(0)(B2 — az) = fdpe.

[a,b]

W szczegblnosei oznacza to, ze warunek (ii) zachodzi. Jednak pomimo
tego Fi(z) < Fy(x) dla wszystkich z € [a, b].

10



2.3. Nieréwnosci calkowe na R

Zajmiemy sie teraz odpowiednikiem twierdzenia 2.2.1 dla miar zdefi-
niowanych na catej prostej rzeczywiste;j.

TWIERDZENIE 2.3.1. Niech py @ ps beda skonczonymi nieujemnymsi
maiarami borelowskimi na R. Rozwazmy nastepujace trzy warunki:
(i) pa((—o00,x]) < p((—o00,x]) dla kazdego x € R,
(ii) Jp fdpr < [ fdps dla kazdej funkcji rosnacej f: R — [0, 00),
(iil) o fdp < [ fdpe dla kazdej funkcji rosnacej f: R — R takiej, ze
Jo |fldps < oo (catka [g fdpun moze byé réwna —oo).

Jesli warunek (1) (odpowiednio : (ii), (iil)) zachodzi, to p2(R) < py(R)
(odpowiednio: pq(R) < pa(R), u1(R) = pe(R)). Jesli pur(R) < pe(R)
oraz warunek (1) jest spetniony, to pi(R) = pa(R). Jesli py (R) = pa(R),

to wszystkie warunki (i), (ii) ¢ (iil) sq réwnowazne.

DowOD. W rozszerzonym zbiorze liczb rzeczywistych rozwazmy stan-
dardowa topologie, z ktéra R stanowi przestrzen topologiczna zwarta.
Dla j = 1,2 rozszerzamy miary p; do skonczonych miar borelowskich na
R przyjmujac j;({£o00}) = 0. Rozwazmy dowolny rosnacy homeomor-
fizm ¢: R — [~1,1] (np., ¢(2) = z/(1 + |2]) dla 2 € R i ¢(+o00) = £1).
Zdefiniujemy skonczone miary borelowskie 14 i v na R w nastepujacy
Sposob

vi(0) = ni(¢~ (o)), o€ BR),j=1,2.
Potézmy G(z) = v;((—o0, z]) dlaz € Rij = 1,2. Oczywiscie, supp v; C

Zatozmy, ze 11 (R) = po(R) (pozostate czedei tezy sa oczywiste). Tym
samym G1(1) = Ga(1).

Niech f: R — R bedzie ograniczona funkcja rosnaca. Oznaczmy
przez f., rozszerzenie f do R dane wzorem fao(+00) = lim, o0 f(2).
Oczywiscie fo jest ograniczona funkcja rosnaca. Stad funkcja foo0p™ ! tez
jest ograniczona i rosnaca. Z twierdzenia o transporcie miary dostaniemy,
ze
(2.3.1)

[ i = [ e = [ oo oodu - /[] foe 0671

dla j = 1,2. W zwiazku z tym, jesli warunek (i) zachodzi, to z twierdzenia
2.2.1 otrzymujemy, ze

(2.3.2)
/ Fdpy P2V / food iy < / fro 061y, B2 / Fdus
R [71,1] [—1,1] R

dla kazdej ograniczonej funkcji rosnacej f: R — R.
(i)=(ii) Zatézmy, ze f: R — [0, 00) jest funkcja rosnaca. Dla n € N,
definiujemy funkcje f,: R — [0,00) wzorem f,(z) = min{f(z),n} dla
11



x € R. Wéwezas funkcje f,, sa ograniczonymi funkcjami rosnacymi na R
takimi, ze f,(z) < fori(z) i lim, o fo(z) = f(z) dla z € R. Stosujac
twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci monotonicznej dostaniemy, ze

(2.3.3) /fdul— hm/fnd,ul 2%2 hm/fnd,uQ /fdug

(i)=(iii) Niech f: R — R bedzie funkcja rosnaca taka, ze [, | f|dus <
oo. Funkcja f;: R — [0, 00) zdefiniowana wzorem f,(z) = max{f(x),0}
dla z € R jest rosnaca oraz [, fydus < co. Stad i z implikacji (i)=-(ii)
mozemy wywnioskowad, ze [ frdu < oo. Jedli [ fdu = —oo, wow-
czas nieroOwnosé fR fdu, < fR fdus jest oczyista. W przeciwnym ra-
zie [, |fldpn < co. Dla n € N, rozwazmy funcje f,: R — R, gdzie
fo(z) = max{—n,min{f(z),n}} dla x € R. Wowczas f, sa funk-
cjami ograniczonymi i rosnacymi na R takimi, ze |f.(z)] < |f(x)] i
lim,, .o fu(z) = f(x) dla z € R. Korzystajac z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieznodci zmajoryzowanej otrzymamy (2.3.3).

(ili)=-(ii) To jest oczywiste.

(ii)=-(i) Podstawiajac f = X(z,00), * € R, 1 korzystajac z réwnosci
p1(R) = pe(R) otrzymamy (i). To konczy dowod twierdzenia. O

UWAGA 2.3.2. Twierdzenia 2.2.1 i 2.3.1 pozostaja prawdziwe jesli
wyrazenie funkcja rosnaca” zastapimy przez ” ograniczona ciagta funkcja
rosnaca”’. Tylko implikacja (ii)=-(i) wymaga dowodu. Rozwazmy na
poczatek przypadek twierdzenia 2.2.1. Ustalmy x € (a,b) i zdefiniujmy

dla n = 1,2,... ograniczone ciagte funkcje rosnace f,: [a,b] — [0,1]
wzorem
0, gdy a <t <z,
fult) = ”Ef__;), gdy v <t <z +i(b—m),
1 w przeciwnym wypadku.

Z (ii) wynika, ze f ag Tndin < f[ o fndpe dla wszystkich n > 1. Ponie-

waz { fn}22, jest zbiezny punktowo do X (54, to z twierdzenia Lebesgue’a
o zbieznosci monotonicznej otrzymujemy, ze

Fy(b) = Fi(2) = (2, b)) < pa((,0]) = F5(b) — Fa(a),

co wraz z réwnoscia Fi(b) = Fy(b) prowadzi do nieréwnosci Fy(z) <
Fi(x). Przypadek twierdzenia 2.3.1 mozna uzyska¢ na mocy podobnego
rozumowania.

UWAGA 2.3.3. Przypatrzmy sie jeszcze raz warunkowi (iii) z twier-
dzenia 2.3.1. Rozwazmy dwie miary p; i ps (o ktérych zaktadamy, ze
speliaja warunek (i) i réwnosé pi(R) = us(R)) skupione na przedziale
[a,00), gdzie a € R.. Wowczas [, |f|dur < oo dla kazdej funkeji rosnace;
f: R — R takiej, ze fR | f|due < oo. Wynika to bezposrednio z faktu, ze
f(z) = f(a) dla prawie wszystkich = € R wzgledem miary ;.
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W tym miejscu warto zauwazy¢, ze warunek (iii) twierdzenia 2.3.1 nie
gwarantuje sam z siebie, ze fR | fldpy < oo dla funkcji rosnacej f: R — R
takiej, ze [; |fldue < oco.

PrRzYKEAD 2.3.4. Niech p bedzie skonczona miara borelowska na R

dana przez dpu(z) = (1+22)~%2dz. Wezmy scisle rosnaca funkcja ¢: R —
R taka, ze

x jesli v > —1
o(z) = { :

—2?  jedliz < —1.
Oczywiscie ¢ jest homeomorfizmem z R do R takim, ze
(2.3.4) p(z) <z iz <o (x) dla wszystkich x € R.
Oznaczmy przez po¢~ ! skoficzona nieujemna miare borelowska na R dana

wzorem p1o ¢ (o) = u(¢p~'(0)) dla kazdego o € B(R). Z bijektywnosci
¢ oraz nieréwnosci (2.3.4) wynika, ze u(R) = po ¢~ (R) i
(=00, 2]) < p((—00,¢7(2)]) = po ¢! ((-o0,a]), z€R.

Stad na mocy twierdzenia 2.3.1 (lub bezposrednich rachunkéw z uzyciem
twierdzenia o transporcie miary) otrzymamy, ze [, fdpo ¢t < [ fdp
dla kazdej funkcji rosnacej f: R — R spelniajacej warunek [p |f|dp <
oo. Tym samym miary g o ¢~ i p spetniaja warunek (iii). Pomimo
tego dla funkcji identycznoéciowej f na R mamy, ze [, |f|ldp < co oraz
Jp fdpoo™! = —occ.
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ROZDZIAY 3

Porzadek spektralny

3.1. Rzuty ortogonalne a algebry von Neumanna

Rozwazmy zbiér uporzadkowany (P(H), <), gdzie P(H) jest zbiorem
wszystkich rzutoéw ortogonalnych na przestrzeni H. Warto zwrocié¢ uwage
na fakt, ze dla kazdej rodziny rzutéw ortogonalnych A C P(H) istnieje
kres gorny i kres dolny'. Symbolu \/ A (odpowiednio A .A) bedziemy
uzywali na oznaczenie kresu gornego (odpowiednio kresu dolnego) zbioru
A.

Jesli {M;}jes jest rodzina podzbioréw H, to \/,.; M; bedzie ozna-
czalo najmniejsza (w sensie inkluzji) domknieta podprzestrzen wekto-
rowa H zawierajaca zbior (J;c; M;. Z kolei niech A;_; M; == (o, M;.
Jesli M jest domknieta podprzestrzenia wektorowa przestrzeni Hilberta
‘H, to przez Pj; oznaczamy rzut ortogonalny na M. Dla kazdej rodziny
A = {Pu, }jes, gdzie M; jest domknieta podprzestrzenia wektorowa H
dla j € J, prawdziwe sa réwnosci

(311) \/A = \/{PMj}jEJ = p\/jeJMj
oraz
(312) /\-/4 = /\{PMj}jEJ = P/\]'EJMJ"

Jesli h € H, to funkcja p,: B(H) — [0, 00) dana wzorem pp,(T") := ||Th||
dla T € B(H) jest péinorma. Zbiér {p,: h € H} zadaje na przestrzeni
B(H) topologie lokalnie wypukta, ktéra nazywamy silna topologia ope-
ratorowa. Mozna wykazaé, ze ciag uogélniony {7;}, gdzie T; € B(H)
jest silnie zbiezny do T' € B(H) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
h € H ciag uwogélniony {||(7; — T')h||} jest zbiezny do 0. Do oznacze-
nia granicy funkcji o warto$ciach w B(H) z silna topologia operatorowa
bedziemy uzywali symbolu s — lim.

Zbiér ¥ C B('H) nazywamy algebra von Neumanna, jesli 7 jest ze-
spolona x-algebra domknieta w silnej topologii operatorowej. W dalszym
ciagu bedziemy zawsze zaktadali, ze I € ¥ . Ponizsza propozycja opisuje
wazna wlasno$¢ rodziny rzutéw ortogonalnych zawartych w algebrze von
Neumanna.

1Jesli A = 0, to kres gérny (odpowiednio kres dolny) jest réwny 0 (odpowiednio
I).
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ProrozYCJA 3.1.1. Niech ¥ C B(H) bedzie algebrg von Neumanna.
Wowczas /\ E;, \/ E; € P(H)N Y dla dowolnej rodziny {E;}je; C
jes  jeJ

PH)NY.
Warto réwniez zwrédci¢ w tym miejscu uwage na nastepujacy fakt.

STWIERDZENIE 3.1.2. Niech ¥ C B(H) bedzie algebrq von Neu-
manna takq, ze I € V. Niech E bedzie borelowskq miara spektralng na
R. Jesli F' jest dystrybuanta spektralna taka, ze E((—oo,z]) = F(x) dla
dowolnego x € R, to ponizsze warunki sq rownowazne:

(i) E(o) € ¥ dla kazdego o € B(R),
(ii) F(z) € ¥ dla kaZdego x € R.

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Mowimy, ze funkcja F: X —
B(H) jest skojarzona z ¥, jezeli F(X) C V.

3.2. Rozszerzenie definicji porzadku Olsona

Jedli ' jest miara spektralng samosprzezonego operatora A w H, to
funkcje

(3.2.1) F(z) = BE((~c0, a]), z€R,

bedziemy nazywaé dystrybuantq spektralng® operatora A. Spektralne dys-
trybuanty moga by¢ tez zdefiniowane w sposéb abstrakcyjny bez odwo-
lywania sie do miary spektralnej jako funkcje F': R — P(H) spelniajace
ponizsze warunki

(m) F(z) < F(y), gdy z <y dlaz,y € R, (monotonicznosc)
(z) s— lim F(z)=0is— lim F(x) =1, (zupelmosé)

Tr——00

(c) s — lim, F(z) = F(xz¢) dla kazdego xy € R. (prawostronna

ZE—>ZE0
ciaglosc)
Okazuje sie, ze zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ pomie-
dzy miarami spektralnymi a dystrybuantami spektralnymi dana réwno-
Scia (3.2.1) (zob. n.p., [2, Rozdzial 6]).
Od tej chwili rezerwujemy symbole E4 i F4 odpowiednio dla miary
spektralnej i dystrybuanty spektralnej operatora samosprzezonego A.
Moéwimy, ze operatory samosprzezone A i B w H sa spektralnie prze-
mienne jesli ich miary spektralne sa przemienne t.j. Ea(0)Ep(T) =
Ep(T)E4(0) dla wszystkich 0,7 € B(R). Wiadomo, ze A i B sa spek-
tralnie przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy Fa(x)Fp(y) = Fg(y)Fa(x)
dla wszystkich x,y € R (ta réwnowazno$é mozna wywnioskowaé z [32,
twierdzenie 8.1] oraz [2, twierdzenie 6.3.2]).

2w dawniejszej terminologii uzywano pojecia rozklad identycznodci (por. [2]).
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Ponizsza propozycja 3.2.1, ktéra jest szczegdlnym przypadkiem [31,
propozycja 4] (patrz réwniez [13, 6, 12]), opisuje zaleznosci pomiedzy
wektorami ograniczonymi a dystrybuanta spektralna.

ProproOzYCIA 3.2.1. Jesli A jest dodatnim samosprzezonym operato-
rem w 'H, to

(3.2.2) R(Fa(z)) = Bo(A), >0

Niech ¥ bedzie algebra von Neumanna w B(H). Mowimy, ze opera~
tor samosprzezony A w H jest skojarzony z ¥ wtedy i tylko wtedy, gdy
E4(o) € ¥ dla kazdego o € B(R). Warunek ten okazuje si¢ by¢ réwno-
wazny zadaniu, aby Fu(x) € ¥ dla wszystkich x € R (uzy¢ twierdzenia
o bikomutancie).

W tym miejscu rozszerzamy definicje porzadku spektralnego wprowa-
dzonego przez Olsona w [21] do przypadku nieograniczonych operatoréw
samosprzezonych (zob. réwniez [10]).

DEFINICIA 3.2.2. Niech A i B beda operatorami samosprzezonymi w
‘H. Piszemy, ze A < B, jesli Fp(z) < Fa(x) dla wszystkich z € R.

Ciagtosé miar pociaga za soba, ze definicja relacji A < B nie zalezy
od sposobu definicji spektralnej dystrybuanty, co potwierdza ponizszy
lemat.

LEMAT 3.2.3. Jesli A i B sa operatorami samosprzezonymi w H,
to A < B wtedy i tylko wtedy, gdy Ep((—o0,z)) < Ea((—00,x)) dla
wszystkich © € R.

Oczywiscie relacja ,,<” jest porzadkiem w zbiorze wszystkich opera-
torow samosprzezonych w ‘H. Relacja ta jest nazywana porzqdkiem spek-
tralnym. Olson udowodnit w [21], Ze zbiér wszystkich samosprzezonych
elementéw algebry von Neumanna w B(H) jest krata warunkowo zu-
pelna wzgledem porzadku spektralnego. Sformutujemy teraz i udowod-
nimy odpowiednik twierdzenia Olsona dla nieograniczonych operatorow
samosprzezonych?,

TWIERDZENIE 3.2.4. Niech ¥ bedzie algebra von Neumanna w B(H)
i niech {T,: w € 2} bedzie rodzing samosprzezonych operatoréw w H
skojarzonych z V. Zaléimy, ze Ay i Ay sa operatorami samosprzezonymi
w H takimi, ze Ay < T, < As dla wszystkich w € (2. Wtedy istnieje
inf,en T, i supyepn 1o (wzgledem porzadku ,<7) i kazdy z tych operatoréow
jest skojarzony z V.

DowoOD. (por. dowdd twierdzenia 1. w [21]) Dowdd rozbijemy na
kilka krokéw.

Krok 1. Niech Fyp(x) := A_cq Fr,(x) dla z € R. Pokazemy, ze

weN

3Czytelnikéw zainteresowanych dalszymi uogélnieniami twierdzenia Olsona odsy-
tamy do [3].
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(1) Feup jest dystrybuanta spektralng skojarzona z 7/,
(ii) jesli G jest dystrybuanta spektralna skojarzona z ¥ taka, ze

(3.2.3) Fop(z) < G(z) < Fr,(z), zeR weq,
to Fyyp = G.
ad. (i) Z zalozenia twierdzenia oraz ze stwierdzenia 3.1.1 dostajemy,

ze Fop(z) € V' 1 Fy,(2) < Fap(x) dla kazdego © € R. Stad wynika, ze
s— lim Fyp(z) = I. Réwnosé s— lim Fy,p(2) = 01 monotonicznodé Fyyy,

r—00 Tr——00

sa natychmiastowa konsekwencja odpowiednich wtasnosci Fr,, w € Q. W
szczegolnosci dzigki monotonicznosci Fg,, otrzymujemy, ze

s — lim Fap(x /\ Fap(z /\ </\ FTw('r))

Tzt
0 x>w0 x>m+ weN

- A ( A Fr(@) = ]\ Pr.(o) = Fup(xo)

wes CE>:E3— we

Powyzsza réwno$¢ oznacza, ze Fy,, jest prawostronnie ciagta. Zatem Fy,,
jest dystrybuanta spektralna.

ad. (ii) Wynika bezposrednio z definicji Fiyp.

Krok 2. Wykazemy, ze jesli funkcja G: R — P(H) skojarzona z
¥ spelia warunki (m) i (z), to G,: R — P(H) zdefiniowana wzorem
G, (x) == A\,>, G(y) jest dystrybuanta spektralna skojarzona z ¥

Bez trudu sprawdzamy, ze G, spelnia warunki (m) i (z). Zauwazmy
rownoczesnie, ze

s— lim () = N\ G, = A (N Gw)) = \Gw) = Ga).

co oznacza, ze (G, jest prawostronnie ciagta.
Krok 3. Niech G(z) := \/ cq Fr, (x). Wowczas

(iii) Fiuf := G, jest dystrybuanta spektralna skojarzona z ¥,
(iv) jesli H jest dystrybuanta spektralna skojarzona z ¥ taka, ze
(3.2.4) Fr () < H(z) < G,(x), dlakazdego x € Riw €,
to H = G,.

ad. (iii) Na mocy kroku 2. wystarczy wykazaé, ze G jest monoto-
niczna i zupetna. Oczywiscie s— hm G(z) = I. Réwnoczesnie z zatozenia

i z definicji G wynika, ze G(z) < F A1( ) dla dowolnego x € R. Wynika
stad, ze s — lim G(x) = 0. Monotoniczno$¢ G wynika bezposrednio z

r——00

monotonicznosci Fr, dla kazdego w € €.
ad. (iv) Z nieréwnosci (3.2.4) wynika, ze G(z) < H(z) < G,.(z) dla
dowolnego = € R. Stad oraz z prawostronnej Ciagloéci H otrzymamy, ze

H(z) < Gp(x) = /\ G(y /\ H(y , dla kazdego x € R.
Yy>x y>x
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W szczegélnosci H = G,

Krok 4. 7 jednoznacznej odpowiedniosci pomiedzy miarami spektral-
nymi na B(R) a dystrybuantami spektralnymi oraz stwierdzenia 3.1.2
znajdziemy miary spektralne Eg,, i Eiys na B(R) skojarzone z ¥ ta-
kie, ze Egp((—00,2]) = Fyp(x) oraz Ei((—o0,z]) = Fine(z) dla kaz-
dego x € R. Stad na mocy kroku 1. i kroku 3. otrzymujemy, ze
Jo ¥ dEgp(x) = sup,en T i [i @ dEn(z) = infueq T, O

Ponizszy wniosek jest bezposrednia konsekwencja twierdzenia 3.2.4.

WNIOSEK 3.2.5. Jesli ¥ jest algebra von Neumanna w B(H), to zbidr
wszystkich samosprzezonych operatorow A w H, ktore sa skojarzone z V'
jest kratq warunkowo zupetna wzgledem porzadku ,<7.

3.3. Porzadek spektralny posréd operatoréw samosprzezonych

Ten podrozdzial zaczniemy od sformulowania uzytecznej (i tatwej w
dowodzie) wtasnosci funkeji rosnacych, ktéra uzyjemy w dowodzie pro-
pozycji 3.3.2.

LEMAT 3.3.1. Niech f: R — R bedzie funkcjq rosnaca i niech a € R
bedzie takie, ze f~'([—o0,a]) # 0. Polézmy ay = sup f~'([—o0,q]).
Wowczas
(331) (—OO,le) - fﬁl([_ooaa]) c (—OO,af] nR.

Dodatkowo jesli f jest pétciaglta z dotu, to
fH([=00,a]) = (—o0,af] NR.

ProrozyCJA 3.3.2. Niech A i B beda operatorami samosprzezonymi
w H takimi, ze A< B. Wtedy f(A) < f(B) dla kazdej funkcji rosnqcej
f: R — R takiej, ze f € S(R, E4) N S(R, Ep). W szczegolnosci f(A) <
f(B) dla kazdej funkcji rosnacej f: R — R.

DowOD. Na mocy twierdzenia o transporcie miary (por. [2, twier-
dzenie 5.4.10]) mamy

Ef(c)(O') :Ecof_l(O'), S %(R),
gdzie C jest dowolnym operatorem samosprzezonym w H. 7Z powyzszej
réwnosci oraz z zalozenia, ze f € S(R, E4) NS(R, Ep), mozemy wywnio-
skowac, ze
(3.3.2) Eicy(0) = Eco f (cU{~00}), o€ B(R),
dla C' = A, B.

Ustalmy a € R. Jesli f~([—o0,a]) = 0, to z réwnosci (3.3.2) wynika,
ze Frpy(a) = Fyay(a) = 0. W przeciwnym wypadku f~!([—o0, a]) # 0.
Stad i z lematu 3.3.1 wiemy, ze zachodzi (3.3.1). Jesli a; = oo, to z
(3.3.1) i (3.3.2) otrzymujemy, ze

Ff(B)(a) = EB(]R) = [ = EA(R) = Ff(A)(a).
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Jesliar € Ri f1([—00,a]) = (—00, ay], to z réwnosci (3.3.2) dostaniemy,
ze

(33. (3:3.2)
Fyp)(a) (af) Fa(ag) "2 Fyn(a).
Ostatecznie, jesli ay € R i f~([—00,a]) = (—o0,ay), to na mocy le-
matu 3.2.3 otrzymamy, ze Fy( B)( a) = Ep((—o0 af)) < E4y((—00,a5)) =
Fya(a). O

Propozycja 3.3.2 pokazuje, ze jesli f: R — R jest funkcja rosnaca, to
implikacja A x B = f(A) < f(B) zachodzi dla dowolnych operatoréw
samosprzezonych A i B w ‘H. Odwrotnie, jesli f: R — R jest funkcja
borelowska spetniajaca powyzsza implikacje dla wszystkich operatoréw
samosprzezonych A i B w H, to f musi by¢ rosnaca. Aby to zobaczy¢
wystarczy rozwazy¢ operatory samosprzezone postaci aly, a € R.

Nastepujacy rezultat jest odpowiednikiem [21, lemat 4] dla nieogra-
niczonych operatorow samosprzezonych.

ProrOzYCJIA 3.3.3. Niech A i B beda samosprzezonymi operatoramsi
w H takimi, Ze A < B. Wowczas (Ah,h) < (Bh,h) dla wszystkich
h e 2(A)NP(B). Co wiecej, jesli A jest ograniczony od dotu, to réwniez
B jest ograniczony od dotu oraz 9(3) C 9(A).

DowoOD. Jesli h € 2(A) N , to [y 2*(FEe(de
pociaga za soba, ze [ |z] Ec(da:)h h> < o0 dl C’
potaczeniu z réwnoscia (Ea(R)h,h) = (Eg(R)h,h) =
niem 2.3.1 implikuje, ze

(Ah,h) = / 2{Ea(da)h, h) < / 2{(Ep(dz)h, hY = (Bh, h).

Przejdziemy teraz do dowodu drugiej czesci propozycji. Na poczatek
rozwazmy przypadek, gdy operator A jest dodatni. Na mocy obserwacji
3.4.1 wynika, ze 0 < A. Stad oraz z nieréwnosci A < B otrzymamy,
ze 0 < B. Tym samym B jest dodatni. Oczywiscie (E4(R)h,h) =
(Eg(R)h, h) = ||h|)* dla Wszystkich h € H. Stadiz twierdzenia 2.3.1 mo-
zemy wywnioskowaé, ze [ a*(Ea(dz)h, h) < [, o *(Ep(dz)h, h),
gdyz f(z) = x*x[0,00)(2) jest funkCJa rosnaca. Ostatnia nieréwnosé¢ po-
ciaga za soba, ze Z(B) C Z(A).

Jesli A jest ograniczony od dotu przez a € R, to na mocy propozycji
3.3.2, operator A —aly jest dodatni, samosprzezony oraz A —aly < B —
aly. To wraz z rozumowaniem w poprzednim akapicie konczy dowod. [

,hy < o0, co
A B. To w

|R]? i fwierdze-

)h

Warto zauwazy¢, ze w ogblnej sytuacji relacja A < B nie implikuje
ani inkluzji Z(B) C Z(A) ani tego, ze Z(A) C Z(B). W przypadku,
gdy A i B nie sa spektralnie przemienne, moze sie nawet zdarzy¢, ze
A X Boraz Z(A)N 2(B) = {0} (zob. 3.3.5).
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PRZYKEAD 3.3.4. Niech A bedzie samosprzezonym operatorem mno-
zenia przez borelowska funkcje ¢: R — R w L?(R) * i niech B bedzie
samosprzezonym operatorem mnozenia przez funkcje identycznosciowa
na R w L*(R). Rozwazmy funkcje ciagta ¢:

—2? gdy z € (—o0, —1],
¢px)=qr  gdyz e (-11]
Ve o oegdy x € [1,00).

Pokazemy, ze A < B. Na wstepie zauwazamy, ze Eg(o)h = x,h dla
h € L*(R). Z drugiej strony E4(c) = Ep(¢~'(0)) dla 0 € B(R). To
pociaga za soba, ze dla kazdej funkcji borelowskiej 1: R — [0, 00] i dla
kazdego wektora h € L?(R) mamy

[ vleEsann by = [ vinwPds.

/¢ WE4(dz)h, h) = /¢ 2)[2dz.

x dla wszystkich x € R, to

(3.3.3)

Poniewaz ¢ jest rosnaca bijekcja i ¢(x)

<
Ep((—00,z]) = Ea((—00, ¢(2)]) < Ea((—00,2]), = eR,

co oznacza, ze A < B. Zdefiniujmy dwie funkcje hy,hy € L*(R) w
nastepujacy sposob

0 gdy = € (—o0, 1],

hl(‘r) = 33'_3/2 d ( ]
gdy = € (1,00),

hg(l’) _ |ZL‘|75/2 gdy LS (_007 _1]7
0 gdy = € (—1, 00).

2

Korzystajac z rownosci (3.3.3) dla funkcji ¥ (z) = «
hy € 2(A)\ 2(B) and hy € Z(B) \ 2(A).

wnioskujemy, ze

PrzykrAD 3.3.5. Niech H bedzie nieskonczenie wymiarowa osrod-
kowa przestrzenia Hilberta oraz niech A bedzie dowolnym nieograni-
czonym dodatnim operatorem samosprzezonym w H. Na mocy [18,
twierdzenie 18] istnieje operator unitarny U € B(H) taki, ze 2(A) N
P(U*AU) = {0}. Przyjmijmy B := —|U*AU|. Z jednej strony mamy,
ze 9(B) = 2(U*AU). W szczegblnosci Z(A) N 2(B) = {0}. Z drugiej
strony korzystajac z obserwacji 3.4.1 oraz lematu 3.6.2 otrzymujemy, ze

B < A.

Jedlip e [1,00) i p jest miarg borelowska na R”, to LP(R", 1) oznacza przestrzen
zespolonych funkcji borelowskich na R* catkowalnych w p-tej potedze wzgledem miary
1 (utozsamianych prawie wszedzie). W przypadku, gdy u jest k-wymiarowa miara
Lebesgue’a, stosujemy oznaczenie LP(R").
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Twierdzenie 3.3.6 ponizej jest uogdlnieniem [21, wniosek 1] dla przy-
padku nieograniczonych operatorow samosprzezonych, o ktérych nie za-
ktada sie, ze sa dodatnie. Ponizszy dowdd jest inny niz dowod oryginalny,
a warunek (iii) obejmuje istotnie szersza klase funkcji.

TWIERDZENIE 3.3.6. Jesli A © B sa operatorami samosprzezonymi w
H, to ponizsze warunki sq rownowazne:
(i) A< B,
(i) f(A) < f(B) dla kazdej ograniczonej i ciqglej funkcji rosnacej
f: R —10,00),
(iii) f(A) < f(B) dla kazdej ograniczonej funkcji rosnacej f: R — R.

DowoOD. (i)=(iii) Zauwazmy, ze f(C) € B(H) dla kazdego samo-
sprzezonego operatora C' w ‘H i dla dowolnej ograniczonej rzeczywistej
funkeji borelowskiej f na R. Dzieki temu oraz propozycjom 3.3.2 i 3.3.3
dostajemy teze.

(iii)=(ii) To jest oczywiste.

(ii)=(1) Jesli h € H, to

/R @) Ea(da)h,h) = (F(AYh, B) < (f(B)h,h) = / F(2)(Es(da)h, h)

dla kazdej ograniczonej i ciaglej funkcji rosnacej f: R — [0, 00). Stad na
mocy twierdzenia 2.3.1, (F(x)h, h) < (Fa(x)h, h) dla wszystkich h € H
ireR. O]

Na zakonczenie ogdlnych rozwazan o porzadku spektralnym warto
zwrdci¢ uwage na to, ze (Bg(H), <) nie jest uporzadkowana przestrzenia
wektorowa, gdy dimH > 2 (zob. [21]). Do kwestii tej wrocimy jeszcze
raz przy okazji badania wielowymiarowego porzadku spektralnego (por.
wniosek 4.4.13).

PRZYKEAD 3.3.7. Rozwazmy przestrzen Hilberta H = C? wraz z baze
ortonormalna {ej, ex}, gdzie e; = (1,0) i ea = (0,1). Zdefiniujmy trzy
operatory A, B i C' za pomoca ponizszych macierzy

B[ e[ )

Oczywiscie operatory A, B i C' sa samosprzezone. Bez problemu spraw-
dzamy, ze B jest operatorem dodatnim. Stad i z obserwacji 3.4.1 wynika,

ze A < B. Pokazemy teraz, ze A+C £ B+C. Poniewaz B+C = {(1) 8}’

to jego dystrybuanta spektralna ma postac

0, gdy = < 0,
Fpic(r)=q P, gdy0<z<l,
I, gdy 1 < x,
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gdzie P, jest projekcja ortogonalna na {0} xC. Z kolei A+C' = C ma dwie
wartoéci wlasne: \; = —1—+/2 oraz \s = —14+ /2. Latwo sprawdzi¢ ze,
wartosci wlasnej \; odpowiada przestrzen wlasna M; = {(z,—2): z €
C} a wartoséci whasnej Ao przestrzen wlasna My := {(z,2): z € C}.
Jesli ; bedzie oznaczala projekcje ortogonalnag na podprzestrzen M; dla
j = 1,2, to dystrybuante spektralna A 4+ C' mozna wyrazi¢ wzorem

Oa gdyﬂ?<—1—\/§,
FA+C($): Qla gdy_l_\/?<$<_1+\/§7
I,  gdy —1++v2<u

W szcezegdlnosci Fipo(0) € Fayc(0), co oznacza, ze A+ C £ B+ C.

3.4. Porzadek spektralny a operatory samosprzezone dodatnie

W tym podrozdziale zajmiemy sie doktadniej zachowaniem sie porza-
dku spektralnego w klasie operatoréw samosprzezonych dodatnich. Roz-
wazania o porzadku spektralnym dla tej klasy rozpoczniemy od prostej
ale waznej obserwacji (por. [21, str. 540]).

OBSERWACJA 3.4.1. Niech A bedzie operatorem samosprzezonym w
H. Wowczas 0 < A wtedy i tylko wtedy, gdy A jest dodatni.

DowOD. Oczywiscie

TN edy 2 € [0, 00).

Stad wynika, ze relacja 0 < A jest réwnowazna rownosci F4((—o00,0)) =
0. Ostatnia wtasnos$¢ jest rownoznaczna z tym, ze A jest dodatni. OJ

Przejdziemy teraz do zagadnienia charakteryzacji porzadku spektral-
nego we wspomnianej klasie operatoréow za pomoca zaleznosci pomiedzy
potegami poréwnywanych operatorow. Na wstepie pokazemy, ze porza-
dek spektralny wymusza odpowiednie relacje pomiedzy zbiorami wekto-
row ograniczonych, analitycznych, quasi-analitycznych i stieltjesowskich
operatoréow, ktore chcemy poréwnywac.

PrROPOZYCJIA 3.4.2. Niech A i@ B bedq dodatnimi operatorami samo-
sprzezonymi w ‘H takimi, ze A X B. Wowczas dla kazdej liczby rzeczy-
wiste] s = 0 zachodzq nastepujace warunk::

(i) A* = B?,
) 2(B*) C D(A%) i 9°(B*) C 9>(A%),
) ||A%h|| < ||B%h|| dla wszystkich h € 2(B*),
) (A%h, h) < (B*®h, h) dla wszystkich h € 2(B?),
) .

Co wiecej, 2°(B) C 9*°(A), B(B) C B(A), o/ (B) C A (A), 2(B) C
2(A) i S (B) C .L(A).

22



DowoOD. (i) Wynika bezposrednio z propozycji 3.3.2 zastosowanej do
funkcji rosnacej f(z) = |2]*x[0,00) ().

(i) Stosujac (i) oraz propozycje 3.3.3 widzimy, ze 2(B*) C 2(A") dla
kazdej liczby rzeczywistej t > 0. Stad wynika, ze Z((B*)") = 2(B*") C
D(A*) = D((A*)") dla wszystkich n € N. Tym samym® 2°(B*) C
D>°(A%).

(iii) Korzystajac z (ii) i z twierdzenia 2.3.1 do funkcji rosnacej f(x) =
|2]%* X[0,00) (%) Otrzymujemy, ze

HAShHQ:/[O )x23<EA(dx)h,h></[O )xQS(EB(dx)h,h):HBShHQ

dla wszystkich h € 2(B?).

(iv) Wynika natychmiast z (i) i z propozycji 3.3.3 (mozna tez wy-
wnioskowaé (iv) z (iii)).

(v) Wynika bezposrednio z (ii) i (iii).

Pozostata czesé tezy wynika z (ii) i (iii). O

WNIOSEK 3.4.3. Jesli A i B sq dodatnimi operatorami samosprzezo-
nymi w H takimi, ze A' < B! dla pewnej rzeczywistej liczby t > 0, to
A® X B? dla kazdej liczby rzeczywistej s > 0.

DowOD. Niech s bedzie dowolna nieujemna liczba rzeczywista. Wow-
czas C° = (C*)*/t, gdzie C jest dodatnim samosprzezonym operatorem
w H. Stad na mocy propozycji 3.4.2 (i) otrzymujemy teze. 0J

Zgodnie z propozycja 3.4.2, jesli A i B sa dodatnimi operatorami sa-
mosprzezonymi w H takimi, ze A < B, to A” < B" dla wszystkich n € N.
Mozna w tym miejscu postawi¢ pytanie: czy implikacja odwrotna jest
prawdziwa. Jak sie okazuje odpowiedZ jest pozytywna (zobacz wniosek
3.4.7). Zaczniemy od udowodnienia kluczowego lematu. Ponizej przyj-
mujemy konwencje, ze 0/0 =01 a/0 = oo dla a € (0, 00).

LEMAT 3.4.4. Jesli A © B sq dodatnimi operatorami samosprzezonymi
w H, to

(i) Z(Fp(x)) NEayp € Z(Fa(x)) dla kaidego v € R,
(i) A < B zakladajac, ze B(B) C Easp,
(

gdzie Eayp = {h € 2°(A) N D®(B): Ly,p(h) <1} oraz®
(3.4.1)
L,,p(h) :=liminf \/(Ash, h)/(B*h,h), h € P™(A)ND>(B).

§—00

DowOD. Na wstepie zauwazmy, ze jesli C' jest dodatnim operatorem
samosprzezonym w H, to (C*h,h) = / x*(Ec(dz)h, h) dla kazdego

[0,00)

® Zauwazmy, ze 2°°(C') = 2°°(C) dla kazdego dodatniego operatora samo-
sprzezonego C' i dla wszystkich liczb rzeczywistych ¢ > 0.
6 Zagadnienie istnienia granicy w (3.4.1) jest dyskutowane w aneksie.
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h € 2%(C). W szczegdlnosci stad i ze stwierdzenia 5.1.1 (zastosowa-
nego do funkcji f: [0,00) — R danej wzorem f(z) = 2* dla z > 0
oraz miary borelowskiej u;, okreslonej wzorem py, (o) := (Ec(o)h, h) dla
wszystkich ¢ € B(R)) wynika, ze dla dowolnego dodatniego operatora
samosprzezonego C' w H oraz dla kazdego h € 2°°(C) istnieje granica
lims 00 v/(C®h, h) € [0, 0.

(i) Dla danego h € 2°°(A) N 2°°(B) wprowadZmy pomocnicze ozna-
czenie r5(h) = (A®h,h)/(B*h,h). Ustalmy liczbe rzeczywista x > 0 i
wezmy h € Z(Fp(x)) N Ea/p. Wowezas na mocy (3.2.2) h € %,(B). Po-
niewaz L 4,5(h) < 1, to istnieje rosnacy ciag {s,};2; liczb rzeczywistych
dodatnich taki, ze lim, o, \/7s,(h) < 1. Stosujac powyzsze informacje
otrzymamy nastepujace oszacowania

(3.4.2) lim \/||A7h| = lim *\/(A2"h, h)
= lim \/(As"h, h)

= lim /7, (h) lim \/(Bs"h,h)
< lim X/(B2h, h)
= lim +/||B"h| < .

Dzieki zastosowaniu [30, lemat 8 (b)] do operatora A widzimy, ze h €

PB.(A). Stad i z réwnosci (3.2.2) otrzymujemy, ze h € Z(Fa(x)), co

oznacza ze Z(Fg(x)) N Eayp C Z(Fa(x)). To pociaga za soba (i).
Punkt (ii) tezy jest natychmiastowym wnioskiem z (i) i (3.2.2). O

Mozemy teraz udowodni¢ nasza glowna charakteryzacje porzadku
spektralnego.

TWIERDZENIE 3.4.5. Jesli A © B sa dodatnimi operatorami samo-
sprzezonymi w H, to nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) A= B,
(ii) 2°(B) € 2°°(A) i Ly p(h) <1 dla wszystkich h € 2°(B),
(iil) B(B) € 2°(A) i Ly/p(h) <1 dla wszystkich h € B(B),
(iv) #B(B) C B(A) i Ly,p(h) <1 dla wszystkich h € B(B).

DowoOD. (i)=-(ii) Na mocy czesci (ii) i (iv) propozycji 3.4.2 otrzy-
mujemy, ze °(B) C 2*°(A) i (A°h,h) < (B®h,h) dla kazdego s > 0 i
h € 9*(B), co oznacza, ze Ly, 5(h) <1 dla wszystkich h € 2°°(B).

(il)=(iii) To jest oczywiste.

(iii)=(i) Wystarczy zastosowaé lemat 3.4.4 (ii).

(i)=(iv) To jest konsekwencja (i)=-(ii) oraz propozycji 3.4.2.
(iv)=-(iii) To jest oczywiste. O

WNIOSEK 3.4.6. Jesli A i B sq dodatnimi operatorami samosprzezo-
nymi w 'H, to nastepujace warunki sq rownowazne:
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(i) A< B,

(il) 2°°(B) C 92*(A) i Fap(h) =1[0,00) dla kazdego h € 2*(B),

(i) 2(B) € 2°°(A) i zbior S, p(h) jest nieograniczony dla kazdego
7>(B),

h e
(iv) B(B) € 2(A) i zbior 4 p(h) jest nieograniczony dla kaidego
h e B(B),
(v) B(B) C B(A) i zbior F4 pg(h) jest nieograniczony dla kazdego h €
#(B),
gdzie S p(h) == {s € [0,00): (A°h,h) < (B°h,h)} dla h € 2°(A) N
P> (B).

Dowob. (i)=-(ii) To wynika z propozycji 3.4.2 (ii)&(iv).

Implikacje (iv)=-(v) i (v)=-(i) sa bezposrednia konsekwencja twier-
dzenia 3.4.5.

Pozostate implikacje sa oczywiste. O

Ponizszy wniosek, za wyjatkiem punktu (iv), jest uogélnieniem [21,
twierdzenie 3] na przypadek operator6w nieograniczonych. Roéwnowaz-
no$¢ (iii)<(iv) ponizej jest ciekawa niezaleznie od samych rozwazan o
porzadku spektralnym.

WNIOSEK 3.4.7. Niech A © B bedq dodatnimi operatorami samosprze-
Zonymi w H. Zaléimy, Ze {s,}>>, C [0,00) i {r,}>2, C [1,00) sa
ciggami takimi, zZe lim, .. s, = oo 4 liminf, . /r, <1 ", Woéwczas
ponizsze warunki sq rownowazne:

(i) A< B,
(ii) A° < B?® dla wszystkich s > 0,
(i) A° < B*® dla wszystkich s > 0,
(iv) A < rp,B° dla wszystkich n >
W szczegolnosci A < B wtedy i@ tylko wtedy, gdy A™ < B™ dla wszystkich
n € N.

DowOD. Na mocy propozycji 3.4.2 wnioskujemy, ze (i) implikuje (ii)
oraz (ii) implikuje (iii). Implikacja (iii)=(iv) jest trywialna.

(iv)=-(i) Niech C' bedzie dowolnym dodatnim operatorem samosprze-
zonym w H. Poniewaz Z(C") C 2(C*) dla wszystkich nieujemnych liczb
rzeczywistych s, ¢ takich, ze s < t, to 2%(C) = (oo, 2(C*/?). Z (iv)
wynika, ze 2(B*/?) C 9(A*/?) dla wszystkich n > 1. Z potaczenia obu
faktéw wnioskujemy, ze 2°°(B) C 2*°(A). Stad na mocy (iv) otrzymu-
jemy, ze

(A h ) = || AR < | B2
=r,(B*"h,h), he P*(B),n=>1.
Stosujac twierdzenie 3.4.5 dostajemy (i).

77 zalozenia wynika, ze liminf, ., *%/7, = 1. Dow6d samej implikacji (iv)=(i)
nie wymaga tak silnego warunku.

25



Pozostata cze$¢ tezy jest szczegdlnym przypadkiem réwnowaznosci
(i)<(iv). OJ

Nastepny wniosek rzuca wiecej Swiatta na zwiazki pomiedzy porza-
dkami <"1 ,<”.

WNIOSEK 3.4.8. Niech A i B bedq dodatnimi operatorami samosprze-
zonymi w 'H. Wowczas nastepujace warunki sq rownowazne:
(i) AZ B,
(ii) zbior {s € [0,00): A® < B*} jest ograniczony.
Dodatkowo, jesli A & B i B(B) C P°(A), to istnieje wektor h € HB(B)
taki, ze zbior {s € [0,00): (A*h, h) < (B*h,h)} jest ograniczony.

DowOD. Réwnowaznosé (i)<(ii) mozna wydedukowaé z réwnowaz-
nosci (i)<(iv) we wniosku 3.4.7 dzieki zastosowaniu kontrapozycji (z
r, = 1 i odpowiednio dobranym ciagiem {s,}> ;). Druga czes¢ tezy jest
konsekwencja wniosku 3.4.6 (iv). O

3.5. Przyklad

Naszym najblizszym celem bedzie zilustrowanie wniosku 3.4.8. Ogra-
niczamy sie do przypadku dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta H =
C? wyposazonej w baze ortonormalna {(1,0),(0,1)}. W tej sytuacji
porzadek spektralny ma prosta charakteryzacje, ktérej dowdd (dosyé
techniczny) pozostawiamy czytelnikowi.

LEMAT 3.5.1. Niech A i B beda symetrycznymi macierzami dwa na
dwa o wartosciach wlasnych oy < g 1 By < Po odpowiednio (jesli prze-
strzen wiasna jest dwuwymiarowa, to odpowiadajaca jej wartosé witasna
jest liczona dwukrotnie). Wowczas nastepujace dwa warunki sq réwno-
Wazne:

(i) Ax B,
(i) o < B dlaj=1,2,i N (A—aq) =N (B—[ph) jesli tylko 51 < as.
Co wiecej, jesli A X B i 1 < ag, to AB = BA.

Zauwazmy, ze jeSli a; < B; dla j =1,21 31 = g, to A < B nie musi
implikowa¢ przemiennosci A i B. Rzeczywiscie, jesli ay < ap < 1 < B i
P, Q € B(C?) sa dowolnymi nieprzemiennymi rzutami ortogonalnymi, to
macierze A = (a1 —ag)P+as i B = (61— (2)Q+ 2, ktére sa symetryczne,
nie sa przemienne oraz A < B (zauwazmy, ze musi by¢ dim Z(P) =
dim Z(Q) = 1). Zakladajac dodatkowo, ze 1 > 0, dostaniemy, ze A > 0
iB>0.

Niech A i By beda macierzami zdefiniowanymi w nastepujacy sposob

11 146

Oczywiscie, A > 01 By > 0. Macierze A i B; pojawiaja sie w [5, strona
584], gdzie zauwazono, ze A < By oraz A £ B? (zatem A % By).
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LEMAT 3.5.2. Jesli A i By sa okreslone réwnosciami (3.5.1), to na-
stepujace warunki sq rownowazne:

(i) A< By,
(i) ABy = ByA,
(iii) 6 = 2.

DowOD. Zauwazmy, ze a; = 0 1 ap = 2 sa warto$ciami wlasnymi

macierzy A oraz Bp1 = (0 +2 — Ag)/21 oo = (04 2+ VAp)/2 sa

wartoéciami wlasnymi macierzy By, gdzie Ay = (0—2)?+4. Z nieréwnosci
0 —2<10—2| <Ay, wynika, ze

(3.5.2) Po1 < .

(i)=(ii) Na mocy 3.5.1 1 (3.5.2), macierze A i By sa przemienne.

(i)« (iil) To jest oczywiste.

(iii)=(i) Wynika bezposrednio z lematu 3.5.1, (3.5.2) i réwnosci A =
A—alzBQ—ﬂgJ. O

. - 1 -
Zauwazmy, ze ehm Bo1 =2 = 5(52,1 + 52,2) # P i ahm B2 = 00.
W tym momencie mozemy zobrazowaé sytuacje z wniosku 3.4.8. Po-
kazemy mianowicie, ze dla kazdej liczby catkowitej k > 1 istnieja samo-
sprzezone operatory dodatnie A; i Ay dzialajace na tej samej przestrzeni
Hilberta takie, ze A} < A} dla kazdegon =0,...,k1i A1 £ A,.

PrOPOZYCJA 3.5.3. Niech A i By bedq takie jak w (3.5.1). Wtedy
dla kazdej liczby calkowitej dodatniej k istnieje 6y € (2,00) taka, Ze dla
kazdego 0 € [0y, 00),

(i) A™ < By dla kazdegon =0, ...k,
(i) A #£ By.

DowOD. Na mocy zasady indukeji matematycznej
A =214 pn> 1.

Poniewaz macierze By sa symetryczne, to n-ta potege mozna zapisa¢ w
postaci

(3.5.3) By = {a" b”} . o>,

bn Cn

gdzie a,, b,, ¢, sa zalezne od 6. Obliczajac Bénﬂ) otrzymamy, ze

(3.5.4)
apy1 = 2ap, + by, by = a, + 60b, = 2b, + ¢y, i1 =by +0c,, n>1.
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Stad na mocy zasady indukcji matematycznej mozemy wywnioskowac,
ze (pamietajac o tym, ze a3 = 21 ag = 5)
(3.5.5)  @py2, by i ¢, sa unormowanymi® wielomianami zmiennej 0
dla kazdego n > 1,
(3.5.6) wspbtezynniki a,,, b, i ¢, sa catkowite i nieujemne dla n > 1,
(3.5.7) dega, = max{n — 2,0}, degb, =n —1idegc, =n dla
wszystkich n > 1.
Oczywiscie, wystarczy udowodni¢, ze dla ustalonej dodatniej liczby cal-
kowitej k zachodzi nieréwnosé B — A* > 0 dla odpowiednio duzych 6.
Na wstepie zauwazmy, ze ag () — 2871, element (1, 1) macierzy By — AF,
jest dodatni dla kazdego 6 € [1,00). Istotnie, wynika to z zasady indukcji
matematycznej oraz (3.5.6) zastosowanych do zaleznosci rekurencyjnej

(3.5.4)

anp1(0) — 2" =7 2(an(0) — 2" +b,(0), n>1.

Kolejnym krokiem bedzie wykazanie, ze det(Bj — A¥) > 0 dla odpowied-
nio duzych 6. Uwzgledniajac to, ze wielomian ¢ jest unormowany (zob.
(3.5.5)), otrzymamy

det(Bj — A") = (apcp — b)) — 28 tep 4 28, — 287 2ay,

(3.5.3)%(3.5.7) det(BF) — 2619 + O, _,

= (det By)F — 2810 1 O, _,
= (20— 1)F — 289k + O,
=2MF — 28 1eh O,
=2F19F + Oy,

gdzie O,y 1 00 _, sa wielomianami zmiennej 6, ktérych stopien jest
mniejszy lub réwny k — 1. Stosujac kryterium Sylwestra otrzymamy;,
ze BY — A* > 0 dla odpowiednio duzych 6. Jesli § # 2, to na mocy
lematu 3.5.2, A £ By. To koniczy dowdd. O

3.6. Pewna metoda redukcji do przypadku ograniczonych
operatoréw samosprzezonych

Z definicji porzadku spektralnego wynika, ze jesli A i B sa operato-
rami samosprzezonymi w H takimi, ze A < B, to
(3.6.1) Fa(x)Fp(x) = Fp(x)Fa(x), z€R.
Warunek (3.6.1) jest znacznie stabszy niz spektralna przemienno$¢ A i

B (zob. podrozdzial 3.5). Olson udowodnit w [21, twierdzenie 2], ze
jesli A, B € B(H) sa samosprzezone, to A < B wtedy i tylko wtedy,

SWielomiany o wspolczynniku wiodacym réwnym 1 nazywa sie czasami
monicznymi.
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gdy A < B oraz speliona jest réwnosé (3.6.1). Pojawia si¢ w tym
miejscu pytanie, czy podobnie jest w przypadku operatoréw nieograni-
czonych. Poniewaz w przypadku operatoréw nieograniczonych porzadek
< zdefiniowany jest tylko dla operatoréw samosprzezonych dodatnich,
to musimy ograniczy¢ nasze badania do tej szczegodlnej klasy operatorow
(por. réwniez z przykladem 3.3.4). W tym zakresie odpowiedZ na nasze
pytanie jest pozytywna (por. wniosek 3.6.6; zob. takze wniosek 3.6.9).

Zaczniemy od udowodnienia serii lematow. Dla pelnosci wywodu
zamieszczamy dowdd nastepujacego znanego faktu.

LEMAT 3.6.1. Niech A bedzie dodatnim operatorem samosprzezonym
w H i niech n bedzie dodatniq liczba rzeczywista. Jesli f: [0,00) — [0,7]
ig:[0,n] — [0,00) sa funkcjami borelowskimi, to widmo operatora f(A)
zawarte jest w przedziale [0,n] i zachodzi réwnosé

9(f(A)) = (go f)(A).

Dow6D. Drzieki réwnosci Eya)(0) = Ea(f*(0)) dla kazdego o €
B(R) otrzymujemy, ze

Esay((n,00)) = Ea(f~'((n,00))) = Ea(0) = 0.

Stad wynika, ze widmo dodatniego operatora samosprzezonego f(A),
ktore jest rowne domknietemu nosnikowi miary spektralnej Ey(a), jest
zawarte w [0,7]. To oznacza, ze istnieje operator g(f(A)). Stosujac
twierdzenie o transporcie miar dla miar spektralnych dostaniemy, ze

(gof)(A)z/[O 90 fdE,

_ / gdEqo [~ — / gd Eyeny = g(f(A)),
[0,7]

[0,7]

co konczy dowdd. O

LEMAT 3.6.2. Jesli A i B sq operatorami samosprzezonymi w H, to
A X B wtedy i tylko wtedy, gdy —B < —A.

DowOD. Oczywiscie dla dowolnego operatora samosprzezonego C' w

H i dla wszystkich 0 € B(R) zachodzi ré6wnoé¢® E_¢(o) = Ec(—o).
Stad wynika, ze

(3.6.2) F ¢(x) = E¢([-x,0)) =1 — Ec((—o0, —x)), z €R.

Jesli A < B, to na mocy lematu 3.2.3 dostaniemy, ze Fp((—o0,z)) <
E4((—o0,x)) dla kazdego = € R. Stad i z réwnosci (3.6.2) wynika, ze
F_4(z) < F_p(x) dla wszystkich x € R, co oznacza, ze —B < —A.
Stosujac powyzsze rozumowanie do —B i —A otrzymamy implikacje od-
wrotna. O

9Jedli o C R, to przyjmujemy z definicji, ze —o := {x € R: —x € o'}
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WNIOSEK 3.6.3. Niech A i B bedq operatorami samosprzezonymi w 'H
iniech f: R — R bedzie funkcja malejaca. Jesli A < B, to f(B) < f(A).

DowOD. Korzystajac z propozycji 3.3.2 dla funkcji —f i z lematu
3.6.2 otrzymujemy teze. 0

LEMAT 3.6.4. Niech Cy,Cy € B(H) beda iniektywnymi dodatnimi
operatorami samosprzezonymi, ktorych widma zawarte sq w domknietym
przedziale [0,n], gdzie n € (0,00). Zalézmy, ze f: (0,n] — [0,00) jest
malejaca bijekcja. Jesli Cyp 5 Cy, to f(Cy) < f(CY).

DowoD. Rozszerzmy f do funkeji f: R — 0, 00] definiujac f(x) =
00, gdy = < 0 oraz f(a:) = 0, gdy > n. Poniewaz widmo operatora
C; zawarte jest w domknietym przedziale [0, 7] oraz zero nie nalezy do
widma punktowego Cj, to istnieje £(Cy) oraz f(C;) = £(C)), j = 1,2.
Zdefiniujmy fiR— [—00, 0] wzorem f(z) = —f(z) dla = € R. Funkcja
f jest rosnaca oraz f € S(R, E¢,) N S(R, Ec,). Stad na mocy propo-
zycji 3.3.2 wynika, ze f(Cy) < f(C,). Dzieki temu oraz lematowi 3.6.2
otrzymujemy teze. 0

W tym momencie jestesmy przygotowani do dowodu gltownego twier-
dzenia redukcyjnego.

TWIERDZENIE 3.6.5. Niech A; @ Ay beda dodatnimi operatorami sa-
mosprzezonymi w H. Zalézmy, ze g: [0,00) — (0,n] jest malejaca bi-
jekcja, gdzie n € (0,00). Wowczas nastepujace warunki sq réwnowazne:

() Al S AQ;

(i) g(A2) < g(A1),
(iii) g(A2) < g(Ay) 7 zachodzi (3.6.1).

DowOD. (i)=-(ii) Niech g: R — (0, 5] bedzie rozszerzeniem g danym
przez g(xz) = g(0) = n dlax € (—00,0). Oczywiscie g jest malejaca. Stad
dzieki wnioskowi 3.6.3 wynika, ze g(Ag) =g(As) < (A1) = g(Ay).

(ii)=(i) Niech C; = g(4;) dla j = 1,2. Wowczas operatory Cy i
(s spelniaja zalozenia lematu 3.6.4 z f := g~ ': (0,n] — [0,00), co jest
konsekwencja twierdzenia o odwzorowaniu widm dla catek spektralnych
oraz charakteryzacji widma punktowego za pomoca miary spektralnej
(por. [2, strona 158]). Stad f(Cy) < f(Cy). Niech f:[0,n7] — [0,00)
bedzie rozszerzeniem f takim, ze f(0) = 0. Woéwcezas na mocy lematu
3.6.1 dostajemy, ze

F(Cy) = F(C)) = flg(A) = (fog)(4)) = A,

co oznacza, ze A; < As.

(1):>(111) Wiemy juz, ze A; < Ay pociaga za soba réwnosé (3.6.1). Z
implikacji (i)=-(ii) wynika, ze g(A42) < g(A;). Zatem (na mocy albo [21
twierdzenie 2| albo propozycji 3.4.2) otrzymujemy, ze g(As) < g(A;).
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(iii)=(ii) Rozwazmy funkcje h := —g: [0,00) — [-n,0). Z (iii)
mamy, ze h(A;) < h(Ay). Zauwazmy, ze dystrybuanty spektralne Fj4,)
i Fj(a,) sa okreslone wzorem

0, z € (—o0,—n),
(3.6.3)  Fiay(w) = q Ea;([0,g7 (=2)]), =€ [-n,0), j=12,
I z € [0, 00).

co wynika z zaleznosci
Fhay () = Ea, (h'((—00,2])), z€eR,j=1,2

Skoro Fy,(y) = E4,;([0,y]) dla wszystkich y € [0,00) 1 j = 1,2, to z
rownosci (3.6.3) mozemy wywnioskowaé, ze x € R operatory Fj,a,)(z) i
Fi(a,)(x) sa przemienne. Stosujac [21, twierdzenie 2] do ograniczonych
operatoréw samosprzezonych h(A;) i h(Ay) otrzymujemy, ze h(A;) <
h(As). Stad iz lematu 3.6.2 wynika, ze g(A2) < g(A1), co konczy dowdd.

0J

Ponizej wyprowadzimy kilka waznych wnioskow z twierdzenia 3.6.5.
Rozpoczniemy od odpowiedzi na gtéwne pytanie tego podrozdziatu.

WNIOSEK 3.6.6. Jesli A i B sq dodatnimi operatorami samosprze-
zonymi w H 1 € jest dodatnig liczba rzeczywista, to ponizsze warunki sq
rOWNoOWazne:

(i) A= B,

(i) (eI +B)™' g (el +A)7,
(iii) (eI + B)™!' < (eI + A)~! oraz zachodzi (3.6.1),
(iv) A < B i zachodzi (3.6.1).

DowoéD. Stosujac twierdzenie 3.6.5 (zn = i g(x) = == dlaz €

€ etz
[0, 00)), widzimy, ze warunki (i), (ii) oraz (iii) sa réwnowazne. Implikacja
(i)=(iv) wynika z propozycji 3.4.2. Ostatecznie, implikacja (iv)=>(iii)
jest bezposrednia konsekwencja [11, twierdzenie 2.21, strona 330]. 0

WNIOSEK 3.6.7. Jesli A © B sq operatorami samosprzezonymi w H
ograniczonymi z dotu i € jest dodatniq liczba rzeczywista, to nastepujace
warunki sq rownowazne:

(i) A B,
(11) e—aB < e—sA}
(iii) =8 < e i zachodzi (3.6.1).

DowoOD. Jesli operatory A i B sa dodatnie, to warunki (i), (ii) i
(iii) sa rownowazne dzigki twierdzeniu 3.6.5 zastosowanemu do n = 1 i
g(x) =e%" x € [0,00).

Przyjmijmy teraz, ze A i B sa operatorami samosprzezonymi ograni-
czonymi od dohu. Istnieje woéwczas liczba rzeczywista a taka, ze operatory
Ay .= A—aly i By := B — aly sa samosprzezone oraz dodatnie. Na
mocy propozycji 3.3.2, A < B wtedy i tylko wtedy, gdy A; < By. Jest

31



oczywistym, ze Fo_qp, () = Fo(r +a) dlax e R i e—c(Caly) — geag—eC
dla dowolnego C' operatora samosprzezonego w ‘H . Co wiecej, jesli D jest
operatorem samosprzezonym, to F,p(z) = Fp(2x) dla wszystkich 2 € R
ir > 0. To oznacza, ze dowdéd redukuje sie do przypadku dodatnich
operatoréw samosprzezonych A; i Bj. O

Przypomnijmy, ze zgodnie z twierdzeniem Stone’a (por. [24, twier-
dzenie 13.37]) infinitezymalny generator Cy-polgrupy ograniczonych ope-
ratoréw samosprzezonych na H jest zawsze samosprzezony.

WNIOSEK 3.6.8. Niech {T;(t)}i>0 € B(H) bedzie Co-pdlgrupa ope-
ratoréw samosprzezonych i A; bedq ich infinitezymalnymi generatorams,
j=1,2. Wowczas ponizsze warunki sa rownowazne:

(1) Al < AZ;
(ii) T1(t) = Tx(t) dla pewnego t > 0,
(iii) T1(t) < Tx(t) dla kazdego t > 0,
(iv) Ti(t) < Tu(t) dla pewnego t > 0, i zachodzi réwnosé (3.6.1),
v) Ti(nt) < Ty(nt) dla pewnego t > 0 i dla nieskonczenie wielu n € N,
(vi) Ti(t) < Ty(t) dla kazdego t > 0.

DowOD. 7 twierdzenia Stone’a wynika, ze operatory samosprzezone
—A; i —Ay sa ograniczone od dotu oraz Tj(t) = e t-4) dla wszyst-
kich ¢t > 0. Korzystajac z lematu 3.6.2 i wniosku 3.6.7 otrzymujemy, ze
warunki (i)-(iv) sa réwnowazne.

(iii)=(vi) Wystarczy skorzystaé¢ z propozycji 3.4.2.

(vi)=(v) To jest oczywiste.

(v)=(il) Zauwazmy, ze T;(nt) = T;(t)" oraz zastosujmy wniosek
3.4.8. To konczy dowdd. O

Charakteryzacje (iii) porzadku spektralnego, ktéra pojawita sie we
wniosku 3.6.6 mozna sformulowaé rowniez dla operatoréw samosprzezo-
nych, ktore sa ograniczone od dotu. Zauwazmy, ze w tej bardziej ogdlnej
sytuacji cze$¢ wniosku 3.6.6 (iv), ktoéra postuguje sie porzadkiem ,<”
traci sens.

WNIOSEK 3.6.9. Jesli A i B sq samosprzezonymi operatorami w H
ograniczonymi od dotu przez a € R, to dla kazdej liczby rzeczywiste)
€ > —a nastepujace warunki sq rownowazne:

(i) A B,
(i) (el +B) ' g (eI + A7,
v

(iii) (eI + B)™' < (eI + A)~! i zachodzi (3.6.1).

DowOD. Rozumujemy analogicznie jak w dowodzie wniosku 3.6.7

i stosujemy wniosek 3.6.6 do dodatnich operatoréw samosprzezonych
A, =A—alyiB,:=B—aly. O

UWAGA 3.6.10. Twierdzenie 3.6.5 moze sugerowac, ze przy badaniu
porzadku spektralnego mozna si¢ ograniczy¢ do rozwazania operatorow
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ograniczonych, jednakze nie jest to prawda. Chcac by¢ bardziej pre-
cyzyjnym rozwazmy funkcje borelowska ¢: [0,00) — [0, 00), ktéra jest
rozwiazaniem rownania funkcyjnego ¢ o g = g o ¢, gdzie g jest taka jak
w twierdzeniu 3.6.5. Gdybysmy wiedzieli, ze

(3.6.4) A< B = ¢(4) < ¢(B)

dla dowolnych dodatnich i ograniczonych operatoréw A i B, to wowczas
na mocy twierdzenia 3.6.5 implikacja (3.6.4) zachodzitaby dla wszystkich
dodatnich operatoréw samosprzezonych A i B. Nalezy zauwazy¢ jednak,
ze wazny przypadek funkcji ¢s(z) = z*, s > 0 nie podpada pod powyzszy
schemat. Jest to konsekwencja faktu, ze zadna z wymienionych przed
chwila funkcji nie spetnia réwnania funkcyjnego ¢ o g = g o ¢.

3.7. Zwiazki z istotna samosprzezonoscia

Podrozdziat ten zaczniemy od przypomnienia fundamentalnej wta-
snosci porzadku spektralnego (por. propozycja 3.4.2):
jesli A 1 B sa dodatnimi operatorami samosprzezonymi w H

takimi, ze A < B, to 2(B") C Z(A") i
(3.7.1)  (A"h,h) < (B"h, h) dla wszystkich h € Z(B") oraz n € N.

W szczegdlnosei, nieréwnosé (3.7.1) zachodzi dla wszystkich wektorow
ograniczonych B, ktore tworza gesty podzbiér H. W tym podrozdziale
bedziemy dyskutowali o kwestii implikacji odwrotnej nie zaktadajac przy
tym, ze operatory, ktorymi sie zajmujemy, sa samosprzezone. Na wstepie
pokazemy, ze dodatnie operatory symetryczne A i B spelniajace staba
wersje wniosku 3.4.7 (iv) (analogiczna do nieréwnosci (3.7.1)) na gestym
zbiorze wektoréw ograniczonych B sa istotnie samosprzezone i ich do-
mkniecia sa porownywalne wzgledem porzadku ,<”.

TWIERDZENIE 3.7.1. Niech A © B bedq symetrycznymi operatorami
dodatnimi w 'H i niech {k,}5°; C N, oraz {r,}5>, C [0,00) beda ciagami
takimi, ze:

)
c) B(B) jest gcsty wH,
g B(B) C 9°°(A)

kazdego h € ,@(B)
Woéwezas A i B sq SAMOSPTZeZONe 0raz A< B
DowOD. Na wstepie pokazemy, ze A i B sa samosprzezone. Ustalmy

rzeczywista liczbe a > 0 1 wezmy h € %.(B). Z [30, lemat 8(a)]
wynika, ze dla dowolnego operatora samosprzezonego C' w H granica
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lim, o V/||C™g| istnieje w [0,00] dla wszystkich ¢ € 2°°(C). Stad

otrzymamy, ze'°
a (d)&(e)
lim V/[AA] 2 lim %/ARA] < liminf 2/, lm /B
(b)
< lim W/||Bfh| = lim {/||Bh].

Stosujac [30, lemat 8 (b)] wnioskujemy z powyzszego, ze h € B,(A).
Zatem B,(B) C A,(A), co implikuje, ze B(B) C HB(A). 7 zaloze-
nia (c) i z ostatniej inkluzji wynika, Ze oba operatory A i B sa istotnie
samosprzezone (por. propozycja 2.1.2).

Zapiszmy (e) w nastepujacy sposéb

(3.7.2) |APR|2 < 7| B¥B|2, h e B(B), n> 1.

7 (c) i z propozycji 2.1.2, %(B) jest rdzeniem B*. Wezmy f € 2(B*).
Wéwezas istnieje ciag {h,}2_, C %B(B) taki, ze h,, — f i B¥h,, —
Bfn f edy m — oco. Na mocy (3.7.2), ciag {A¥h,,}°_, jest zbiezny w
H. Zatem f € P(Akr) i Aknf = lim,, .o, A" h,,. Réwnoczesnie %(A)
jest gesty w ‘H dzieki (c¢) oraz inkluzji Z(B) C #A(A). Stad oraz z z
propozycji 2.1.2 wnioskujemy, ze Afn = A*n i w zwiazku z tym f €
P(Ak»). Podstawiajac h = h,, w nieréwnogci (3.7.2) i przechodzac z m
do nieskoniczonosci otrzymujemy, ze || A f||? < r, || B* f||*. Korzystajac
réwnoczesdnie z powyzszych faktéw i z zatozenia (a) widzimy, ze 2°°(B) C
P>*(A) oraz (A% f ) < ro(B*f f) dla wszystkich f € 2>(B) i
n > 1. Stad i z warunku (b) dzieki zastosowaniu twierdzenia 3.4.5 (ii)
do dodatnich operatoréw samosprzezonych dostajemy, ze A < B. To
konczy dowdd. O

WNIOSEK 3.7.2. Niech A @ B beda domknietymi symetrycznymi ope-
ratorami w H i niech {k,}>°, C N, i {r,}22, C [0,00) beda ciagami
takimi, Ze:

kn,
(a) {kn,}32, jest ciagiem réznowartosciowym i lim sup o < 00,
(b) limsup “/r, <
(¢) liniowe rozpiecie 5”( ) jest geste w H,
(d) Z(B) € 7%(A),
(e) (A%nh h) < 1, (B*h,bh) dla kaidegon >1 i h € .7 (B).

Wowczas A i B sq samosprzezone oraz A < B.

Do dowodu powyzszego wniosku bedziemy potrzebowali nastepuja-
cego twierdzenia Nussbauma w wersji dla operatoréw ograniczonych od
dotu (zob. [20, twierdzenie 1.]), ktére przytoczymy ponizej bez dowodu.

10 Poréwnac z podobnym rozumowaniem zastosowanym w (3.4.2).
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TWIERDZENIE 3.7.3. Niech A bedzie domknietym operatorem syme-
trycznym ograniczonym od dotu w 'H. Wowczas nastepujace warunki sq
rOWNOWazne:

(i) A jest samosprzezony,
(ii) liniowe rozpiecie ./ (A) jest geste w 'H.

DowOD wniosku 3.7.2. Na wstepie pokazemy, ze . (B) C S (A).
Wezmy h € . (B). Bez straty dla ogblnosci mozemy zalozy¢, ze ||h|| = 1.
7 symetrii operatora B wynika, ze ciag {|| B"h]||= }22, jest rosnacy (zobacz
np., [33, nieréwnosé¢ (4)]). Na mocy (a), istnieje s € N, takie, ze k,, < sn
dla wszystkich n € N,. Stad otrzymamy, ze

= 1
(3.7.3) Z |Bsnh|| <>

TR
a1 |[BEn b7

(pierwszy z szeregéw w (3.7. 3) jest rozbiezny gdyz ciag {||B"h| "2 >
jest malejacy 1 >, ||B"h||~ 2 = oo; zobacz [29, podrozdzial 1]). Na
mocy (b) znajdziemy liczbe rzeczywista t > 1 taka, ze %/r, < t* dla
wszystkich n > 1. To wraz z (3.7.3) implikuje, ze

0=+ ;1<i :

EIS | Breh||2ee i IIB’“” |7

(e) X (a) X
<
NP yravE= Z HA"h\|2n

n=1

o

//\

||Aknhum

co oznacza, ze h € L (A).

Na mocy (c) i poprzedniego paragrafu wynika, ze liniowe rozpiecia
zbioréw S (A) i . (B) sa geste w H. W konsekwencji z twierdzenia
3.7.3 operatory A i B sa samosprzezone i zbior Z(B) (C . (B)) jest
gesty w ‘H. Zastosowanie twierdzenia 3.7.1 konczy dowod. 0J
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ROZDZIAY 4

Wielowymiarowy porzadek spektralny

4.1. Zbiory ¢wiartkowe i funkcje oddzielnie rosnace

Rozwazania dotyczace wielowymiarowego porzadku spektralnego po-
przedzimy zebraniem i uporzadkowaniem wiadomosci na temat funkcji
oddzielnie rosnacych i zbioréw ¢wiartkowych.

Niech k bedzie dowolnag liczba naturalng rézng od zera. Na zbiorze R”
rozwazamy topologie zadana przez metryke euklidesowa. Niecha,b e R".
Piszemy, ze a < b (odpowiednio a < b), jesli a; < b; (odpowiednio a; <
b;), dla kazdego j = 1,...,k, gdzie a = (a1,...,a,) 1 b = (by,...,bs).
Przez przedziat (a,b] (odpowiednio [a, b]) rozumiemy zbiér {z € R": a <
z < b} (odpowiednio {z € R": a < = < b}). Dla uproszczenia notacji
bedziemy uzywaé oznaczenia oo zamiast (00,...,00). W szczegdlnosei,

—_——
jesliz € R to (—oo,z] ={y e R": y < x} = (—00, 21| X ... X (—00, x4],
gdzie x = (xq,...,24).

DEFINICJA 4.1.1. Niech 2 C R®. Méwimy, ze zbior () jest zbiorem
¢wiartkowym, gdy dla dowolnego x € €2 zachodzi inkluzja (—oo, x] C Q.

OBSERWACJA 4.1.2. Niech I' bedzie rodzing cwiartkowych podzbioréw
R, Wowczas (T jest zbiorem cwiartkowym.

Dla 2 C R”* zdefiniujmy zbiér
Q7= (W CR*: W jest éwiartkowy iQ C W},

Na mocy obserwacji 4.1.2 ™ jest najmniejszym zbiorem ¢wiartkowym
zawierajacym zbior 2.

OBSERWACJA 4.1.3. Niech €2,€,Qs C R*. Wowczas
(i> 0= U:peﬂ(_oov'r]f
(i) jesli Q C Qq, to Q] C Q3
(iil) jesli Q jest zbiorem zwartym, to Q0™ jest zbiorem domknietym.

Dowob. (i) (D) wynika wprost z definicji zbioru Q7.

(C) Wystarczy zauwazy¢, ze | J, oo (—00, ] jest zbiorem ¢wiartkowym
zawierajacym ().

(ii) To jest oczywiste.

(iii) Ustalmy # € Q. Istnieje wowczas ciag {x,}>°, C Q taki,
ze ¥, — x, gdy n — oo. Na mocy (i) znajdziemy ciag {y,}°>, C Q
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speliajacy warunek x, < y, dlan = 1,2,.... Dazieki zwartosci €2 z
ciagu {y,}22, C Q2 mozemy wybra¢ podciag {yn, } 2=, zbiezny do pewnego
y € Q. W szczegdlnosci © = klim Ty, < klim Yn, =Y. Stad iz (i) wynika,
ze x € (). OJ

Nawiazujac do obserwacji 4.1.3 (iii) warto zwr6ci¢é uwage, ze w przy-
padku, gdy « > 2, domknietos¢ zbioru €2 nie gwarantuje, ze €17 jest
domkniety. Sytuacje ta obrazuje nastepujacy przyktad.

PRZYKEAD 4.1.4. Niech Q = {(—+,n): n € N,}. Oczywiscie Q jest
domkniety. Z drugiej strony na mocy obserwacji 4.1.3 (i) otrzymujemy,
ze O = Uy (=00, (—2,n)] = (—00,0) x R. Tym samym 2~ nie jest
domkniety.

DEFINICJA 4.1.5. Niech k1,62 € N,, Q C R oraz p: Q@ — R,
Powiemy, ze ¢ jest funkcja oddzielnie rosnaca jesli

<y =) < e(y),
dla dowolnych z,y € €.

Wprost z definicji funkcji oddzielnie rosnacej wynika nastepujaca wta-
snos¢

OBSERWACJA 4.1._6. Niech K1,k € N, 1+ Q C R*™. Wowczas ¢ =
(1 ey Pry): Q — R™ jest funkcja oddzielnie rosnaca wtedy i tylko
wtedy, gdy @; jest funkcja oddzielnie rosngcaq dla kazdego j =1,. .., k.

Nastepne stwierdzenie taczy pojecia zbioru ¢éwiartkowego i funkcji
oddzielnie rosnacej.

STWIERDZENIE 4.1.7. Niech ki,ky € N,. Wowczas ¢: R" — R
(odpowiednio ¢: R — an) jest funkcjq oddzielnie rosnqca wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kaidego x € R*? zbidér o= ((—o0,x]) jest éwiartkowy (od-
powiednio dla kaidego x € R™ 2bidr ¢~ ([—o0, x]) jest cwiartkowy ).

DowOD. Dowdd przeprowadzimy tylko dla funkcji ¢: R — RF2,
poniewaz drugi z przypadkoéow dowodzi sie analogicznie.

(=) Wynika wprost z definicji funkcji oddzielnie rosnace;j.

(<) Ustalmy zq, 2o € R takie, ze 1 < xo. Zauwazmy, ze x; € () :=
0 1 ((—00, p(x2)]), poniewaz Q jest éwiartkowy i xo € Q. Stad wynika,
e pla1) < plr2). 0

Niech 2 C R" oraz niech bedzie dana liczba rzeczywista € > 0. Jesli
|| jest norma na R”, to definiujemy nastepujacy zbiér!

(4.1.1) QO .= {z e R*: inf ||z —y| < €}
ye

IPrzyjmujemy z definicji, ze inf () = oo.
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STWIERDZENIE 4.1.8. Niech €2 C R" bedzie zbiorem cwiartkowym
oraz niech ||.|| bedzia dowolna norma na R*. Wowczas

(i) funkcja odlegtodci od zbioru ) jest funkcjq oddzielnie rosnqca?,
(ii) Q) jest zbiorem éwiartkowym dla dowolnego € > 0.

DowOD. Bez straty ogdélnodci mozemy zalozyé, ze Q # ().

(i) Niech z,y € R" beda takie, ze x < y. Wykazemy, ze do(z) <
do(y). Ustalmy liczbe rzeczywista € > 0. Poniewaz Q2 # (), to istnieje
ye € Qtakie, ze ||ly—y.|| < da(y)+e. Poniewaz z < y, to . := y.+r—y <
Ye. Stad oraz tego, ze 2 jest ¢wiartkowy wynika, ze z. € Q). Oczywiscie
|z —z|| = |ly—ve|| < da(y)+e. Stad wnioskujemy, ze do(x) < do(y)+e.
Przechodzac z € do 0 otrzymamy zadana nierownos¢.

(ii) Wystarczy zauwazy¢, ze Q) = dg'((—oo, €]) oraz skorzystaé z (i)
oraz ze stwierdzenia 4.1.7. OJ

Na zakonczenie tego podrozdziatu odnotujmy, ze nie kazda funkcja
oddzielnie rosnaca f: R" — R musi by¢ borelowska. Uwaga ta nie doty-
czy jedynie przypadku k = 1, w ktérym monotonicznos$é funkeji gwara-
tuje jej borelowsko$¢ (zob. lemat 3.3.1) .

PrzZYKEAD 4.1.9. Niech V' C [0,1] bedzie zbiorem Vitaliego (por.
(14, str. 118]). Niech S; := {(z,y) € R?: z +y < 0}, Sy := {(z,y) €
R*: x+y=0iz € V}oraz S := {(z,y) € R*: z +y = 0}. Wowczas
funkcja ¢: R? — R okreslona wzorem ¢ := xg2\(s,us,) jest funkcja od-
dzielnie rosnaca. Z drugiej strony zauwazmy, ze funkcja ¢ nie jest funkcja
borelowska. Gdyby ¢ byta funkcja borelowska, to zbior o= ((—o0, %]) =
S1 U Sy bylby zbiorem borelowskim w R2. Stad oraz z tego, ze zbiér
S) jest otwarty w R? wynika, ze zbior Sy = (S; U S9)\S; jest zbiorem
borelowskim w R2. Jedli na S wprowadzimy topologie indukowana z R,
to na mocy rownosci (2.1.1) otrzymamy, ze Sy € B(5). Poniewaz 7: S
(x,y) — x € R jest homeomorfizmem, to zbiér V = 7(S3) € B(R).
Otrzymujemy sprzecznos¢, wobec tego ¢ nie jest funkcja borelowska.

4.2. Regularnosé miar spektralnych

W tym podrozdziale przypomnimy kilka faktéw dotyczacych regular-
nosci miar. Zaczniemy od nastepujacego twierdzenia (zob. [1, twierdze-
nie 4.3.8.]).

TWIERDZENIE 4.2.1. Jesli X jest oSrodkowa i zupelnag przestrzeniq
metryczng oraz p jest miarq skonczong na B(X), to

(o) = sup{u(K): Kzwarty podzbioro},
dla kazdego o € B(X).

27, definicji do(z) := inf{||z — y||: y € Q} dla = € R".
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WNIOSEK 4.2.2. Niech X bedzie o$rodkowq 1 zupetnag przestrzeniq
metryczng oraz niech E bedzie miarq spektralng na B(X). Jesli o €
B(X), to

E(o) = \/{E(K) K zwarty podzbioro}.

DowoOD. Niech Ey(o) := \/{E(7): T zwarty podzbiéro}. Przypu-
$émy nie wprost, ze E(o) # Ey(o). Poniewaz Ey(0) < E(§) dla kazdego
d € B(X), to istnieje h € H\{0} takie, ze h = E(o)h oraz E(1)h =0
dla kazdego zbioru zwartego 7 C 0. W szczegdlnosci

(4.2.1)  pp(7r) :=(E(1)h, h) = 0, dla kazdego zbioru zwartego C 0.

Oczywiscie puy, jest skoficzona miara na 8(X). Stad na mocy twierdzenia
4.2.1 oraz réwnosci (4.2.1) otrzymujemy, ze uy(o) = 0. Z drugiej strony
poniewaz h # 0, to

0 < [[h]|* = (E(0)h, h) = pn(0).
Otrzymujemy sprzecznosé, co konczy dowdd. 0

Niech X bedzie przestrzenia topologiczna oraz niech E bedzie miara
spektralna na B(X). Zbior Y C X nazywamy nosnikiem miary spek-
tralnej E, gdy Y jest najmniejszym (w sensie inkluzji) podzbiorem do-
mknietym X takim, ze F(X\Y) = 0. No$nik miary spektralnej F ozna-
czamy przez supp E. Nietrudno pokaza¢, ze punkt x € supp £ wtedy i
tylko wtedy, gdy dla kazdego U otoczenia x mamy FE(U) # 0. Wiadomo
réwniez, ze dla kazdej miary spektralnej F na B(X), gdzie X jest osrod-
kowa i zupela przestrzenia metryczna, nosnik istnieje (por. [2, strona
129]). Wtasnos¢ te mozna tatwo wydedukowaé takze z wniosku 4.2.2.

Na koniec przypomnijmy, ze jesli A jest operatorem samosprzezonym
w H, to supp E4 = 0(A), gdzie 0(A) oznacza widmo operatora A. W
szczegblnosci operator samosprzezony A jest dodatni wtedy i tylko wtedy,
gdy supp E4 C [0,00) (por. [2, 24]).

4.3. Nierownosci calkowe na R”

Zajmiemy sie teraz nierownosciami catkowymi na R”*. Sformutlujemy
i udowodnimy twierdzenie 4.3.2, ktére bedzie zwienczeniem rozwazan
prowadzonych w podrozdziatach 2.2 i 2.3.

Do dowodu wspomnianego przed chwila twierdzenia bedziemy potrze-
bowali ponizszego lematu

LEMAT 4.3.1. Niech p bedzie skonczonag miarq borelowskq na R”.
Wowczas dla dowolnego zbioru éwiartkowego Q € B(R") zachodzi réw-
nosc

() =sup{u(D): DCQ,D=D=D"}.
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DowoOD. Ustalmy zbiér ¢wiartkowy Q € B(R"). Stosujac twierdze-
nie 4.2.1 oraz obserwacje 4.1.3 otrzymujemy, ze

1(Q) Z sup{u(K): K C O, K — zwarty }
<sup{p(K7): K C Q, K — zwarty }

413 —
< sup{u(D): D CQ,D=D=D"} < pu).

W szczegdlnosei p(Q) = sup{u(D): D C Q,D =D = D™} O

Po zakonczeniu przygotowan mozemy przejs¢ do sformutowania i udo-
wodnienia twierdzenia o nieréwnosciach na R", gdzie x jest dowolna
liczba catkowita dodatnia. Twierdzenie to jest uogdlnieniem twierdzen
2.2.112.3.1.

TWIERDZENIE 4.3.2. Niech py 1 ps beda skonczonymi nieujemnymsi
miarami borelowskimi na R*. Rozwazmy nastepujace pieé¢ warunkow:

(1) p2(R2) < 1 (Q) dla kazdego zbioru éwiartkowego Q@ € B(R"),
(ii) fu fdpr < [go fdps dla kazdej funkeji borelowskiej oddzielnie ro-
snacej f: R — [0, 00),
(iil) oo fdpn < [ fdpe dla kazdej funkcji borelowskiej oddzielnie ro-
snacej [: R" — R takiej, Ze [, |fldpe < 0o (calka [g. fdpu moze
byé réwna —o0),
(iv) fR~ fduy < fRH fdue dla kazdej ograniczonej oddzielnie rosnagcej
funkcji ciaglej f: R® — R,
(v) fRH fduy < fR” fduo dla kazdej ograniczonej oddzielnie rosnacej
funkcji ciaglej f: R* — [0, 00).
Wowczas warunek (1) (odpowiednio : (ii), (iil)) implikuje, zZe pa(R*) <
w1 (R%) (odpowiednio: py (R®) < pua(RF), pi(R¥) = pa(R*)). Z nierdw-
nosci i (R¥) < po(R*) oraz (1) wynika, Ze pi(R®) = po(R*). Jesl
w1 (R%) = po(R7), to wszystkie warunki (i)-(v) sq rownowazne.

DowOD. Zalézmy, ze pi (R*) = po(R*) (pozostate fragmenty tezy sa
oczywiste).

(i)=(ili) Niech f: R® — R bedzie funkcja borelowska oddzielnie
rosnaca taka, ze [p.|fldps < oo. Polézmy vj(o) = p;(f~'(0)) dla
kazdego 0 € B(R) i j = 1,2. Oczywiscie 14 1 vy sa skonczonymi nie-
ujemnymi miarami borelowskimi na R. Ze stwierdzenia 4.1.7 wynika,
ze zbior f1((—o0,z])) jest zbiorem ¢éwiartkowym. Stad i z zalozenia
otrzymujemy, ze

va((—00,2]) = pa(f (=00, 2])) < pua(f ™ (=00, 2])) = v1((—00,2])

dla kazdego = € R. Réwnoczesnie
(R) = 11(R") = 13(R") = 1a(R).
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7 twierdzenia o transporcie miary wynika, ze

/]:z:|du2(x) — [ fldps < .
R R~

Ostatecznie korzystajac z twierdzenia o transporcie miary i twierdzenia
2.3.1 dostaniemy, ze

dpy = d < d = dpo.
[ ram = [ o)< [ advate) = [ rag

R~

(iii)=(ii) To jest oczywiste.

(ii)=(i) Niech Q2 € B(R") bedzie zbiorem ¢wiartkowym. Wowczas
funkcja f = xgre\q jest oddzielnie rosngcg funkcja borelowska. Stad iz
zatozenia wynika, ze

(i)
p(R) = 1 () = pa (R™\Q) < po(R™\Q) = o (R™) — p12(€2),
co wraz z rownoscia 1 (R%) = pe(R") oznacza, ze ps(2) < p1(£2).
Implikacje (iii)=-(iv) i (iv)=-(v) sa oczywiste.
(v)=-(i) Na mocy lematu 4.3.1 dowéd redukuje sie¢ do wykazania, ze

(4.3.1) p2(D) < (D),

dla kazdego domknietego zbioru ¢wiartkowego D C R”.

Przejdzmy do dowodu nier6wnosci (4.3.1). Ustalmy domkniety zbiér
¢wiartkowy D C R*. Dla kazdego n € N, zdefiniujmy funkcje f,: R* —
R wzorem f,(z) := min{l,ndp(x)}, gdzie x € R". Oczywiscie 0 <
Fal@) < 1, Fule) < funr(2) oras iy e fu(2) = xee\0(2) dla kaidego
x € R*. Funkcje f, sa ciagle oraz oddzielnie rosnace, bo dp jest funkcja
ciagla i oddzielnie rosnaca (por. obserwacja 4.1.7). Korzystajac z zato-
zenia oraz twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym przejsciu do granicy
pod znakiem catki wywnioskujemy, ze

, © )

1 (R*) — pa (D) = lim fadpn < lim fadpis = p2(R7) — p2(D).

n—00 Jp n—00 Jpr

Poniewaz 1 (R”) = pa(R"), to pua(D) < py(D), co kohezy dowdd. O
UwAGA 4.3.3. Jesli py i po sa skonczonymi nieujemnymi miarami

borelowskimi na R* takimi, ze p;(R*) = pa(R"), to warunek

(4.3.2) p2((—00, z]) < p((—o0, z]), = € R,

nie musi implikowaé warunkéw (i)-(v) w twierdzeniu 4.3.2. Rzeczywiscie

zdefiniujmy dwie miary borelowskie 1 i pp na R?* w nastepujacy sposéb

1 := 00,0y + 0(1,1) 1 pt2 := d(0,1) + 0(1,0)

gdzie 6(0,0), 0(0,1), 0(1,0) 1 6(1,1) sa miarami Diraca okreslonymi na B(R?).

Oczywiscie g (R?) = pa(R?) = 2 oraz pa((—00, x]) < p1((—o0, z]) dla do-

wolnego x € R%. 7 drugiej strony p1(S) < ua(S), gdzie S = {(z1,22) €
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R?: 7y + 29 < 1}. Tym samym nie jest spelniony warunek (i) z twier-
dzenia 4.3.2, co pociaga za soba, ze miary p; i ps nie speliaja zadnego
z warunkow (i)-(v).

4.4. Wielowymiarowy porzadek spektralny

W niniejszym podrozdziale zajmiemy sie problemem przeniesienia
porzadku spektralnego z przypadku pojedynczych operatoréw samosprze-
zonych na przypadek skonczonych uktadéw spektralnie przemiennych
operatoréw samosprzezonych. Jednak zanim podamy odpowiednia defi-
nicje i zbadamy wtasnosci tego porzadku przypomnimy kilka podstawo-
wych wiadomosci na temat miar spektralnych na B(R”*) i dystrybuant
spektralnych na R".

Méwimy, ze uktad A = (Ay,...,As) operatoréw samosprzezonych
w ‘H jest spektralnie przemienny jedli operatory A; i A; sa spektralnie
przemienne dla dowolnych 7,5 € {1,...,k}.

Niech E bedzie borelowska miarg spektralna na R” o wartosciach w
B(H). Powiemy, ze E jest wspdlna miara spektralna spektralnie prze-

miennego uktadu A = (A;,...,A,) operatoréw samosprzezonych w H
jesli
(4.4.1) Ey,(0) = E(m;'(0)), c€BR),j=1,...,k

gdzie mj: R* 5 (xy,...,2,) — x; € R. Twierdzenie 5.2.6. w [2] gwaran-
tuje, ze dla kazdego spektralnie przemiennego uktadu operatoréw samo-
sprzezonych A istnieje doktadnie jedna miara spektralna spelniajaca réw-
nanie (4.4.1) . W dalszym ciagu wspélna miare spektralna ukladu A
bedziemy oznaczac przez Fa. Ponizsze twierdzenie przedstawia jedna z
najwazniejszych wtasnosci wspélnych miar spektralnych (por. [2, twier-
dzenie 6.5.1.])

TWIERDZENIE 4.4.1. Niech A = (A4, ..., A,) bedzie spektralnie prze-
miennym uktadem operatorow samosprzezonych w H oraz niech E bedzie
miarq spektralng na B(R®). Wiwczas nastepujace warunki sq réwno-
wazne:

(i) Aj = Jpw z;E(dx) dla kazdego j =1,... K,

(i) zachodzi réwno$é E = E4.

Przypomnijmy w tym miejscu jeszcze jedna wtasnos¢ wspolnej miary
spektralne;j.

OBSERWACJA 4.4.2. Niech A = (A, ..., A,) bedzie ukiadem spektral-

nie przemiennych operatoréw samosprzezonych. Jesli oy, ... 0, € B(R),
to
(4.4.2) FEa(oy X ... x04,) =FEa(01)...Ea (04).
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DowoOD. Niech o1,...,0, € B(R). Wbowezas na mocy tego, ze Fa
jest rozwiazaniem réwnania (4.4.1) otrzymamy nastepujace réwnosci

EA(01x...xan):EA(ﬂ(Rx...x g; X...xR))
=~
J

= HEA(R X...x 0j X...xR) (141 HEAj(aj).
j=1 j=1

J=1

~—
J

To konczy dowdd. [

Ponizsza obserwacja opisuje zwiazki pomiedzy nosnikiem wspodlnej
miary spektralnej uktadu operatoréw a no$nikami miar spektralnych po-
szczegblnych operatoréw tego uktadu (por. [2, strona 155]).

OBSERWACJA 4.4.3. Jezeli A = (Ay, ..., Ayx) jest ukladem spektralnie
przemiennych operatorow samosprzezonych w H, to

(4.4.3) supp E4 Csupp E4, X ... X supp Eg4,.

DowoD. Niech o := supp Ey, dla j = 1,..., k. Z definicji nosnika
miary spektralnej wiemy, ze F,,(R\o;) = 0dlaj =1,...,x Stadiz
réwnosci (4.4.2) dostaniemy, ze

Ea(R*\(01 x ... x 0,)) = Ea(| JR x ... x R\o; X ... x R)
=1 \\j,./

<Y Ea®x...xR\g;x...xR) “Z) S B, (R\oy) = 0.
j=1 \j"/ j=1
Stad i z definicji nosnika wynika, ze supp Ea C 01 X ... X 0, co konczy
dowdd. O

Zdefiniujmy Fa(z) := Ea((—00,2]), x € R*. Funkcje Fa bedziemy
nazywa¢ wspolna dystrybuanta spektralna uktadu A. Podobnie jak w
przypadku jednowymiarowym dystrybuanty spektralne mozna wprowa-
dzi¢ bez odwotywania si¢ do pojecia miar spektralnych. Dla petnosci
wywodu i wygody czytelnika przedstawiamy ponizej abstrakcyjna defi-
nicje dystrybuanty spektralnej w przypadku wielowymiarowym oraz szkic
konstrukcji miary spektralnej zadajacej dana dystrybuante spektralna.
Wiegcej na ten temat mozna znalezé w [1] 1 [2].

Przez przedzial prawostronnie domkniety w R” rozumiemy zbiér po-
staci (a,b] = {x € R*: a < 2 < b}, gdzie a,b € R". Niech Fy(R¥)
oznacza algebre wszystkich skonczonych sum parami roztacznych prze-
dzialow prawostronnie domknietych w R”.
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Dlac¢,d e Rij € {l,...,k} definiujemy pomocniczo tzw. operator
réznicowy Agg. Jedli F: R® — B(H), to

AY F((@r, ... 2)
= F(l’l, ce ,ZEj_l,d, Ljt1y - ,IH)—F(CL’l, ey 1,6 L5415 - - ,IH)

dla wszystkich zq,...,z, € R. W szczegblnosci dla a,b € R” mozemy
zdefiniowaé¢ przyrost funkcji F' wzorem

F(a,b] := N A,(:?an F(zy,...,2),

b1,a1
gdzie a = (ay,...,a,) i b= (by,...,by).
Postepujac podobnie jak w [1] wprowadzamy dystrybuanty spek-
tralne na R*, czyli funkcje F': R® — P(H) speiajace trzy warunki:
(i) F(a,b] € P(H) dla dowolnych a,b € R* takich, ze a < b,
(ii) s — lim F(z) = F(zo) dla kazdego 2y, € R" i dowolnego ciagu

{2, )22, C R" takiego, ze x,, \, Zo,"*
(iii) s — li\m F(x) = F(xp) dla kazdego xy € R* (wzgledem porzadku
T\, T0

77<” w RK/)?
(iv) s — lim F(an,,b,] = I dla dowolnych ciagéw {a,}>>, C R* i

{bn}22, C R” takich, ze a,, \, —00 i b, / cc.
Analogicznie jak w przypadku skalarnym dowodzi sie, ze F(d/, V']
F(a,b] dla dowolnych a,a’,b,b’ € R" speliajacych nieréwnosci a < a
b <b.

Dla dowolnej miary spektralnej £ na B(R") funkcja F': R — P(H)
zadana wzorem F(x) = E((—o0,z]), gdzie x € R*, jest dystrybuanta
spektralng. Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze kazda dystrybuanta spek-
tralna na R” pochodzi od doktadnie jednej miary spektralnej na B (R").

<
'<

TWIERDZENIE 4.4.4. Niech F bedzie dystrybuanta spektralng na R”.
Wowczas istnieje doktadnie jedna miara spektralna na B(R") taka, ze

(4.4.4) E((a,b]) = F(a,b], a,beR" a<b.

SZKIC DOWODU. Jednoznaczno$é. Jednoznacznosé jest konsekwen-
cja nastepujacego lematu.

LEMAT 4.4.5. Niech M bedzie o-algebra na zbiorze X a Ey i Ey beda
miarami spektralnymi na M o warto$ciach w B(H). Jesli N := {1 €
M: E\(T) = Eqy(7)}, to N jest o-algebrq na zbiorze X.

Istnienie. Na wstepie definiujemy funkcje E°: Fo(R*) — P(H) w
kilku krokach:

3Funkcje F(a,b], ktéra jest stala, utozsamiamy z F(a,b](0) € B(H).

4Symbol a, \, ag (odpowiednio a,, /" ag) oznacza, ze ciag {a,}52; C R* jest
malejacy (odpowiednio rosnacy) wzgledem porzadku ,<” w R" oraz zbiezny do ag €
R".
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Krok 1. Dla a,b € R” takich, ze a < b, definiujemy E°((a,b]) := F(a,b].
Krok 2. Jesli a,b € R" spelniaja nieréwnosé a < b, to przyjmujemy
E°%(a,b]) := s — lim F(an,by], gdzie a,,b, € R* dla N, oraz a, \, a i
b, /' b. Istnienie tej granicy wynika z uwagi przed twierdzeniem.

Krok 3. Dla J = U;L:1 J;, gdzie J; sa parami roztacznymi przedziatami
prawostronnie domknietymi w R*, przyjmujemy E°(J) := 37 | E°(J;).

E? jest dobrze zdefiniowana funkcja®. Dodatkowo E° jest addytywna
i E°(R") = 1.

Do zakoniczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze E° jest o-addytywna.
Wowcezas EY rozszerzy sie do miary spektralnej na 9B (R”) spelniajacej
réwnosé (4.4.4) (zob. [2, twierdzenie 5.2.3.]). W tym celu ustalmy h € H.
Niech p(J) := (E°(J)h, h) dla J € Fo(R*) oraz Fy(x) := (F(z)h, h) dla
xr € R*. Na mocy wlasnodci (i) i (i) wynika, ze F, jest dystrybuanta na
R*. Z drugiej strony u9((a,b]) = Fj(a,b] dla dowolnych a,b € R*, a < b.
Na mocy [1, twierdzenie 1.4.9.] istnieje pp miara borelowska taka, ze
pn((a,b]) = Fp(a,b] dla dowolnych a,b € R* a < b. W szczegdlnosci
L] Fo(rey = W), cO oznacza, ze f1f) jest o-addytywna. Tym samym E° jest
o-addytywna. O

Niech A = (A, ..., A,) bedzie ukladem operatoréw spektralnie prze-
miennych. Dla funkcji borelowskiej ¢ € S(R", Fo) definiujemy operator
¢(A) wzorem®

o(8) = [ (o) Baln).

Operator ¢(A) jest samosprzezony. Dodatkowo, jesli ¢ > 0, to p(A) jest
dodatni.

Wracamy teraz do gléwnego zagadnienia tego podrozdziatu, czyli
do wielowymiarowego porzadku spektralnego. Zaczniemy od zdefinio-
wania relacji <, ktéra jest naturalnym uogdlnieniem jednowymiarowego
porzadku spektralnego.

DEFINICJA 4.4.6. Niech A = (Ay,...,A,) 1B = (By,...,Bs) beda
spektralnie przemiennymi ukladami operatoréw samosprzezonych w H.
Wowcezas A < B, gdy Fp(z) < Fa(z) dla kazdego x € R*.

Oczywiscie relacja < jest relacja porzadku w zbiorze wszystkich spek-
tralnie przemiennych uktadéw s operatoréw samosprzezonych w H. W
dalszym ciagu relacje < bedziemy nazywa¢ wielowymiarowym porzad-
kiem spektralnym. Ponizej zbadamy jej podstawowe wlasnosci.

OBSERWACJA 4.4.7. Niech A = (Ay,...,As) i B = (By,...,By)
beda spektralnie przemiennymi uktadame operatorow samosprzezonych w

Zauwazmy, ze jesli (a,b] N (¢,d] = 0, to F(a,b)F(c,d] = 0.
W przypadku, gdy @ bedzie wyrazona konkretnym wzorem, bedziemy uzywaé
symbolu ¢(X)(A), gdzie X = (X1,...,Xx).
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H. Wowczas A < B wtedy i tylko wtedy, gdy A; < B; dla kazdego
j=1,... K.

DowOD. (=) Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy, ze j = 1. Ustal-
my x € R. Jedli C = (C}, ..., Cy) jest spektralnie przemiennym uktadem
operatoréw samosprzezonych, to

Fe,(z) = Ec((—o0, 2] x R*™1)

=s— lim Ec((—o0, (z,n,...,n)]) =s— JLH;OFC((q:,n, coym)).

Stad oraz z tego, ze Fg(y) < Fa(y) dla kazdego y € R" wynika, ze

Fp, (x) < Fa, (iL‘)
(=) Z zatozenia wiemy, ze I'p, (z) < Fya,(x) dla dowolnego z € R oraz

dla kazdego j = 1,..., k. Dzieki temu oraz réwnosci (4.4.2) otrzymamy
(4.4.2)
FB(.I'l,...,I,i) = FBl(rxl)---FBN(ZEm)
44.2
< Fa (). Fa(ze) "2 Fa(zn,... 20),
dla dowolnych xq,...,z, € R. O

Kolejna obserwacja oraz twierdzenie 4.4.10 wyznaczaja klase funkcji
borelowskich, ktore zachowuja wielowymiarowy porzadek spektralny.

OBSERWACJA 4.4.8. Niech kv € N,. Jesli ¢: R* — R jest funkcja
borelowskq spetniajacqa warunek

(4.4.5) A< B = ¢(A) < ¢(B)

dla dowolnych A i B spektralnie przemiennych ukltadow k operatoréow
samosprzezonych w przestrzeni H o wymiarze dim'H > 1, to ¢ jest od-
dzielnie rosngca.

DowoOp. Ustalmy a = (ay,...,a,) € R¥ib = (by,...,b;) € R"
takie, ze a < b. Zdefiniujmy A; = a;[ oraz B; = b;1, gdzie 1 = 1,... k.
Nietrudno zauwazy¢, ze jesli ¢ € R, to E. (o) = 0.(0)] dla dowolnego
o € B(R), gdzie J. jest miarg Diraca zdefiniowana na B(R). Dzicki
temu z nieréwnosci a; < b; wynika, ze A; < B; dlai = 1,... k. Stad
na mocy obserwacji 4.4.7 otrzymujemy, ze A < B. Dzieki wtasnosci
(4.4.5) dostajemy, ze p(a)l = ¢(A) < ¢(B) = ¢(b)I, co oznacza, ze
o(a) < (b)), gdyz dimH > 1. O

LEMAT 4.4.9. Niech M bedzie c—algebra na zbiorze X a E bedzie
miarq spektralng na M. Jesli {V,}>>, C M, to

(4.4.6) E(JVv) =\ EW).

Dowop. Niech Vo, = |,—, V, oraz niech My := E(Vj
k € N, U {oo}. Stad i z réwnosci (3.1.1) wynika, ze E(Va
oraz \/7_  E(V,) = \/,—, Py, = Py . Poniewaz E(V,) < E(Vi)
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dla dowolnego n € N, to \/,~, E(V;,) < E(Vx). Aby zakoiiczy¢ dowdd
wystarczy pokazaé, ze My C \/ —; M,. Niech h € M. Zdefiniujmy
zbiory W,, w nastepujacy sposob

W Vi, dlan =1,
T VANVIUL L V), dlan > 1.

Oczywiscie Voo = o~ W, oraz W,, N W,,, = 0 dla m # n. Stad wynika,

- E(G W,)h = f:E(W )h

Poniewaz E(W,)h € M, dla kazdego n € N,, to powyzsza réwnosé
oznacza, ze h € \/7"_, M,. To koniczy dowdd. O

TWIERDZENIE 4.4.10. Niech A i B bedq spektralnie przemiennymsi
uktadami k operatorow samosprzezonych takimi, ze A < B. Jesli p €
S(R®, E4)NS(R*, Eg) jest funkcja oddzielnie rosnaca, to p(A) < ¢(B).
W szezegolnosci nieréwnosé p(A) < ¢(B) zachodzi dla kazdej funkcji
borelowskiej oddzielnie rosnacej ¢: R* — R.

Dow6D. Wystarczy udowodnié, ze
(447) Ea(©) < EA(9)

dla dowolnego ¢wiartkowego zbioru €2 € B(R"). Istotnie, zat6zmy, ze za-
chodzi nieréwnosé (4.4.7). Na mocy swierdzenia 4.1.7 zbiér ¢! ([—o0, z])
jest ¢wiartkowy. Stad dzieki nieréwnosci (4.4.7), twierdzeniu o transpor-
cie miary [2, twierdzenie 5.4.10.] oraz zalozeniu o funkcji ¢ dostaniemy,
ze

Eym)((—00,]) = Ep(¢™ ((—00,2]))

pES(R", ) (4.4.7)

Eg(p™([-00,2])) < Eale™'([~00,2]))

PES(R™,EA) Ea(p H((—o00,2])) = Ea)((—00, 2])

dla kazdego x € R*. Dowdd nieréwnosci (4.4.7) przeprowadzimy w kilku
krokach.

Krok 1. Wykazemy, ze jesli Q = (J (—o0, x,], gdzie z,, € R* dla
n € N, to nier6wnos¢ (4.4.7) jest spetniona.

Na mocy lematu 4.4.9 i zatozenia otrzymujemy

EB(G —00, Tp)) \/EB (—o00, 7))
n=1

o

\/EA —00, z,]) = Ea(| J(—00, 2,)).

n=1
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Krok 2. Nieréwnos¢ (4.4.7) zachodzi dla dowolnego domknietego
zbioru ¢éwiartkowego 2 C R*. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢,
7e Q # (. Ustalmy norme’ ||.]. na R* i rozwazmy rodzine zbioréw
{Qc}ec(0.00), gdzie Q := Q"N (por. (4.1.1)). Latwo zauwazy¢, ze Q.
jest zbiorem przeliczalnym. Stad istnieje ciag g taki, ze Qc = {gen: n €
N.}. Z obserwacji 4.1.3 (i) wynika, ze Q. = [J,—,(—00, ¢n]. Stad na
mocy kroku 1. otrzymujemy, ze

(4.4.8) Eg(Q.) < Ea(Q.), € € (0,00).
Pokazemy teraz, ze
(4.4.9) Q= ) @-

€€(0,00)

Poniewaz zbiér €2 jest domkniety, to Q = ﬂee(ﬂ,oo
dowdd réwnosci (4.4.9) wystarczy pokazaé, ze Q C Q7 C Q. Niech
x € Q. Z gestosci QF istnieje g € (x1,1+€) X ... X (T4, T +€)NQ" C Q.
Poniewaz z < ¢, to x € Q7. Tym samym {2 C /. Wykazemy teraz
druga inkluzje. Poniewaz Q. C Q| to na mocy obserwacji 4.1.3 (ii) oraz
stwierdzenia 4.1.8 otrzymamy Q. C (Q©)” = Q.

Zauwazmy réwniez, ze rodzina zbioréw {Q. }ec(0,00) jest rodzina ro-
snaca tzn. Q. C Q, gdy € < €. Stad na mocy réwnosci (4.4.9),
wlasnosci miary spektralnej oraz nier6wnosci (4.4.8) dostaniemy, ze

) Q. Aby zakonczy¢

Krok 3. Niech Q C R” bedzie dowolnym ¢wiartkowym zbiorem bore-
lowskim. Pokazemy, ze dla dowolnej miary spektralnej £ na R" zachodzi
zaleznosé

(4.4.10) E(Q) =E(Q) :=\/{E©®):6CcQd=05=05"}
Oczywiscie E1(Q2) < E(R2). Z drugiej strony dla dowolnego zbioru zwar-
tego 7 C Q dzieki obserwacji 4.1.3 (iii) dostajemy

4.1.3(iii)
E(r) <EF) < E(Q).

Stad na mocy wniosku 4.2.2 otrzymujemy, ze
E(Q) 22 \/{E(T) T C Q7 —zwarty} < E1(Q),

co dowodzi réwnosci (4.4.10).

Z kroku 2. wynika, ze jesli 6 C R* jest zbiorem ¢wiartkowym i do-
mknietym, to Fg(d) < Ea(d). Stad na mocy réwnosci (4.4.10) otrzymu-
jemy, ze EB(Q) < EA(Q) O

"Przypominamy, ze ||z||eo = max{|z1], ..., |z.|}, gdzie & = (z1,...,2,) € R".

48



Na zakonczenie podrozdziatu wyprowadzimy pare wnioskéw z twier-
dzenia 4.4.10. Ponizej podajemy charakteryzacje wielowymiarowego po-
rzadku spektralnego za pomoca zwyklej nieréwnosci pomiedzy catkami
spektralnymi ograniczonych oddzielnie rosnacych funkcji borelowskich.

WNIOSEK 4.4.11. Niech A i B bedq spektralnie przemiennymi ukta-
dami k operatorow samosprzezonych. Wtedy nastepujace warunki sq row-
nowazne:

(i) A< B,
(ii) p(A) < ¢(B) dla dowolnej ograniczonej oddzielnie rosnacej funkcji
ciagte] o: R — R,
(iii) p(A) < ¢(B) dla dowolnej ograniczonej oddzielnie rosnacej funkcyi
borelowskiej o: R* — R.

DowoOD. (i)=-(iii) Zauwazmy, ze ¢(A), p(B) € B(H) dla dowolnej
ograniczone]j funkcji borelowskiej ¢: R* — R i zastosujmy twierdzenie
4.4.10 oraz propozycje 3.3.3.

(iii)=-(ii) Oczywiste.

(ii)=(i) Na mocy obserwacji 4.4.7 wystarczy wykazac, ze A; < B,
dlaj=1,...,k. Ustalmy j € {1,...x}. Niech f: R — R bedzie ciagla i
ograniczona funkcja rosnaca. Zdefiniujmy ¢: R* — R wzorem

(4.4.11) o(z1,...,x,) = flx;).
Oczywiscie ¢ jest ciagta i ograniczona funkcja oddzielnie rosnaca. 7 [2,
lemat 6.5.2.] otrzymujemy, ze
f(Aj) = (f em;)(A) = o(A).

Analogicznie otrzymamy, ze f(B;) = ¢(B). Stad i z zalozenia wynika, ze
f(A4;) < f(B,) dla kazdej ciagtej i ograniczonej funkeji rosnacej f: R —
R. Zatem na mocy twierdzenia 3.3.6 A; < B;. 0J

UWAGA 4.4.12. Dowdd implikacji (ii)=(i) mozna przeprowadzi¢ ana-
logicznie tak jak dowdd implikacji (ii)=-(i) w twierdzeniu 3.3.6 stosujac
twierdzenie 4.3.2 w miejsce twierdzenia 2.3.1.

Ponizszy wniosek jest proba odpowiedzi na pytanie dotyczace stopnia
,wektorowosci” porzadku spektralnego.

WNIOSEK 4.4.13. Niech (Ay, As) i (B1, By) beda parami spektralnie
przemiennych operatorow samosprzezonych w przestrzent Hilberta H. Za-

toimy, se Ay < By i Ay < By. Wowczas zachodzi poniisza nieréwnosc®
(4.4.12) (X1 + Xo)(A1, A2) < (X1 + Xo)(By, By).

Jesli dodatkowo Ay lub As jest dodatni, to

(4.4.13) (X1X3)(A1, Ag) = (X1X3)(By, Bs).

8Przypominamy w tym miejscu, ze jesli operatory A; i A, nie s ograniczone, to
moze sie zdarzyé, ze A1 + As C (X7 + X2)(A1, 4a).
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DowOD. Z zalozenia i obserwacji 4.4.7 wynika, ze A := (41, Ay) <
(By, By) =: B. Oczywidcie funkcja ¢: R? — R zdefiniowana wzorem
o(x1,x9) 1= o1+ 75 dla 1, x5 € R jest oddzielnie rosnaca. Stad na mocy
twierdzenia 4.4.10 otrzymujemy (4.4.12).

PrzejdZzmy teraz do dowodu nieréwnosci (4.4.13). Zalézmy, ze A;
jest dodatni. Na mocy obserwacji 3.4.1 wynika, ze 0 < A;. Stad oraz
z nieréwnosci A; < B; otrzymamy, ze 0 < B;. Tym samym B; jest
dodatni. W szczegdlnosci supp E4, C [0,00) oraz supp Ep, C [0,00).
Stosujac obserwacje 4.4.3 dostaniemy, ze supp Fa C [0,00) X R oraz
supp Ep C [0,00) xR. Stad wynika, ze (X;X5)(A1, As) = (Ay, Ay) oraz
(X1X3)(B1, By) = 9(By, By), gdzie funkcja ¢ : R*? — R jest zdefiniowana

wzorem (11, T3) = X[o,00)2(T)T1 - T2 dla 21,25 € R. Aby zakonczy¢
dowdd wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze 1 jest funkcja oddzielnie rosnaca
oraz skorzystac z twierdzenia 4.4.10. O

Jesli A = (Aq, ..., A,,) jest spektralnie przemiennym ukladem ope-
ratoréw samosprzezonych w H i’ ¢ € S(R”l,EA;EHZ) dla j =1,..., K1,
to przez p(A) oznaczamy uktad operatorow (¢1(A), ..., ¢, (A)). Oczy-
wiscie p(A) jest ukladem spektralnie przemiennych operatoréw w H.

WNIOSEK 4.4.14. Niech k1, ke € N,. Zalozmy, ze A = (Ay, ..., Ay,)
i B = (By,...,By) sa ukladami spektralnie przemiennych operatoréw
samosprzezonych w 'H spetniajacych relacje A < B. Jesli

o e SR™, E4;R™®)NS(R™, Ep;R™)
jest oddzielnie rosnaqca, to p(A) <X ¢(B).

DowOD. Z zalozenia i obserwacji 4.1.6 funkcje ¢, sa oddzielnie ro-
snace dla j =1,..., ko, gdzie ¢ = (¢1,. .., Yx,). Stad oraz relacji A < B
na mocy twierdzenia 4.4.10 wynika, ze ¢;(A) < ¢;(B),dlaj=1,..., ko
Stad oraz z obserwacji 4.4.7 dostaniemy, ze ¢(A) < ¢(B). O

4.5. Jednomiany a wielowymiarowy porzadek spektralny

Niech A = (Ay,...,As) i B = (By,..., Bx) beda spektralnie prze-
miennymi uktadami operatorow samosprzezonych w ‘H speliajacymi wa-
runek A < B. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé¢ zaleznosci pomiedzy
dziedzinami operatoréw postaci'® X*(A) i X*(B), gdzie o € N*. Jednak
zanim przejdziemy do twierdzenia bedacego rozwiazaniem tego problemu
wprowadzimy kilka uzytecznych oznaczen i przedstawimy kilka pomoc-
niczych faktow.

YPrzyjmujemy, ze S(R®, E;R) = {p = (p1,...,0.): ¢; € S(R*, E)dlaj =
1,...,t}, gdzie k,t € N,.
Dla 2 = (21,...,2:) € R* i a = (aq,...,0,) € NF definiujemy z® :=

x$h . 2% (stosujemy konwencje, ze 00 = 1).
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Niech A bedzie operatorem samosprzezonym w H. Zdefiniujmy do-

mkniete podprzestrzenie wektorowe H_ = E4((—o00,0))H oraz H, =
E4([0,00))H. Poltézmy

(4.5.1) AL =0 @ Apy,

oraz

(452) A= A‘H7 S¥) 0|'H+'

Nietrudno zauwazy¢, ze operatory A, i A_ sa samosprzezone. Dodat-
kowo operator A, jest dodatni. Prawdziwy jest nastepujacy lemat.

LEMAT 4.5.1. Jesli A © B saq operatorami samosprzezonymi w H ta-
kimi, ze A B, to Ay < By iA_ <X B_.

DowOD. Na wstepie pokazemy, ze jesli C' jest operatorem samo-
sprzezonym w H, to

(4.5.3) Ci = f+(C),
gdzie funkcje fi: R — R dane sa wzorem
1
(4.5.4) fe(z) = 5(3: +z]), zeR.

Niech h € ‘H. Polézmy h, = Ex([0,00))h oraz h_ := E¢((—00,0))h.
Wowczas supp(Ec(-)hy, hy) C [0,00) i supp(Ec(-)h_,h_) C (—00,0], co
pociaga za soba, ze

/R(x + |x])2(Ec(dx)h, h)
- / (2 % [e)(Ec(dn)hs, hy) + / (2 = [e)2(Ec(da)h_, h_)
= /R 42*(Ee(dx)ha, ha).

Powyzsza réwnosé oznacza, ze dla kazdego h € 'H zachodzi warunek

he P(f(C)) & he € 2(0).

Stad iz definicji Cy. otrzymujemy, ze Z(f+(C)) = Z(C+). Réwnoczesnie
jesli h € 2(f+(C)) oraz h € H, to

etem iy = [ ot
:Axi|x|(EC(dx)h+,ﬁ>+/in2|x|<Ec(dx)h,}~1>

= /Rch(dx)hi,ﬁ} = (Chs, h) = (Ch, h).

Zatem fi(C)h = Cyih dla wszystkich h € 2(f1(C)), co konczy dowdd
rownosci (4.5.3).
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Zauwazmy, ze funkcje f, i f_ sa rosnace. Stad na mocy réwnosci
(4.5.3) oraz propozycji 3.3.2 otrzymujemy, ze A, < B, i A_ < B_. O
Niech € = (ey,...,€s) € {—,+}". Zdefiniuyjmy funkcje f. := f., X
oo X fe.: R" — R, gdzie funkcje fi sa zdefiniowane réwnosciami (4.5.4).
W szczegblnosci mamy, ze
(4.5.5) miofe=foomy, ee{—+}" =1,k
Zdefiniujmy w tym miejscu t = (f1,...,Ts) € {—, +}" wzorem }; = +
dlaj =1,...,k Jedli C = (C},...,C,) jest spektralnie przemiennym
uktadem operatoréw samosprzezonych w H, to przez C, bedziemy rozu-
mie¢ uktad operatoréw zdefiniowany w nastepujacy sposéb

(456) Ce = (fel (Cl)a s 7f€,<,(Cff))
(por. (4.5.1), (4.5.2)). Z réwnosci (4.5.5) 1 [2, lemat 6.5.2.] wynika, Ze
(4.5.5)

F(C) = ((m50 £)(C))7_, =7 (£, 0 m)(C))my ™% (£, (C)) e
Stad i z definicji C, dostajemy, ze

(4.5.7) f(C)=C..

Réwnoczesnie

(4.5.8) Ec. = Eco f'.

Istotnie z réwnodci f,(C;) = (m; o f)(C) i twierdzenia o transporcie

miary otrzymujemy, ze
[, (C)) = / ziEgo frHdx), j=1,... k.

Stad i z twierdzenia 4.4.1 wynika réwnos¢ (4.5.8).

Po przygotowaniach mozemy sformutowac i udowodnié¢ gtoéwny rezul-
tat tego podrozdziatu. Ponizsze twierdzenie jest uogdlnieniem drugiej
czesci propozycji 3.3.3.

TWIERDZENIE 4.5.2. Niech A = (Ai,...,A;) i B = (By,...,By)
bedq spektralnie przemiennymi uktadami operatorow samosprzezonych ta-
kimi, ze A < B oraz niech o € N*. Zatéozmy dodatkowo, Ze

(4.5.9) XA, € B(H), eec{— +}"\{f}.
Wowczas
(4.5.10) 2(X*(B)) C 2(X*(A)).
DowoODp. Niech Ry := [0,00) oraz R_ := (—00,0]. Przyjmijmy z

definicji, ze RF := R, x ... x R, gdzie € = (€1,...,€¢;) € {—,+}".
Na wstepie pokazemy, ze dla dowolnego C = (C4,...,C,) spektralnie
przemiennego uktadu operatorow samosprzezonych w H mamy rownosé

(4.5.11) 2(X*(C) = [] 2(X*(C.)).
ec{—+1}*
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(C) Niech h € 2(X“(C)). Wtedy dla dowolnego € € {—, +}* na mocy
rownosci (4.5.8) dostaniemy

|2*|*(Ec(dx)h, h) > |2*1*(Ec(dx)h, h)
RK/

Re

[ 1) PEeldnh, by = | o P(Ee o 7 (da)h b

(4.5.8) / |2%|2(Ec, (dz)h, h).

Jesli h € 2(X*(C)), to na mocy powyzszej nieréwnosci otrzymamy, ze
h € 2(X%(C,)). (D) Zalézmy teraz, ze h € 2(X*(C,.)) dla kazdego
e € {—,+}". Stad i z réwnosci (4.5.8) otrzymamy, ze

/\x (Ec(dx)h,h) < ) /\x (Ec(dz)h, h)

ee{—+}"

_ / 292 Ec (dx)h, h) <

e€{—,+}"

Zatem (] 2(X*(C.) C 2(X"(C)), co koticzy dowéd réwnosci
ec{—,+}*

(4.5.11).

Zauwazmy, ze A, < B,.. Istotnie poniewaz funkcje fi sa rosnace,
to funkcja f. jest oddzielnie rosnaca. Stad na mocy wniosku 4.4.14 i
zalozenia otrzymujemy, ze f.(A) < f.(B). Zatem dzieki réwnosci (4.5.7)
dostaniemy, ze A, < B..

Przejdzmy teraz do dowodu inkluzji (4.5.10). Z zalozenia twierdzenia
mamy, ze
P2(X*(A.)) = H dla wszystkich € # 1. Tym samym dzieki réwnosci
(4.5.11) wynika, ze

(4512)  2(x"(A)= (] Z(X*(A) = AX"(A)))
ec{—,+}~

Poniewaz A, i B, sa operatorami dodatnimi, to na mocy (4.4.3) otrzy-
mujemy, ze supp Fa, C [0,00)" oraz supp Eg, C [0,00)". W szcze-
goélnodci X*(A:) = p(A;) oraz X*(B;) = ¢(B+), gdzie ¢: R* 3 2 —
xry(z) 2% € R. Oczywiscie ¢ jest funkcja oddzielnie rosnaca. Stad
na mocy twierdzenia 4.4.10 wnioskujemy, ze X*(A;) < X%(Byt). Do-
datkowo operatory X“(A;) i X%(B;) sa dodatnie. Stad i z propozycji
3.3.3 otrzymujemy inkluzje 2(X*(By)) C 2(X*(Ay+)). Dzieki temu oraz
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rownosciom (4.5.11) i (4.5.12) wynika, ze

2(x*B)) “E N 2(xX°B.) c 2(X°(B)
ec{—,+}*
c 2(x*(A1) “E? 2(x°(A)),
co konczy dowdd. O

UWAGA 4.5.3. Przyjrzyjmy sie blizej twierdzeniu 4.5.2 w przypadku
k = 1. Niech a = a; = 1. W tym wypadku zalozenie (4.5.9) redukuje
sie do zadania, aby A_ € B(H). Warunek ten z kolei jest réwnowazny
temu, ze operator A jest ograniczony od dotu.

W przyktadzie, ktéry podamy za chwile, pokazemy, ze ostabiona wer-
sja zalozenia (4.5.9) nie musi zapewnia¢ inkluzji (4.5.10). Sytuacja ta
moze mieé¢ miejsce nawet wowczas, gdy warunek (4.5.9) nie jest spel-
niony tylko dla jednego € € {—, +}*\{t}.

Jesli p: R® — R jest funkcja borelowska, to przez M, oznaczamy
operator w L?*(R*) zdefiniowany nastepujaco

2(M,) = {h € L*(R"): / loh|? dz < oo}

oraz
Myh :=@h, he 2(M,).
Wiadomo, ze operator M, jest operatorem samosprzezonym w L?(R*)
(zob. [2]).
OBSERWACJA 4.5.4. Jezeli p,v: R* — R sq funkcjami borelowskimi,
to operatory M, i My sq spektralnie przemienne.

DowOD. Niech E: B(R®) — B(L?*(R*)) bedzie miara spektralna
dang wzorem
E(t)h = x+h, h € L*(R")oraz T € B(R").
Wowezas dla dowolnej funkcji borelowskiej f: R® — R miara spektralna
i) M wyraza sie wzorem
(4.5.13) B, (o) = E(f'(0)), o€ B(R).
Tym samym
B, (0)En, (1) = BE(p™ (o) E(d (7))
=B~ (7)) E(¢™"(0)) = En,(7) En, (0)
dla dowolnych o, 7 € B(R). To konczy dowdd spektralnej przemiennosci
M, i My, O

LEMAT 4.5.5. Niech ¢;: R* — R bedq funkcjami borelowskimi dla
wszystkich j = 1,...,k i niech A = (Ay, ..., A,) bedzie ukladem opera-
toréw, gdzie Aj := M,,. Wtedy
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(i) A jest spektralnie przemiennym ukiadem operatoréw samosprzezo-

nych,
(ii) miara spektralna A wyraza sie wzorem
(4.5.14) Ea=Eo(p1,...,00) ",

(iii) dla dowolnej funkcji borelowskiej f: R® — R prawdziwa jest naste-
pujaca rownosc

(4.5.15) F(A) = Myo(p....c00-

Dowob. (i) Wynika z obserwacji 4.5.4.
(ii) Niech j € {1,...,x}. Wowczas dla kazdego hy € Z(M,,) oraz
hy € L*(R") mamy

<M<Pjh’1’ h2> = /

:/Kx](Eo(gpl,...,gon)_l(dx)hl,hg.

7, powyzszej rOwnosci oraz z twierdzenia 4.4.1 wnioskujemy ze Fa =

Eo(p1,...,00) %

(iii) Z twierdzenia o transporcie miary oraz réwnosci (4.5.14) wynika,

(pjhlh_zdﬂf = / <p]<E(da:)h1, h2>

K

AS)
4.5.14)

Ef(A):EAOffl( (Eo(pr,. - pe) o f

:Eo(fo(gpl7"‘790f§))_ - EMfO(Apl ,,,,, oK)

Stad na mocy wzajemnie jednoznacznej odpowiedniosci pomiedzy mia-
rami spektralnymi a operatorami samosprzezonymi otrzymujemy teze.

OJ
PRZYKEAD 4.5.6. Niech H = L*(R") oraz niech € = (e,...,¢,) €
{—,+}"\{t}. Ustalmy j, € {1,...,x} takie, ze ¢, = —. Dla kazdego
J = 1,...,k rozwazmy funkcje ¢;,1;: R® — R okreslone ponizszymi
wzorami:!'!
(4.5.16)

€;1, gdyejx; =0,

, = (x1,...,x,) € R
0, gdy€j$j<0 (1 )

pi(@) = ¢;(x) = {

dla j # jo oraz
(4.5.17)

©; ( ) — {_(I?o + 1)’ gdyejoxjo 20,
Jo

;= (x1,...,2,) € R
0, gdy €575, <0 @ )

Hprzyvimujemy z definicji, ze

T gdye =+,
€T =
—T gdy€ =

gdzie € € {—,+} oraz z € R.
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i

dy €;oz;, = 0,
gdy ejo, = (r,...,2,) ER".

‘1' .
4.5.18 () =T ,
(15.18) 5 (x) {07 e
Oczywiscie p; i 1; sa funkcjami borelowskimi dla kazdego j = 1,..., k.
Niech A; := M, oraz B; := My, dla j = 1,..., k. Woéwczas na pod-
stawie lematu 4.5.5 A := (Ay,...,A,) i B:= (By,..., B,) sa ukladami
operatoréw samosprzezonych spektralnie przemiennych.
Ponizej wykazemy, ze uktady operatoréw A i B spetniaja nastepujace
warunki:
(i) A < B,
(il) X*(As) € B(H) dla kazdego § € {—, +}"\{e} oraz dla wszystkich
a e NF,
(iii) 2(X*(B)) ¢ 2(X*(A)) dla dowolnego o € N”.
ad. (i) Poniewaz A; = B;, gdy j # jo, to na mocy obserwacji 4.4.7
wystarczy udowodnié, ze A; < Bj,. Oczywiscie ¢, (z) < ¢;,(x) dla
kazdego x € R*. Stad i z réwnoéci (4.5.13) otrzymujemy, ze

Fi, (@) = Bg ((—00,]) = E(t;((~o0, 2])
< B(g3(—00,a)) = Eay ((~00,2]) = Fy, (@)

dla kazdego x € R. Zatem Aj, < Bj,.
ad. (ii) Poniewaz 6 = (d1,...,0,) # €, to znajdziemy j; € {1,... K}
takie, ze 0, # €;,. W szczegolnodci jesli j; # jo, to

Js; (Ejl 1)’ gdyejlle 20,
(4.5.19) fs5, opj(x) = fs5, otbj,(x) = & = 0.
1 J1 1 J1 f(sjl (0)’ gdy Ejll'jl
W przypadku, gdy ji = jo, to ¢;, = +. Wowczas
f‘sjo(_(x?o + 1))’ gdy €0 L jo Z 07 —0
f§j0 (0), gdy €50 jg < 0,

Z definicji (4.5.6), lematu 4.5.5 (iii) oraz réwnosci (4.5.19) i (4.5.20) otrzy-
mamy, ze

(4.5.20)  f5, opp(x) = {

X*(As) = X((f5;(My,))5=1)
— X“((Mféjwj)jzl) = MH;:I(J%J_%)% w0y
ad. (iil) Stosujac lemat 4.5.5 (iii) dostaniemy, ze
X*(A) = Xa(<M<Pj)?=l> = MH}Ll(w)“j'
Analogicznie otrzymamy, ze

X(B) = X ((My,)j—1) = Myp_, () -
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Zdefiniujmy funkcje h: R* — R nastepujaco

ha) W, gdyej,zj, = 0il > €;x; > 0dlaj # jo,
xTr) = Tio
0, w pozostatych przypadkach.

gdzie © = (z1,...,7,) € R*. Zauwazmy, ze h € 2(X*(B))\Z(X*(A)).

Istotnie z definicji funkcji h oraz twierdzenia Fubiniego otrzymujemy?

o 1
TT(6) R do = / [(250) 0 —— P dr
/RK ]1;[1 ! [0se1] X XRe ;XX [0,64] " 1+9“"jo]0+1
:/ |M|2dxj0 < 0.
(_

ajn+1
00,0] 1+ ZE]-OJO

Stad wynika, ze h € @(Mngzl(wj)aj ). Réwnoczesnie dzieki temu, ze oy, #
0 dostaniemy, ze

K N N 1
/ |H(%) ThP do = / |(ac§0 +1)%o ajo+1 * dz
Re S [0,e1] % XRe; X x [0, 1+ (Ejoo

(12 + 1)%‘0 9 i, £0
:/ | 1J0 ajotl | daj, = o0,
(—O0,0] + .TJO

co oznacza, ze h ¢ @(Mnj:1(¢j)“j>.

4.6. Wektory ograniczone ukladéw operatoréow

Celem niniejszego podrozdziatu jest przygotowanie poje¢ potrzeb-
nych do zbadania wielowymiarowego porzadku spektralnego w przypadku
uktadu spektralnie przemiennych operatoréw samosprzezonych dodat-
nich. Gléownym wynikiem tej czesci jest stwierdzenie 4.6.4 charaktery-
zujace wektory ograniczone uktadu operatoréw.

W dalszym ciagu niech |a] == a3 + ...+ a, dla a = (ay,...,q,) €
[0,00)%. Jesli A = (Aq,...,A,) jest spektralnie przemiennym ukladem
operatoréw samosprzezonych dodatnich w H i « € [0, 00)", to ktadziemy
X*A) = ¢o(A), gdzie funkcja 1,: R® — R jest okreslona wzorem
Va(y) == |y1]® - Uk X[0,00)= () dla y € R (stosujemy konwencje, w
ktorej 0° = 1). Jedli o € N*, to ta definicja pokrywa sie z definicja
postawiona na stronie 45.

12Dla e € {—, 4} ktadziemy

el = [0, 1] gdye =+,
0, {[—1,0] gdye=—.
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Niech A = (Ay,..., A,) bedzie uktadem operatorow w H. Zdefi-

niujmy nastepujace zbiory

- (] (j . r) D(Aj, ... Aj)
n=1j1=1 Jn=1

oraz
U ﬂ m ﬂ {he@oo : ||AJ1A]nh|| <CCL]‘1...6L]‘”}
CER n=1 j1=1 Jn=1

dla a = (ay,...,a.) € [0,00)". Powiemy, ze h € H jest wektorem ograni-

czonym'® dla uktadu operatoréw A jesli h € B(A) = Use(0,00) ZBa(A).
W dalszej czesci pracy bedziemy uzywaé symbolu 2*(A) na oznaczenie
zbioru (N, cp Z(X*(A)), gdzie A C [0, 00)".

Rozwazania dotyczace wektoréw ograniczonych poprzedzimy przypo-
mnieniem kilku uzytecznych faktéw.

LEMAT 4.6.1. Niech A = (Ay,..., Ay) bedzie spektralnie przemien-
nym uktadem operatorow samosprzezonych w'H. Woéwczas dla dowolnego
n € N, oraz dowolnych funkcji @1, ..., 0, € S(R*, E4) mamy

(4.6.1) D(01(A) .. pa(A) = () 2((g; .- 2n)(A))
j=1
oraz
(4.6.2) p1(A) - n(A) C (p1-. - ¢n)(A).
DowOD. (4.6.1) i (4.6.2) wynikaja bezposdrednio z [2, twierdzenie
5.4.4.] i zasady indukcji matematycznej. 0

WNIOSEK 4.6.2. Niech A = (Ay,..., Ay) bedzie ukladem spektralnie
przemiennych operatorow samosprzezonych w H. Wowczas

(a)
(4.6.3) 7*(A) = [ 2(X*(A)).

aeNF

(b) Dla kazdego n € N, oraz dla dowolnych ji,...,5, € {1,...,K} za-
chodzi réwnosé

(464) Ajl ces Ajn|9°°(A) = Xﬁ(A)|@oo(A), gdzie 6 = €5 +...+ €jn-

1?’Deﬁnicje wektoréw ograniczonych dla uktadu spektralnie przemiennych opera-
toréw samosprzezonych mozna znalezé np. w [27].
14 . . . .
P =(0,..., 1 ,...,0)eR*dlaj=1,...
rzyjmujemy, ze e; = (0,..., ,...,0) € aj sy K
J
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(c) Jesli dodatkowo A jest dodatni, to*

(4.6.5) 7*(A)=(2"A) = (] 2(X*(A)).
j=1 a€[0,00)"

DowOD. ad. (a) (C) Niech h € Z*°(A). Musimy wykazaé, ze h €
2(X*(A)) dla kazdego o € N¥. Bez straty ogdlnosci mozemy zaltozy¢,
ze o # 0. Rozwazmy funkcje ¢,: R® — R okreslone wzorem

p;i=m, gdzie l =min{k € {1,...,k}: j < a1+ ...+ o}
dla j = 1,...,]al. Na podstawie twierdzenia 4.4.1 oraz lematu 4.6.1
otrzymujemy, ze
(4.6.1) N

heZ(e(A)...pa(A)) T D((¢r1-. . pa)(A)) = (X (A)).

(D) Zatbézmy, ze h € ﬂ Z(X*(A)). Ustalmy n € N, oraz ji,...,J, €
acNF

{1,...,k}. Podstawiajac ¢, = m;, dla j = 1,...,n w réwnosci (4.6.1)

dostaniemy, ze

ﬁ P2(X*B(A) = (4, ... A;,),

gdzie a(k) :=¢€j, +...+¢;, dla k =1,...,n. Z zalozenia wiemy, ze
h e 2(X*®(A)) dla kazdego k = 1,...,n. Stad i z powyzszej réwnosci
wynika, ze h € (A, ... A;,). To koniczy dowdd réwnosci (4.6.1).

ad. (b) Réwnosé (4.6.4) jest bezposrednia konsekwencja réwnosci
(4.6.3) 1 inkluzji (4.6.2) zastosowanej do funkcji ¢y, = m;, dla k =
1,...,n.

ad. (c) Niech Dy := ﬂ D> (Aj) oraz Dy = ﬂ 2(X*(A)). In-
Jj=1 a€l0,00)"
kluzja 2°°(A) C D, jest oczywista. Réwnocze$nie na mocy réwnosci
(4.6.3) Dy C 2°°(A). Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé, ze
D, C Ds.

Niech h € D;. Zdefiniujmy miare g na B(R") wzorem (o) :=
(Ea(0)h,h), gdzie 0 € B(R"). Z zalozenia o h wynika, ze Vg, €
LR ) dlaj = 1,...,k oraz a € [0,00)". Stad oraz z uogélnionej
nierownosci Holdera otrzymujemy, ze 1, = H;”:l Vaje; € L2(R%, p) dla
kazdego a € [0,00)". To jest réwnoznaczne z tym, ze h € Ds, co konczy
dowdd. O

OBSERWACJA 4.6.3. Niech A = (Ay,..., Ay) bedzie spektralnie prze-
miennym ukladem operatorow samosprzezonych w'H. Wowczas nastepu-
jace warunki sq réownowazne

15przypominamy, ze jesli C jest dodatnim operatorem samosprzezonym w H, to
7>=C)= [\ 2(C).
s€[0,00)
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(i) A; jest operatorem dodatnim dla j =1,...,k,
(ii) supp Fa C [0, 00)".

DowoOD. (i) = (ii) Poniewaz operatory A; sa dodatnie, to supp E4; C
[0,00) dla j = 1,...,k. Stad na mocy obserwacji 4.4.3 dostaniemy, ze
supp Ea C [0, 00)".

(ii) = (i) Z réwnosci (4.4.1) oraz zalozenia otrzymujemy

Eu ((—00,0)) = BA(R x ... x (—00,0) x ... x R) 20,
\—Y—/
J
Stad wynika, Zze supp E4; C [0,00), co oznacza, ze A; jest dodatni dla
7=1... K. 0

Jesli spetnione sa zalozenia obserwacji 4.6.3 oraz zachodzi warunek
(i) lub (ii), to méwimy, ze uktad A jest dodatni.

Zajmiemy sie teraz charakteryzacja zbioru wektoréw ograniczonych
uktadu operatorow.

STWIERDZENIE 4.6.4. Zalozmy, ze h € H i A = (Ay,..., A,) jest
spektralnie przemiennym ukladem operatorow samosprzezonych w H.
Niech a € [0,00)" oraz niech A C [0,00)" spelnia warunek
a{,
(4.6.6) sup J

Y s, =1, .k
aEA1+|a|_aj

Rozwazmy nastepujace warunk:
(i) h € B.(A),

(ii) istnieje liczba rzeczywista ¢ > 0 taka, Ze

he 2(X*A)) oraz || X*(A)h| < ca®, dla wszystkich o € N¥,
(iii) h € Z(Fa(a)).
Wowczas

(a) warunek (i) jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (ii),
(b) jesli A jest dodatni, to warunki (i), (ii) ¢ (iii) sq réwnowazne oraz z
kazdego z mich wynika warunek
(iv) istnieje liczba rzeczywista ¢ > 0 taka, Ze

(4.6.7) he2(X*A))oraz || X“(A)h| < ca®, dla wszystkicha € A.
(c) jesli A jest dodatni oraz h-L\J;_, A (A;), to wszystkie warunki (i),

(ii), (iii) 7 (iv) sa rédwnowazne.

DowoOp. ad. (a) Réwnowaznosé (i) < (ii) wynika natychmiast z
wniosku 4.6.2.

Przejdzmy teraz do dowodu czesci (b). Zalézmy, ze A jest dodatni.
Niech pp (o) := (Ea(o)h,h) dla kazdego o € B(R").

(ii)=(ili) Oczywiscie Z>°(A) C 2*°(A;) dla kazdego j = 1,...,k.
Réwnoczesnie ||A7R| < ca} dla kazdego n € N, co oznacza, ze h €
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B, (A;). Stad iz réwnosci (3.2.2) wynika, ze h € Z(F4,(a;)) dla kazdego
j=1,... k. Poniewaz Fa(a) = Fa,(a1)...Fa,(as), to h € Z(Fa(a)).

(ili)=-(ii) Niech a@ € N*. Z zalozenia supp p, C (—00,a]. Stad na
mocy dodatniosci A otrzymujemy, ze

2P dpn () = / 2P dun() < (@ 2[RI < oo,
R~ [0,a1]X...X[0,ax]

Tym samym h € Z(X*(A)) i

XAl = (]l P () < a®llal,
(ili)=-(iv) Dowodzi si¢ podobnie jak implikacje (iii)=-(ii).
ad. (c) Zakladamy, ze A jest dodatni oraz hl|J;_, 4 (A;). Do
zakonczenia dowodu wystarczy wykazaé, ze (iv) implikuje (iii).
(iv)=-(ili) Przypusdtmy, ze h ¢ Z(Fa(a)). W szczegdlnosci

(4.6.8) 1 (R*\ (=00, a]) > 0.

Dla dowolnego samosprzezonego operatora C' w ‘H prawdziwa jest réw-
nos¢ A (C) = Z(Ec({0})), ktoéra jest konsekwencja charakteryzacji
widma punktowego operatoréw samosprzezonych (por. [2, twierdze-
nie 6.1.3]). Stad i z zatozenia wynika, ze E4,({0})h = 0 dla kazdego
Jj = 1,...,k. Dzieki zalozeniu, ze A jest dodatni otrzymujemy, ze
Ea(R"\[0,00)")h = 0. Zatem
(4.6.9) wr((0,00)°\[0,a1] x ... x [0,a,]) = pn(R\ (=00, a]) > 0.
1
L 00) X ...(aj+—,00)x...x (£, 00)dlaje{l,...,k}
+

J

oraz n € N,. Na mocy nieréwnosci (4.6.9) oraz réwnosci

Niech D;j,, := (

no

@mwmmxmxpmzuuum

j=1n=1
mozemy wybraé j € {1,...,k} oraz n € N, takie, ze

(4.6.10) v = pn(D;n) > 0.

Ustalmy a € A. Wéwcezas z nieréwnosci (4.6.7) otrzymujemy

1 . 1 ; a

(2 )2lal=ai) (g, 4 )2 </ [ dpun ()
n n Dj,n

|2 a 2 (46.7) 2(,2)2
</uwmw:mmw < (e

Zatem

1 bt} 1. o a
(4.6.11) (\/ﬁ)\?ll(g)(l_m)(aj + E)W < chlaW, dla kazdego a € A.
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Korzystajac z warunku (4.6.6) znajdziemy ciag {a(m)}5°_; C A taki, ze

lim |a(m)] =oc0i lim a;(m) =1,
e e Ja(m)|
gdzie a(m) = (a1(m), ..., ax(m)). W szczegdlnosci
1 1 a;(m) a;(m) 1
: Tatm T ( =\ A= Tamy) oo —
am) (=) T Tatml (q; + —)Taml = q; + —
Jm (/)T (0D a4 = a4
Z drugiej strony
a(m) a(m)
lim supc\a<1m)l alem] = lim sup aletml
m—0o0 m—0o0
aj(m)
< lim a;“(m)' = aj.
m—0o0

Zatem na mocy nieréwnosci (4.6.11) otrzymujemy, ze a; +% < aj, co jest
sprzeczne. ]

Podrozdziat zakonczymy dwoma uwagami do przedstawionego powy-
zej stwierdzenia 4.6.4.

UWwAGA 4.6.5. Warunek (4.6.6) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
sup o = 00
a€A
oraz
vce(o,l) E|aeA Qy = C|Oé‘
dla wszystkich j =1,... k.

UWAGA 4.6.6. Nawiazujac do wniosku 4.6.2 i stwierdzenia 4.6.4 warto
zwrdcié uwage na to, ze réwnos¢ (4.6.5) nie zachodzi dla dowolnego
zbioru A C [0,00)" speliajacego warunek (4.6.6). Ponizej podajemy
przykltad zbioru A C [0, 00)" spetniajacego warunek (4.6.6) oraz uktadu

A = (Ay,...,A,) spektralnie przemiennych operatoréw samosprzezo-
nych dodatnich w ‘H takie, ze
(4.6.12) 7°(A) € 2M(A).

Rozwazmy dwie funkcje 1, p9: R — R, gdzie ¢i(z) = |z| oraz
pa(r) = eIl dla x € R. Niech H = L?(R) oraz A = (A, A3), gdzie
Aj = M,,, dla j = 1,2. Na mocy obserwacji 4.5.4 operatory A; i Ay sa
spektralnie przemienne. Poniewaz ¢;(z) > 0 dlakazdegox € Rij =1, 2,
to Ay 1 Ay sa operatorami dodatnimi. Polézmy A := [0, 00) x (0, 00) oraz
h(z) = Ix\ﬁ dla z € R. Oczywiscie h € H oraz zbiér A spetnia warunek
(4.6.6).

Pokazemy, ze h € P*(A)\Z2><(A). Jedli a € A, to ap > 0. Stad
wnioskujemy, ze

o]

/R (01(2))™ (pa(@)) () do = / A et < oo
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W szczegolnosci wynika stad, ze h € Z(M o1 o2). Na mocy lematu 4.5.5
(iii) X*(A) = Mo o2, co oznacza, ze h € .@( “(A)). Réwnoczesnie

JACEEG ‘de_/<rx||+|2> o=

Zatem h ¢ P(A;) D 2°°(A). Z drugiej strony inkluzja 2°(A) C 2*(A)
jest nastepstwem wniosku 4.6.2 (¢). Tym samym zakonczyliémy dowdd
(4.6.12).

UWAGA 4.6.7. Poprzednia uwaga nie odnosi si¢ do przypadku, gdy
k= 1. Jesli k = 1, to warunek (4.6.6) redukuje sie do zadania, aby zbiér
A byt nieograniczony. Wowcezas dla dowolnego dodatniego operatora sa-
mosprzezonego A w H zachodzi réwnosé 2°°(A) = 2*(A).

4.7. Wielowymiarowy porzadek spektralny dla spektralnie
przemiennych ukladéw operatoréw samosprzezonych
dodatnich

Badanie wtasnosci wielowymiarowego porzadku spektralnego w przy-
padku spektralnie przemiennych uktadow operatoréw samosprzezonych
dodatnich zaczniemy od nastepujacego stwierdzenia

STWIERDZENIE 4.7.1. Niech A = (Ay,...,As) i B= (By,...,B,)
bedq spektralnie przemiennymi uktadami operatorow samosprzezonych w
H. Zaloimy, 2e A i B sq dodatnie oraz, ze A < B. Wowczas dla
wszystkich a = (aq, ..., a) € [0,00)" zachodza nastepujace warunki:

(i) X*(4) < X*(B),

(ii) 2(X(B)) C 2(X“(A)),

(iii) || X*(A)h| < || X“(B)h| dla kazdego h € 2(X*(B)),
(iv) (X*(A)h,h) < (X*(B)h,h) dla kaidego h € 2(X*(B)),
(v) X*(4) < X*(B).
Co wiecej °(B) C P>°(A) oraz B(B) C B(A).

DowoD. (i) Zadana relacje otrzymamy dzieki zastosowaniu twierdze-
nia 4.4.10 do funkcji ¥, ktéra jest oddzielnie rosnaca.

(i), (iii), (iv) i (v) wynikaja z (i) oraz z punktéw (ii), (iii), (iv) oraz
(v) propozycji 3.4.2 dla s = 1 i operatorow X*(A) oraz X“(B), ktore sa
dodatnie.

Dla dowodu drugiej czesci twierdzenia nalezy zauwazy¢, ze inkluzja
2>°(B) C 2°°(A) wynika z (ii) oraz z wniosku 4.6.2. Jesli h € %,(B)
dla pewnego a € (0,00)", to na mocy stwierdzenia 4.6.4 (ii) oraz (iii)
punktu dowodzonego twierdzenia znajdziemy liczbe rzeczywista ¢ > 0
taka, ze

| X“(A)R|| < [|XYB)h|| < ca®, dla wszystkich a € N*,

Korzystajac ponownie ze stwierdzenia 4.6.4 otrzymamy, ze h € %B,(A),
co daje nam druga z inkluzji. 0
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Ponizsze twierdzenie jest uogélnieniem twierdzenia 3.4.5.

TWIERDZENIE 4.7.2. Niech A = (Ay,...,As) i B = (By,...,By)
bedaq uktadami spektralnie przemiennych operatorow samosprzezonych do-
datnich w H. Zaléimy, ze N (A;) = {0} dla j = 1,...,k. Niech
A C [0,00)" spetnia warunek (4.6.6). Wowczas nastepujace warunki sq
rownowazne:

(i) A< B,
(i) 2°(B) C 2=(A) i La;p(h) < 1 dla kazdego h € 9>(B),

)
(iii) 2°(B) C 25" (A) i Ly,5(h) < 1 dla kazdego h € 7(B),
(iv) B(B) C 92(A) i La;p(h) <1 dla kazdego h € B(B),
A C 92 i Ly,p(h) <1 dla kazdego h € ,
B(B) C 23" (A) i Ly,p(h) < 1 dla kaidego h € B(B
vi B) C ZLAB < 1 dla kazdego h € B),
B HB(A / dla kazdego h € A
Vil C 1 L < 1 dla kazdego h € ,
A(B) C B(A a/8(h dla kazdego h € AB(B
gdzie
A . a a a 1 1
La/p(h) = limsup \/||X% (A)All/|IX% (B)h|l, h € 22*(A) 0 22*(B)
Py
oraz

10,00)"

Lap(h) =T (h), heZ<(A)N2>(B).

DowOD. (i)=-(ii) Teza wynika bezposrednio ze stwierdzenia 4.7.1.
Implikacje (ii)=-(iii) mozna wyprowadzi¢ z wniosku 4.6.2 (c).
(iii)=(v) To jest oczywiste.

(v)=-(i) Musimy pokazaé, ze Fg(a) < Fa(a) dla dowolnego a € R".
Poniewaz uklady A i B sa dodatnie, to Fa(a) = Fg(a) = 0 dla a €
R"\[0, 00)". Aby zakonczy¢ dowdd wystarczy pokazaé, ze Fg(a) < Fa(a)
dla kazdego a € [0, 00)".

Niech a € [0,00)" i h € Z(Fg(a)). Na mocy stwierdzenia 4.6.4
wiemy, ze h € #(B) oraz
(4.7.1) | X2%B)h| < caz®
dla pewnej liczby rzeczywistej ¢ > 0. Stad i z zalozenia wynika, ze
(4.7.2) he DN (A).

Ustalmy ¢ > 0. Z zalozenia istnieje liczba rzeczywista M > 0 taka, ze
“Vra(h) < 1+¢, dla kazdego a € Ay := AN {B € [0,00)": |3 > M},
gdzie ro(h) := || X2 (A)h||/|| X =(B)h||. W szczegdlnosci
(4.7.3) 1X% (A)h[| = ra(h)| X2 (B)A
< (142X B
<c(l+4¢)as =¢[(14¢)%d)?,
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dla dowolnego a € Ayy. Z zalozenia wiemy, ze h L |Jj_, A(A;). Dzieki
temu, warunkowi (4.7.2), nieréwnosci (4.7.3) oraz stwierdzeniu 4.6.4 (c)
wnioskujemy, ze h € Z(Fa((1+ ¢)2a)). Przechodzac z € — 0T otrzymu-
jemy, ze h € Z(Fa(a)).

(i)=(vi) Wynika z implikacji (i)=-(ii) oraz stwierdzenia 4.7.1.

Wynikanie (vi)=-(vii) jest oczywiste.

Implikacja (vii)=(v) jest bezposrednia konsekwencja wniosku 4.6.2
(c), gdyz B(A) C I>(A).

(ii)=(iv) To jest oczywiste.

(iv)=(v) Mozna wywnioskowa¢ za pomoca wniosku 4.6.2 (c). O

UwAGA 4.7.3. Nalezy w tym miejscu zaznaczy¢, ze prawdziwa jest
takze druga wersja twierdzenia 4.7.2, gdzie w miejsce ZAA /s(h) podsta-

wimy L} p(h) = li‘n|1_s)up V(X(A)h, h)/(X*(B)h, h) a Z2*(A) (od-

a€cA
powiednio 224(B)) zastapimy przez 2(A) (odpowiednio 2 (B)). Na-
lezy podkresli¢, ze z obu wariantéow tego twierdzenia wynika twierdzenie
3.4.5. Jednakze ze wzgledu na dalsze zastosowania oraz uwage 4.6.6 ogra-
niczylismy sie do sformutowania i udowodnienia tylko jednej z nich.

WNIOSEK 4.7.4. Niech A = (Ay,...,A,) i« B = (By,...,By) beda
uktadami spektralnie przemiennych operatorow samosprzez’onych dodat-
nich w H. Zaléimy, ze N (A;) = {0} dla j = 1,...,k. Niech A C
[0,00)" bedzie zbiorem speimajq,cym warunek (466). Zalozmy, ze
{ra}aca C [1,00) jest rodzina spelniajaca warunek

lim sup 4/r, < 1.

lor| 00
aEA

Wtedy ponizsze warunki sq réwnowazne:
(i
(ii
(iii

(iv

) A
) XO‘( ) X*(B) dla kazdego o € [0, 00)",
) X*“(A) < X*(B) dla kazdego o € [0, 00)",
) X“(A) < 1o X*(B) dla kazdego o € A.

DowOD. Implikacja (i)=(ii) jest konsekwencja stwierdzenia 4.7.1.

(il)=-(iii) wynika z propozycji 3.4.2.

Implikacja (iii)=(iv) jest oczywista.

(iv)=(i) Niech h € #(B). Z zalozenia wynika, ze zachodzi inkluzja
2(X2(B)) C 2(X3(A)) i spetiona jest nieréwnosé
(4.7.4)
IXE(A)R]> = [[(X*(A) 2RI < 7ol (X2 (B))2R]* = | X3 (B)A|P, a € A.
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Stad oraz z wniosku 4.6.2 otrzymujemy, ze h € Q%A(A). 7, nier6wnosci
(4.7.4) oraz zalozenia dostaniemy, ze

EQ/B(h) < limsup '3/, < 1.
Py

Zastosowanie twierdzenia 4.7.2 (v) konczy dowdd. O]

Niech A = (Ay,...,A,) i B=(By,..., B,) beda ukladami spektral-
nie przemiennych operatoréw samosprzezonych dodatnich w H. Zdefi-
niujmy nastepujacy zbior

A(A,B) = {a €[0,00)": X*(A) < X*(B)}.

Dzieki stwierdzeniu 4.7.1 wiemy, ze relacja A < B implikuje réwnosé
A(A,B) = [0,00)". W nawiazaniu do podrozdziatu 3.4 postaramy sie
odpowiedzie¢ na pytanie jak ,duzy” powinien by¢ zbior A(A,B), aby
A < B. Przy braku dodatkowych zalozen o A i B prawdziwa jest
nastepujaca propozycja

PropoOzYCJA 4.7.5. Jesli A = (Aq,...,Ax) @ B = (By,...,Bx) sa
spektralnie przemiennymi uktadami dodatnich operatorow samosprzezo-
nych w 'H, to nastepujace warunki sq rownowazne

(i) A< B,
(ii) dla kazdego j = 1,...,k zbior A(A, B) N {se;: s € [0,00)} jest
nLe0graniczony.

DowoOD. (i)=(ii) To wynika ze stwierdzenia 4.7.1.

(ii)=-(i) Dla dowolnego dodatniego ukladu operatoréw samosprzezo-
nych spektralnie przemiennych C prawdziwa jest TOWnos¢ s, = @, o 7;
Ec-prawie wszedzie dla kazdego s € [0,00) i j = 1,...,k. Stad oraz
z [2, lemat 6.5.2] mamy, ze C§ = X*%(C) dla dowolnego s € [0,00)
ij=1,...,k To wraz z wnioskiem 3.4.8 implikuje, ze A; < B; dla
kazdego 7 = 1,..., k. Korzystajac z obserwacji 4.4.7 wnioskujemy, ze

A < B. 0J

Rozwazmy teraz sytuacje, w ktorej A4 (A;) = {0} dla kazdego j =
1,...,k. Wowczas mozemy zrezygnowaé z warunku (ii) w powyzszej
propozycji zadajac jedynie, aby zbiér A(A, B) spelnial (4.6.6).

TWIERDZENIE 4.7.6. Niech A = (Ai,...,A;) i B = (By,...,By)
bedq spektralnie  przemiennymi ukladami  dodatnich  operatorow
samosprzezonych, przy czym N (A;) = {O} dla 7 = 1,...,k. Jesli
A(A, B) spetnia warunek (4.6.6), to A X B

DowOD. Nierownosé A < B jest bezposrednia konsekwencja wnio-
sku 4.7.4 zastosowanego do zbioru A = A(A,B) oraz rodziny {7, }aea,
gdzie r, = 1 dla kazdego a € A. O
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Podrozdziat zakonczymy dwoma przyktadami ilustrujacymi przedsta-
wione przed chwila twierdzenia. Pierwszy z nich ukazuje istotnos$¢ wa-
runku (4.6.6) w twierdzeniu 4.7.6 na to, aby A < B.

PRzZYKEAD 4.7.7. Niech k bedzie liczba catkowita wieksza lub rowna
2. Potézmy H = C. Mozemy utozsami¢ B(C) = C. Rozwazmy
nastepujace dwa uktady k operatoréw na C:
1
(4.7.5) A=(1,...;1) i B:(§,2,...
Jak tatwo zauwazy¢ warunek X®(A) < X%(B) jest réwnowazny nieréw-
nosci 1 < 2/41=2%1 dla dowolnego o € N*. Zatem a € A(A,B) wtedy i
tylko wtedy, gdy a1 < |a| — ay. Stad

2).

aeraB) L+ lal —ar = aenam 1+ o] —a
Mimo tego, ze A (4;) = {0} dla j = 1,...,k, A £ B, co wynika z

obserwacji 4.4.7 oraz tego, ze A =1« By = %

= 1.

Jesli wérod operatoréw uktadu A znajduja sie operatory, ktére maja
niezerowe jadra, to spelnienie warunku (4.6.6) nie gwarantuje, ze A < B.
Co wiecej, w tej sytuacji warunkek (ii) z propozycji 4.7.5 nie moze by¢
zastapiony zadnym innym warunkiem. Moéwiac doktadniej znajdziemy
dwa uktady A i B operatoréw spektralnie przemiennych takie, ze zbior
A(A,B)N{se;: s € [0,00)} jest ograniczony oraz A(A, B) zawiera zbiér
[0,00)"\{se;: s € [0,00)} dla pewnego j € {1,...,x}. Ponizej podajemy
przyktad, ktory ilustruje ta sytuacje odstaniajac jednoczesnie rdznice
pomiedzy przypadkiem jednowymiarowym i wielowymiarowym. Podczas
gdy zalozenie o zerowaniu sie jader odgrywa kluczowe znaczenie w przy-
padku uktadéw operatorow, to w sytuacji pojedynczych operatoréw jest
ono zbedne (por. twierdzenie 3.4.5, 4.7.2, 4.7.6 oraz wniosek 3.4.8).

PRZYKEAD 4.7.8. Niech H = C? bedzie przestrzenia Hilberta z baza
ortonormalna {(1,0), (0,1)} a A1 By, gdzie 0 € [1, 00), beda macierzami
dwa na dwa okreslonymi réwnosciami (3.5.1). Rozwazmy nastepujace
uktady operatorow na H: A = (Ay, A2) 1By = (By1, By2), gdzie A; = A,
Ay = [_11 _11 , Bo1 = By oraz Bypy = 2[y. OczywiScie wszystkie
wymienione operatory Ay, As, Bp1 i Bpo sa samosprzezone. Na mocy
propozycji 3.5.3 dla kazdej liczby catkowitej dodatniej k znajdziemy 6 &
(2,00) takie, ze A} < Bj, dla kazdego 6 € [0y, 00) oraz s = 0,... k.
Ponizej wykazemy, ze uktady A i By spetiaja nastepujace warunki:

(i) A (A1) # {0} i A (As) # {0},
(ii) A i By sa uktadami operatoréw spektralnie przemiennych,
(iii) dla kazdej liczby caltkowitej dodatniej k zbidr A(A,By) zawiera
(0,00) x [0,00) UA0,...,k} x {0}, jesli tylko 6 € [6, 00),
(iv) A < By wtedy i tylko wtedy, gdy 6 = 2.
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Niech a; 1, a9, gdzie a1 < a2, 0znaczaja wartodci wlasne macierzy A;
dla j = 1,2. Zanim przejdziemy do dowodu (i), (ii), (iii) i (iv) zauwazmy,
ze g = g = 01 o = g = 2. Jak tatwo sprawdzi¢ wartosciom
wlasnym o1, 1, 12 1 a2 odpowiadaja odpowienio wektory wlasne
hi,ha,hy 1 hy, gdzie hy = (1,—1) oraz hy = (1,1). W szczegblnosci
macierze A; i As mozemy przedstawi¢ w nastepujacy sposob:

(4.7.6) Ay = [i i} = {1 —}1} [g 8] [% -%%]

oraz

(7T A= {_11 ﬂ - E _11} {8 g} F —l}'

2 2

N[ —=

Réwnoczesnie poniewaz g 1, (g0 < 2, to na mocy lematu 3.5.1 Ay < By .

ad. (i) Z rozwazan powyzej wynika, ze' A (A;) = Chy i A (A3) =
Chs.

ad. (ii) Elementarne rachunki pokazuja, ze kazdy z uktadéw A oraz
By, gdzie 6 € [1,00), sa ukladami macierzy przemiennych.

ad. (iii) Zaczniemy od wykazania, ze (0,00) x [0,00) C A(A,By) dla
kazdego 6 € [1,00). Z réwnosci (4.7.6) i (4.7.7) wynika, ze

s_ [ L][2 O][z | _L[Z+0 22-0
@78 A= o o||I A7 3|2-0 2+0
i

s (1 1qfor o] [E L7 1fos42¢ 0°—2°]
(4.7.9) @—qu;p g_g_%—§ptasm+?

dla dowolnej liczby rzeczywistej s > 0. Jesli s,t € (0,00), to A5AL =0
oraz By By, =2'Bj; > 0. W szcezegblnosei (0, 00) x (0,00) C A(A, By).
Réwnoczesnie A5 < By, dla kazdego s € [0,00), gdyz Az < Bpp. Stad i
z definicji 6;, wynika, ze (0,00) x [0,00) U{0,...,k} x {0} C A(A,By)
dla dowolnego 0 € [0, 00).

ad. (iv) Dzieki obserwacji 4.4.7 oraz temu, ze Ay < By o dla kazdego
0 € [1,00) otrzymujemy, ze nier6wnosé¢ A < By jest rownowazna nieréw-
nosci A; < Bpi. To z kolei na mocy lematu 3.5.2 zachodzi tylko, gdy
0=2.

Biorac pod uwage punkty (ii) i (iii) otrzymujemy, ze zbiér A(A, By)
spetnia warunek (4.6.6) oraz A £ By dla dowolnego 6 > 6.

167, definicji Ch := {\h: A € C} dla dowolnego h € H.
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ROZDZIAY 5

Aneks

5.1. Granica

Na zakonczenie pracy rozwazymy zagadnienie istnienia granicy w
(3.4.1). W tych rozwazaniach bedziemy potrzebowali nastepujacego faktu
(por. [23, Cwiczenia 4. i 5., str. 73])

STWIERDZENIE 5.1.1. Niech X bedzie przestrzenia mierzalng a p nie-
ujemna miarq skonczong na X. Jesli f: X — C jest funkcja mierzalna,
to lim [\ f[l, = [} flloc € [0, 00], gdzie

1/p
161 = ([ 157 au) " dia p e [1,00) oraz |l = ess supls.

Jesli dodatkowo p(X) =1, to funkcja ¢: [1,00) — [0, 00|, gdzie p(p) =
| fll, dla p € [1,00), jest rosngca.

PrOPOZYCJIA 5.1.2. Jesli A i B sa dodatnimi operatorami samosprze-
Zonymi w H, to dla kazdego wektora h nalezacego do X := (AB(A) N
2%(B)) U (2%°(A) N B(B)) istnicje granica lim 3/ (Ash, h)/(Bh,h) €
0, o).

DowOD. Dowdd rozbijemy na kilka krokdw.
Krok 1. Jedli C jest dodatnim operatorem samosprzezonym w H i
h € 2°°(C), to nastepujace warunki sa réownowazne':
(a) h € A(C),
(b) dla kazdej liczby rzeczywistej s > 1, (C*h, h) = 0,
(c) istnieje liczba rzeczywista t > 1 taka, ze (Ch, h) = 0,
(d) Lo(h) = slirglo v/ (Csh, h) = 0.

Implikacje (a)=-(b) i (b)=(c) sa oczywiste. Dla dowodu (c)=(d), za-
uwazmy, ze rownosé f[o ) z'(Ec(dx)h,h)y = (C*h,h) = 0 oznacza, ze

miara (Ec(-)h, h) jest skupiona w zbiorze {0}. Tym samym (C*h,h) =
0 dla wszystkich liczb rzeczywistych s > 1, co daje (d). Implikacje
(d)=-(a) mozna tatwo wywnioskowa¢ z faktu? ze funkcja [1,00) > s —
v/ (Csh, h) € [0, 00] jest rosnaca dla kazdego wektora h € 2°°(C') o nor-
mie réwnej 1 (zob. n.p., [33]).

I Istnienie granicy w (d) byto juz dyskutowane w dowodzie lematu 3.4.4.
2Do dowodu faktu wystarczy zastosowaé rozumowanie analogiczne jak w dowodzie
lematu 3.4.4 i skorzysta¢ z réwnosci p ([0, 00)) = ||h||? = 1.
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Krok 2. Granica lim y/(Ash, h)/(Bsh, h) istnieje dla wszystkich h €
P>°(A) N AN (B).

Rzeczywiscie z kroku 1. granica réwna sie 0, gdy h € A (A) i co w
przeciwnym razie.

Krok 3. Granica lim {/(Ash, h)/(Bsh, h) istnicje dla kazdego h € Z .

Istotnie, ze wzgledu na krok 1. i 2. mozemy zatozy¢, ze Lg(h) > 0.
Wiemy juz, ze obie granice L4(h) i Lg(h) istnieja i naleza do predziatu
[0,00]. Z naszych zatozen o h wynika, ze jedna z tych granic jest skon-
czona. Stad juz tatwo wywnioskowaé, ze granica lim /(Ash, h)/(Bsh, h)

istnieje i jest réwna La(h)/Lg(h). O
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Indeks

B (H)-zbiér wszystkich
ograniczonych operatorow
samosprzezonych na przestrzeni
Hilberta H 3

N-zbiér liczb catkowitych
nieujemnych 5

N,-zbiér liczb catkowitych dodatnich 5

Z-zbidr liczb catkowitych 5

Q-ciato liczb wymiernych 5

R-ciato liczb rzeczywistych 5

C-cialo liczb zespolonych 5

Xo-funkcja charakterystyczna zbioru
ob

B (X )-o-algebra wszystkich
podzbioréw borelowskich
przestrzeni topologicznej X 5

P(A)-dziedzina operatora A 6

A (A)-jadro A6

H(A)-obraz A6

A-domkniecie operatora A 6

7% (4) = (2, 2(A") 6

B, (A)6

PB(A)-zbiér wektoréw ograniczonych
A6

o/ (A)-zbior wektoréw analitycznych
A6

2(A)-zbiér wektordéw
quasi-analitycznych A 6

S (A)-zbiér wektoréw stieltjesowskich
A6

B('H)-C*-algebra wszystkich
ograniczonych operatoréw A na
HT

I = I-operator identycznosciowy na
HT

S(X,FE)8

©(A)8

A*® 8

supp p-domkniety nosnik miary u 8

dq-miara Diraca a 10

P(H)-zbiér wszystkich rzutdéw
ortogonalnych na H 14

VA4

NA14

E415

Fy15

LP(R", u) 20

|A| = (A*A)z 20

Q736

(91, -, 9w )-zestawienie funkcji
G1y---5 0k 37

Q) 37

supp F-nosnik miary spektralnej E 39

7Tj 42

Ea 42

Fad3

Fo (R”) 43

©(A) 45

P(X)(A) 45

X*(A)50

% 50

g1 X ... X ge-iloczyn kartezjanski
funkcji g1, ..., 9gx 52

T: (Tlv"w-l-ﬁ) € {_’+}K 52

|| 57

2>°(A) 58

PB.(A) 58

PB(A) 58

€4 58

ess sup g-istotny kres gérny funkcji
mierzalnej g: X — [0, 00] 69
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