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ROZDZIAł 1

Przedmowa

Porz ↪adek spektralny został zdefiniowany przez M. P. Olsona w roku
1971 dla ograniczonych operatorów samosprz ↪eżonych. Jedn ↪a z głów-
nych motywacji poszukiwania tego porz ↪adku była słabość klasycznego
porz ↪adku (zdefiniowanego za pomoc ↪a form kwadratowych) polegaj ↪aca
na braku fundamentalnych własności kratowych (Sherman 1951, Kadi-
son 1951). Jak wykazał Kadison, zbiór BS(H) wszystkich ograniczo-
nych operatorów samosprz ↪eżonych na zespolonej przestrzeni Hilberta H
jest antykrat ↪a, co oznacza, że dla dowolnych A,B ∈ BS(H) istnienie
kresu dolnego A i B wzgl ↪edem zwykłego porz ↪adku „6” w BS(H) (zob.
(2.1.2)) jest równoważna temu, że A i B s ↪a porównywalne (zob. [9, twier-
dzenie 6]). Nieco wcześniej, Sherman udowodnił, że jeśli zbiór samo-
sprz ↪eżonych elementów C∗-algebry A ograniczonych operatorów na H
jest krat ↪a wzgl ↪edem porz ↪adku „6”, to A jest przemienna (zob. [28,
twierdzenie 1 i 2]). Porz ↪adek znaleziony przez Olsona jest silniejszy niż
klasyczny i posiada ż ↪adane własności kratowe. Sam Olson w swojej pracy
udowodnił, że zbiór wszystkich samosprz ↪eżonych elementów algebry von
Neumanna ograniczonych operatorów liniowych na H jest krat ↪a warun-
kowo zupełn ↪a wzgl ↪edem porz ↪adku spektralnego (zob. [21, twierdzenie 1]).
To w szczególności oznacza, że dla każdego skończonego zbioru ograni-
czonych operatorów samosprz ↪eżonych na H istnieje kres górny wzgl ↪edem
porz ↪adku „4”. Jawny wzór został podany przez Kato w [11]. Cen ↪a jako
płacimy stosuj ↪ac porz ↪adek spektralny jest to, że nie jest on wektorowy
(zob. [21]).

Celem niniejszej rozprawy doktorskiej jest przeniesienie porz ↪adku
spektralnego na grunt nieograniczonych operatorów samosprz ↪eżonych, a
nast ↪epnie skończonych układów operatorów samosprz ↪eżonych. Pierw-
szemu z zagadnień poświ ↪econy jest w głównej mierze rozdział 3. Jak
zostało pokazane wiele własności porz ↪adku spektralnego przenosi si ↪e in
extenso na ten grunt. S ↪a jednak istotne różnice, mianowicie bez dodat-
kowych założeń nie można znaleźć sensownych relacji pomi ↪edzy dziedzi-
nami operatorów które s ↪a porównywalne w sensie porz ↪adku spektralnego
(zob. przykłady 3.3.4 i 3.3.5). Okazuje si ↪e jednak, że naturalne inklu-
zje dziedzin zachodz ↪a o ile tylko porównujemy operatory samosprz ↪eżone
i półograniczone z dołu. Porz ↪adek spektralny w przypadku operato-
rów ograniczonych charakteryzuje si ↪e za pomoc ↪a klasycznego o ile ten
ostatni zachodzi dla wszystkich pot ↪eg porównywanych operatorów. Jak
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si ↪e okazuje dla każdej liczby naturalnej k można znaleźć przykład dwóch
macierzy skalarnych 2 na 2 których wszystkie pot ↪egi od 0 do k s ↪a kla-
sycznie porównywalne natomiast nie s ↪a porównywalne w sensie porz ↪adku
spektralnego. Okazuje si ↪e, że dwa dodatnie operatory samosprz ↪eżone s ↪a
porównywalne w sensie porz ↪adku spektralnego wtedy i tylko wtedy, gdy
nieskończenie wiele pot ↪eg tych operatorów jest porównywalna klasycznie
(jest to novum także w przypadku operatorów ograniczonych). Wynik
ten jest konsekwencj ↪a znacznie ogólniejszego kryterium (zob. twierdzenie
3.4.5 i wniosek 3.4.7). Warto tutaj nadmienić, że charakteryzacja ta jest
interesuj ↪aca niezależnie od samego porz ↪adku spektralnego.

Rozdział 4 traktuje o drugim z zagadnień czyli o porz ↪adku spek-
tralnym dla skończonych układów operatorów samosprz ↪eżonych. O ope-
ratorach tworz ↪acych każdy z porównywanych układów zakłada si ↪e, że
s ↪a spektralnie przemienne, natomiast same układy nie musz ↪a być prze-
mienne mi ↪edzy sob ↪a. W badaniach nad wielowymiarowym porz ↪adkiem
spektralnym koncentrujemy si ↪e na kilku kwestiach. Pierwsz ↪a z nich jest
odpowiedź na pytanie, w jakiej sytuacji rachunek operatorowy Stone’a-
von Neumanna zachowuje wielowymiarowy porz ↪adek spektralny. Pro-
blem ten dyskutowany jest w podrozdziale 4.4. Wnioskiem z otrzyma-
nych rezultatów jest opis nowych sytuacji, w których porz ↪adek spektralny
w przypadku pojedynczych operatorów posiada cechy porz ↪adku wekto-
rowego.

Drugim z problemów jest znalezienie zwi ↪azków pomi ↪edzy dziedzinami
jednomianów układów, które s ↪a porównywalne w sensie wielowymiaro-
wego porz ↪adku spektralnego (zob. twierdzenie 4.5.2).

W kontekście charakteryzacji porz ↪adku spektralnego za pomoc ↪a pot ↪eg
operatorów, o której wspomniałem powyżej w przypadku pojedynczych
operatorów, interesuj ↪acym zagadnieniem staj ↪a si ↪e zwi ↪azki pomi ↪edzy wie-
lowymiarowym porz ↪adkiem spektralnym a porz ↪adkiem zadanym za po-
moc ↪a form kwadratowych (zwłaszcza z uwzgl ↪ednieniem pot ↪eg porówny-
wanych operatorów). T ↪a kwesti ↪e rozpatrujemy w podrozdziale 4.7.

Jednym z głównych narz ↪edzi badawczych stosowanych w tej pracy jest
wspólna miara spektralna układu spektralnie przemiennych operatorów
samosprz ↪eżonych (zob. [2]). Duże znaczenie zwłaszcza w przypadku
dodatnich operatorów samosprz ↪eżonych odgrywaj ↪a zależności pomi ↪edzy
wspóln ↪a miar ↪a spektraln ↪a układu a wektorami ograniczonymi układu.
Istotn ↪a rol ↪e odgrywaj ↪a też nierówności całkowe dla funkcji rosn ↪acych.
W przypadku funkcji wielu zmiennych poj ↪ecie monotoniczności jest za-
st ↪apione przez oddzieln ↪a monotoniczność. W odróżnieniu od monoto-
niczności w przypadku jednej zmiennej, która automatycznie gwarantuje
borelowskość rozważanych funkcji, oddzielna tego nie czyni.
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ROZDZIAł 2

Preliminaria

2.1. Wst ↪ep

Symbole N, N∗, Z, Q, R i C b ↪ed ↪a oznaczać odpowiednio zbiór liczb
całkowitych nieujemnych, zbiór liczb całkowitych dodatnich, zbiór liczb
całkowitych, ciało liczb wymiernych, ciało liczb rzeczywistych oraz ciało
liczb zespolonych. Pod poj ↪eciem rozszerzonego zbioru liczb rzeczywistych
rozumiemy zbiór R := {−∞} ∪ R ∪ {∞}.

Przez χσ b ↪edziemy oznaczać funkcj ↪e charakterystyczn ↪a zbioru σ (dzie-
dzina funkcji χσ b ↪edzie zależna od sytuacji, w której si ↪e pojawi).

Jeśli X jest przestrzeni ↪a topologiczn ↪a, to przez B(X) oznaczamy ro-
dzin ↪e wszystkich zbiorów borelowskich na X. Jeśli Y ⊂ X jest wyposa-
żony w topologi ↪e indukowan ↪a z X, to

(2.1.1) B(Y ) = B(X) ∩ Y := {σ ∩ Y : σ ∈ B(X)}.

2.1.1. Porz ↪adki. Kluczowym poj ↪eciem tej pracy jest porz ↪adek. Z
tego wzgl ↪edu oraz dla wygody czytelnika przypomnimy podstawow ↪a ter-
minologi ↪e dotycz ↪ac ↪a zbiorów uporz ↪adkowanych.

Definicja 2.1.1. Relacj ↪e ≺⊂ X×X nazywamy relacj ↪a porz ↪adkuj ↪ac ↪a
zbiór X lub porz ↪adkiem na X jeśli ≺ jest zwrotna, przechodnia oraz
antysymetryczna tzn. spełnione s ↪a własności:

(i) x ≺ x dla każdego x ∈ X,
(ii) dla dowolnych x, y, z ∈ X jeśli x ≺ y oraz y ≺ z, to x ≺ z,

(iii) dla dowolnych x, y ∈ X jeśli x ≺ y oraz y ≺ x, to x = y.

Mówimy, że zbiór uporz ↪adkowany (X,≺) jest krat ↪a, jeśli dla dowol-
nych x, y ∈ X istnieje sup{x, y} oraz inf{x, y}. Zbiór uporz ↪adkowany
(X,≺) nazywamy krat ↪a warunkowo zupełn ↪a, gdy dowolny niepusty i
ograniczony1 podzbiór X posiada kres dolny i kres górny.

Jeśli rozważamy rzeczywist ↪a przestrzeń wektorow ↪a X, to na szcze-
góln ↪a uwag ↪e zasługuj ↪a te porz ↪adki na X, które s ↪a zgodne ze struktur ↪a
przestrzeni wektorowej tzn. dla dowolnych x, y, z ∈ X oraz dla dowolnej
liczby rzeczywistej λ > 0 spełnione s ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

(i) jeśli x ≺ y, to x+ z ≺ y + z,
(ii) jeśli 0 ≺ x, to 0 ≺ λx.

1Zbiór Y ⊂ X nazywamy ograniczonym, gdy zbiór minorant Y i zbiór majorant
Y s ↪a niepuste.
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Wówczas przestrzeń (X,≺) określa si ↪e mianem uporz ↪adkowanej prze-
strzeni wektorowej.

Mówimy, że uporz ↪adkowana przestrzeń wektorowa X jest antykrat ↪a,
gdy dla dowolnych x, y ∈ X zachodzi równoważność

istnieje inf{x, y} ⇔ x i y s ↪a porównywalne.

Nietrudno wykazać, że uporz ↪akowana przestrzeń wektorowa X jest an-
tykrat ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ X spełniony jest
poniższy warunek

istnieje sup{x, y} ⇔ x i y s ↪a porównywalne.

Przykładem uporz ↪adkowanej przestrzeni wektorowej jest (BS(H),6)-
przestrzeń wszystkich ograniczonych samosprz ↪eżonych operatorów na ze-
spolonej przestrzeni Hilberta H z porz ↪adkiem zdefiniowanym za pomoc ↪a
warunku (2.1.2).

2.1.2. Operatory. Symbol H jest rezerwujemy dla zespolonej prze-
strzeni Hilberta. Przez operator w H rozumiemy liniowe odwzorowanie
A : H ⊇ D(A) → H zdefiniowane na podprzestrzeni wektorowej D(A)
przestrzeniH, któr ↪a nazywa si ↪e dziedzin ↪a A; N (A) i R(A) b ↪ed ↪a oznaczać
odpowiednio j ↪adro i obraz A. Symbol Ā b ↪edzie używany na oznaczenie
domkni ↪ecia operatora domykalnego A. Odnotujmy w tym miejscu rów-
nież, że podprzestrzeń wektorowa E przestrzeni D(A) nazywamy rdze-
niem operatora A jeśli wykres A jest zawarty w domkni ↪eciu wykresu A|E
- obci ↪ecia operatora A do E . W szczególności, jeśli A jest domkni ↪ety i E
jest rdzeniem A, to wektor h ∈ H należy do D(A) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje ci ↪ag {hn}∞n=1 ⊆ E taki, że hn d ↪aży do h i {Ahn}∞n=1 jest
ci ↪agiem Cauchy’ego.

Jeśli A iB s ↪a operatorami wH, to piszemy A ⊂ B, gdy D(A) ⊂ D(B)
oraz Ah = Bh dla każdego h ∈ D(A).

Niech A b ↪edzie operatorem w H. Kładziemy D∞(A) =
⋂∞
n=1 D(An)

oraz

Ba(A) =
⋃
c∈R
c>0

∞⋂
n=0

{h ∈ D∞(A) : ‖Anh‖ 6 can}

dla każdej liczby rzeczywistej a > 0. Każdy element zbioru B(A) :=⋃
a>0 Ba(A) nazywamy wektorem ograniczonym A (zob. [4]). Powiemy,

że wektor h ∈ D∞(A) jest wektorem analitycznym A, jeśli istnieje liczba
rzeczywista t > 0 taka, że

∑∞
n=0 ‖Anh‖tn/n! < ∞ (zob. [17]), wektorem

quasi-analitycznym A, gdy
∑∞

n=1 ‖Anh‖−1/n =∞ z konwencj ↪a, że 1/0 =
∞ (zob. [19]), i wektorem stieltjesowskim A, jeśli

∑∞
n=1 ‖Anh‖−1/2n =∞

(zob. [20]). Zbiory wektorów analitycznych, quasi-analitycznych i stiel-
tjesowskich operatora A b ↪edziemy oznaczać odpowiednio przez A (A),
Q(A) i S (A). Zwróćmy uwag ↪e, że B(A) ⊆ A (A) ⊆ Q(A) ⊆ S (A)
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(każda z inkluzji może być silna). Zbiory B(A) i A (A) s ↪a podprze-
strzeniami wektorowymi D∞(A). Jednakże, w ogólnej sytuacji, zbiory
Q(A) i S (A) nie musz ↪a być podprzestrzeniami wektorowymi D∞(A)
(por. [25, 26]).

Przez B(H) oznaczmy C∗-algebr ↪e wszystkich ograniczonych opera-
torów A w H z dziedzin ↪a D(A) = H. Niech I = IH oznacza opera-
tor identycznościowy na H. Dla danych operatorów samosprz ↪eżonych
A,B ∈ B(H), b ↪edziemy pisać A 6 B jeśli

〈Ah, h〉 6 〈Bh, h〉, h ∈ H.(2.1.2)

Powiemy, że operator A w H jest ograniczony od dołu przez liczb ↪e
a ∈ R, jeśli

a‖h‖2 6 〈Ah, h〉, h ∈ D(A).

Każdy operator A w H, dla którego istnieje liczba a ∈ R taka, że A jest
ograniczony od dołu przez liczb ↪e a ∈ R, b ↪edziemy nazywać ograniczonym
od dołu.

G ↪esto określony operator A w H nazywa si ↪e symetrycznym jeśli jego
sprz ↪eżenie A∗ jest rozszerzeniem A, a dodatnim jeśli 〈Ah, h〉 > 0 dla
wszystkich h ∈ D(A). Powiemy, że operator A w H jest samosprz ↪eżony,
gdy A = A∗, i istotnie samosprz ↪eżony jeśli A∗ jest równe domkni ↪eciu A.

Wektory ograniczone okazuj ↪a si ↪e być użyteczne zwłaszcza w kontek-
ście istotnej samosprz ↪eżoności pot ↪eg operatorów symetrycznych (co wy-
różnia zbiór wektorów ograniczonych od pozostałych rodzin wektorów
klasy C∞ wprowadzonych powyżej2).

Propozycja 2.1.2. Jeśli A jest operatorem symetrycznym w H ta-
kim, że B(A) jest g ↪esty w H, to dla każdej liczby całkowitej k > 1 ope-
rator Ak|B(A) jest istotnie samosprz ↪eżony oraz

Ak|B(A) = Ak = Āk.(2.1.3)

Dowód. Ponieważ operator Ak jest symetryczny, to Ak|B(A), restryk-
cja Ak do swojej podprzestrzeni niezmienniczej B(A), jest również sy-
metryczny. Skoro B(Ak) = B(A) (inkluzja “⊇” jest oczywista podczas
gdy inkluzj ↪e “⊆” można wywnioskować z [30, lematu 8 (b)]) i B(A)
jest g ↪esty w H, to Ak|B(A) jest istotnie samosprz ↪eżony (por. [4, strona
99] lub [12, Lemat 4]). Inkluzja Ak|B(A) ⊆ Ak wraz z maksymalności ↪a
operatora samosprz ↪eżonego Ak|B(A) daje pierwsz ↪a z równości w (2.1.3).
Stosuj ↪ac to dla k = 1, widzimy, że A|B(A) = Ā oraz operator Ā jest samo-
sprz ↪eżony. St ↪ad również operator Āk jest samosprz ↪eżony (por. [2, pod-
rozdział 6.1.4]). St ↪ad w szczególności wynika, że Ak|B(A) ⊆ Āk. Dzi ↪eki
maksymalności Ak|B(A) ostatnia inkluzja staje si ↪e równości ↪a. �

2Wektor f ∈ H określamy mianem wektora klasy C∞ dla operatora A jeśli f ∈
D∞(A).
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Niech X b ↪edzie przestrzeni ↪a topologiczn ↪a oraz niech E b ↪edzie miar ↪a
spektraln ↪a na B(X). Wówczas przez S(X,E) oznaczamy zbiór wszyst-
kich funkcji borelowskich f : X → R takich, że E(f−1({−∞,∞})) = 0.

Niech A b ↪edzie operatorem samosprz ↪eżonym w H z miar ↪a E. Dla
danej funkcji borelowskiej ϕ ∈ S(R, EA) definiujemy

ϕ(A) =

∫
R
ϕ(x)E(dx).

Operator ϕ(A) jest samosprz ↪eżony. Co wi ↪ecej, jeśli ϕ > 0, to ϕ(A)
jest dodatni. Wi ↪ecej informacji dotycz ↪acych rachunku operatorowego
Stone’a-von Neumanna odnaleźć można w monografiach [2, 35]. Dla
danej liczby rzeczywistej s > 0 i dodatniego operatora samosprz ↪eżonego
A w H kładziemy As = ϕs(A) gdzie ϕs(x) = |x|sχ[0,∞)(x) dla x ∈ R
(używamy konwencji w której 00 = 1). Ta definicja zgadza si ↪e ze zwykł ↪a
definicj ↪a dla nieujemnych liczb całkowitych s. Jeśli A i B s ↪a dodat-
nimi operatorami samosprz ↪eżonymi w H takimi, że D(B1/2) ⊆ D(A1/2) i
‖A1/2h‖ 6 ‖B1/2h‖ dla wszystkich h ∈ D(B1/2), to piszemy A 6 B (por.
[11]). Łatwo zauważyć, że definicja ta jest zgodna z podan ↪a wcześniej
definicj ↪a porz ↪adku „6” dla operatorów ograniczonych na H.

2.2. Nierówności całkowe dla przedziałów ograniczonych

Inspiracj ↪a dla rozważań tego podrozdziału jest twierdzenie 107 z [8]
(które w istocie jest konsekwencj ↪a twierdzenia 2.2.1 poniżej) jak również
pewne nierówności, które pojawiaj ↪a si ↪e w [21]. B ↪edziemy pisali suppµ
na oznaczenie domkni ↪etego nośnika skończonej nieujemnej miary bore-
lowskiej µ na R (poj ↪ecie nośnika ma sens, gdyż każda taka miara jest
automatycznie regularna, zob. np., [23, twierdzenie 2.18]).

Twierdzenie 2.2.1. Niech [a, b] b ↪edzie ograniczonym i domkni ↪etym
przedziałem w R, gdzie a < b, i niech µ1 oraz µ2 b ↪ed ↪a skończonymi
dodatnimi miarami borelowskimi na R takimi, że suppµj ⊆ [a, b] dla
j = 1, 2. Połóżmy Fj(x) = µj((−∞, x]) dla x ∈ R i j = 1, 2. Rozważmy
nast ↪epuj ↪ace trzy warunki :

(i) F2(x) 6 F1(x) dla wszystkich x ∈ (a, b),
(ii)

∫
[a,b]

fdµ1 6
∫

[a,b]
fdµ2 dla każdej funkcji rosn ↪acej

f : [a, b]→ [0,∞),
(iii)

∫
[a,b]

fdµ1 6
∫

[a,b]
fdµ2 dla każdej funkcji rosn ↪acej f : [a, b]→ R.

Jeśli (ii) zachodzi, to F1(b) 6 F2(b). Jeśli F1(b) 6 F2(b), to (i) implikuje
(ii). Jeżeli (iii) zachodzi, to F1(b) = F2(b). Jeśli F1(b) = F2(b), to
wszystkie warunki (i), (ii) oraz (iii) s ↪a równoważne.

Dowód. Podstawiaj ↪ac f ≡ 1, zobaczymy, że warunek (ii) implikuje
nierówność F1(b) 6 F2(b). Natomiast jeśli rozważymy f ≡ ±1, to z
warunku (iii) otrzymamy równość F1(b) = F2(b).

Załóżmy teraz, że F1(b) 6 F2(b).
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(i)⇒(ii) Na pocz ↪atku rozważmy przypadek, gdy f : [a, b] → [0,∞)
jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a i ci ↪agł ↪a. Niech a = t0 < t1 < . . . < tn = b b ↪edzie po-
działem przedziału [a, b]. Połóżmy g = f(t0)χ{t0}+

∑n
j=1 f(tj−1)χ(tj−1,tj ].

Ponieważ f jest nieujemna i rosn ↪aca, to∫
[a,b]

gdµ1 = f(a)F1(a) +
n∑
j=1

f(tj−1)(F1(tj)− F1(tj−1))

= f(a)F1(a) +
n∑
j=1

f(tj−1)F1(tj)−
n−1∑
j=0

f(tj)F1(tj)

=
n−1∑
j=1

(f(tj−1)− f(tj))F1(tj) + f(tn−1)F1(b)

6
n−1∑
j=1

(f(tj−1)− f(tj))F2(tj) + f(tn−1)F2(b)

=

∫
[a,b]

gdµ2.

Z jednostajnej ci ↪agłości funkcji ci ↪agłych na [a, b] wynika, że funkcja f
może być aproksymowana jednostajnie funkcjami postaci g na przedziale
[a, b]. St ↪ad natychmiast otrzymujemy nierówność

∫
[a,b]

fdµ1 6
∫

[a,b]
fdµ2.

Niech teraz f : [a, b] → [0,∞) b ↪edzie dowoln ↪a funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. Bez
straty ogólności możemy założyć, że f nie jest funkcj ↪a stał ↪a. W prze-
ciwnym razie nierówność wynika natychmiast z założenia F1(b) 6 F2(b).
Skoro f jest rosn ↪aca, to f(a) < f(b). Z warunku (i) i prawostronnej
ci ↪agłości Fj w punkcie a wynika, że

F2(x) 6 F1(x), x ∈ [a, b).(2.2.1)

Dla j = 1, 2 zdefiniujmy skończone nieujemne miary borelowskie µ̃j na
R wzorem µ̃j(σ) := µj(f

−1(σ)) dla każdego σ ∈ B(R). Ponieważ f jest
rosn ↪aca, to f([a, b]) ⊆ [f(a), f(b)]. Tym samym supp µ̃j ⊆ [f(a), f(b)].
Niech F̃j(y) := µ̃j((−∞, y]) dla y ∈ R.

Weźmy y ∈ [f(a), f(b)). Ponieważ a ∈ f−1([f(a), y]), możemy zdefi-
niować

yf = sup f−1([f(a), y]) ∈ [a, b].

St ↪ad dzi ↪eki temu, że f jest rosn ↪aca wynika, że

[a, yf ) ⊆ f−1([f(a), y]) ⊆ [a, yf ].

Jeśli f−1([f(a), y]) = [a, yf ], to yf < b i F̃j(y) = µj(f
−1([f(a), y])) =

Fj(yf ). To wraz (2.2.1), implikuje, że F̃2(y) 6 F̃1(y). Z kolei, jeśli
f−1([f(a), y]) = [a, yf ), to yf > a i F̃j(y) = limn→∞ Fj(yf − 1

n
), co daje
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nierówność F̃2(y) 6 F̃1(y). W rezultacie dostajemy, że F̃2(y) 6 F̃1(y) dla
każdego y ∈ [f(a), f(b)), i

F̃1(f(b)) = F1(b) 6 F2(b) = F̃2(f(b)).

Stosuj ↪ac twierdzenie o transporcie miary ([7, twierdzenie C, str. 163]) i
wyniki poprzedniego paragrafu do przedziału [f(a), f(b)] i miar µ̃1 oraz
µ̃2 otrzymujemy∫

[a,b]

fdµ1 =

∫
[f(a),f(b)]

x µ̃1(dx) 6
∫

[f(a),f(b)]

x µ̃2(dx) =

∫
[a,b]

fdµ2.

Załóżmy na koniec, że F1(b) = F2(b).
(i)⇒(iii) Rozumujemy analogicznie jak w implikacji (i)⇒(ii).
(iii)⇒(ii) Oczywiste.
(ii)⇒(i) Ustalmy x ∈ (a, b). Oczywiście f = χ(x,b] jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a

na [a, b]. St ↪ad i z założenia wynika, że

F1(b)− F1(x) = µ1((x, b])
(ii)
6 µ2((x, b]) = F2(b)− F2(x),

co wraz z równości ↪a F1(b) = F2(b) implikuje, że F2(x) 6 F1(x). To
kończy dowód. �

Poniższy przykład pokazuje, że warunek F1(b) < F2(b) na ogół nie
gwarantuje prawdziwości implikacji (ii)⇒(i) w twierdzeniu 2.2.1 (po-
mimo, że implikacja odwrotna jest prawdziwa).

Przykład 2.2.2. Niech α1, β1, α2 i β2 b ↪ed ↪a dodatnimi liczbami rze-
czywistymi takimi, że α1 6 β1 < α2 6 β2 i (β2 − α2) − (β1 − α1) > 0.
Kładziemy µj = αjδa + (βj − αj)δb dla j = 1, 2, gdzie δa i δb s ↪a miarami
Diraca określonymi na B(R). Oczywiście

F1(x) =

{
α1 dla a 6 x < b,

β1 dla x = b,
i F2(x) =

{
α2 dla a 6 x < b,

β2 dla x = b.

Jeśli f : [a, b]→ [0,∞) jest funkcj ↪a borelowsk ↪a, to

f(a)(α1 − α2) 6 0 6 f(b)((β2 − α2)− (β1 − α1)),

co poci ↪aga za sob ↪a, że∫
[a,b]

fdµ1 = f(a)α1 + f(b)(β1 − α1)

6 f(a)α2 + f(b)(β2 − α2) =

∫
[a,b]

fdµ2.

W szczególności oznacza to, że warunek (ii) zachodzi. Jednak pomimo
tego F1(x) < F2(x) dla wszystkich x ∈ [a, b].

10



2.3. Nierówności całkowe na R

Zajmiemy si ↪e teraz odpowiednikiem twierdzenia 2.2.1 dla miar zdefi-
niowanych na całej prostej rzeczywistej.

Twierdzenie 2.3.1. Niech µ1 i µ2 b ↪ed ↪a skończonymi nieujemnymi
miarami borelowskimi na R. Rozważmy nast ↪epuj ↪ace trzy warunki :

(i) µ2((−∞, x]) 6 µ1((−∞, x]) dla każdego x ∈ R,
(ii)

∫
R fdµ1 6

∫
R fdµ2 dla każdej funkcji rosn ↪acej f : R→ [0,∞),

(iii)
∫

R fdµ1 6
∫

R fdµ2 dla każdej funkcji rosn ↪acej f : R→ R takiej, że∫
R |f |dµ2 <∞ (całka

∫
R fdµ1 może być równa −∞).

Jeśli warunek (i) (odpowiednio : (ii), (iii)) zachodzi, to µ2(R) 6 µ1(R)
(odpowiednio: µ1(R) 6 µ2(R), µ1(R) = µ2(R)). Jeśli µ1(R) 6 µ2(R)
oraz warunek (i) jest spełniony, to µ1(R) = µ2(R). Jeśli µ1(R) = µ2(R),
to wszystkie warunki (i), (ii) i (iii) s ↪a równoważne.

Dowód. W rozszerzonym zbiorze liczb rzeczywistych rozważmy stan-
dardow ↪a topologi ↪e, z któr ↪a R stanowi przestrzeń topologiczn ↪a zwart ↪a.
Dla j = 1, 2 rozszerzamy miary µj do skończonych miar borelowskich na
R przyjmuj ↪ac µj({±∞}) = 0. Rozważmy dowolny rosn ↪acy homeomor-
fizm φ : R→ [−1, 1] (np., φ(x) = x/(1 + |x|) dla x ∈ R i φ(±∞) = ±1).
Zdefiniujemy skończone miary borelowskie ν1 i ν2 na R w nast ↪epuj ↪acy
sposób

νj(σ) = µj(φ
−1(σ)), σ ∈ B(R), j = 1, 2.

PołóżmyGj(x) = νj((−∞, x]) dla x ∈ R i j = 1, 2. Oczywiście, supp νj ⊂
[−1, 1], Gj(−1) = 0 i Gj(1) = Gj(1−) = µj(R) dla j = 1, 2.

Załóżmy, że µ1(R) = µ2(R) (pozostałe cz ↪eści tezy s ↪a oczywiste). Tym
samym G1(1) = G2(1).

Niech f : R → R b ↪edzie ograniczon ↪a funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. Oznaczmy
przez f∞ rozszerzenie f do R dane wzorem f∞(±∞) = limx→±∞ f(x).
Oczywiście f∞ jest ograniczon ↪a funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. St ↪ad funkcja f∞◦φ−1 też
jest ograniczona i rosn ↪aca. Z twierdzenia o transporcie miary dostaniemy,
że ∫

R
fdµj =

∫
R
f∞dµj =

∫
R
f∞ ◦ φ−1 ◦ φ dµj =

∫
[−1,1]

f∞ ◦ φ−1dνj

(2.3.1)

dla j = 1, 2. W zwi ↪azku z tym, jeśli warunek (i) zachodzi, to z twierdzenia
2.2.1 otrzymujemy, że

∫
R
fdµ1

(2.3.1)
=

∫
[−1,1]

f∞ ◦ φ−1dν1 6
∫

[−1,1]

f∞ ◦ φ−1dν2
(2.3.1)

=

∫
R
fdµ2

(2.3.2)

dla każdej ograniczonej funkcji rosn ↪acej f : R→ R.
(i)⇒(ii) Załóżmy, że f : R→ [0,∞) jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. Dla n ∈ N∗

definiujemy funkcj ↪e fn : R → [0,∞) wzorem fn(x) = min{f(x), n} dla
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x ∈ R. Wówczas funkcje fn s ↪a ograniczonymi funkcjami rosn ↪acymi na R
takimi, że fn(x) 6 fn+1(x) i limn→∞ fn(x) = f(x) dla x ∈ R. Stosuj ↪ac
twierdzenie Lebesgue’a o zbieżności monotonicznej dostaniemy, że∫

R
fdµ1 = lim

n→∞

∫
R
fndµ1

(2.3.2)
6 lim

n→∞

∫
R
fndµ2 =

∫
R
fdµ2.(2.3.3)

(i)⇒(iii) Niech f : R→ R b ↪edzie funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a tak ↪a, że
∫

R |f |dµ2 <
∞. Funkcja f+ : R→ [0,∞) zdefiniowana wzorem f+(x) = max{f(x), 0}
dla x ∈ R jest rosn ↪aca oraz

∫
R f+dµ2 < ∞. St ↪ad i z implikacji (i)⇒(ii)

możemy wywnioskować, że
∫

R f+dµ1 < ∞. Jeśli
∫

R fdµ1 = −∞, wów-
czas nierówność

∫
R fdµ1 6

∫
R fdµ2 jest oczyista. W przeciwnym ra-

zie
∫

R |f |dµ1 < ∞. Dla n ∈ N∗ rozważmy funcj ↪e fn : R → R, gdzie
fn(x) = max{−n,min{f(x), n}} dla x ∈ R. Wówczas fn s ↪a funk-
cjami ograniczonymi i rosn ↪acymi na R takimi, że |fn(x)| 6 |f(x)| i
limn→∞ fn(x) = f(x) dla x ∈ R. Korzystaj ↪ac z twierdzenia Lebesgue’a o
zbieżności zmajoryzowanej otrzymamy (2.3.3).

(iii)⇒(ii) To jest oczywiste.
(ii)⇒(i) Podstawiaj ↪ac f = χ(x,∞), x ∈ R, i korzystaj ↪ac z równości

µ1(R) = µ2(R) otrzymamy (i). To kończy dowód twierdzenia. �

Uwaga 2.3.2. Twierdzenia 2.2.1 i 2.3.1 pozostaj ↪a prawdziwe jeśli
wyrażenie „funkcja rosn ↪aca” zast ↪apimy przez ”ograniczona ci ↪agła funkcja
rosn ↪aca”. Tylko implikacja (ii)⇒(i) wymaga dowodu. Rozważmy na
pocz ↪atek przypadek twierdzenia 2.2.1. Ustalmy x ∈ (a, b) i zdefiniujmy
dla n = 1, 2, . . . ograniczone ci ↪agłe funkcje rosn ↪ace fn : [a, b] → [0, 1]
wzorem

fn(t) =


0, gdy a 6 t 6 x,
n(t− x)

b− x
, gdy x < t 6 x+ 1

n
(b− x),

1 w przeciwnym wypadku.

Z (ii) wynika, że
∫

[a,b]
fndµ1 6

∫
[a,b]

fndµ2 dla wszystkich n > 1. Ponie-
waż {fn}∞n=1 jest zbieżny punktowo do χ(x,b], to z twierdzenia Lebesgue’a
o zbieżności monotonicznej otrzymujemy, że

F1(b)− F1(x) = µ1((x, b]) 6 µ2((x, b]) = F2(b)− F2(x),

co wraz z równości ↪a F1(b) = F2(b) prowadzi do nierówności F2(x) 6
F1(x). Przypadek twierdzenia 2.3.1 można uzyskać na mocy podobnego
rozumowania.

Uwaga 2.3.3. Przypatrzmy si ↪e jeszcze raz warunkowi (iii) z twier-
dzenia 2.3.1. Rozważmy dwie miary µ1 i µ2 (o których zakładamy, że
spełniaj ↪a warunek (i) i równość µ1(R) = µ2(R)) skupione na przedziale
[a,∞), gdzie a ∈ R.. Wówczas

∫
R |f |dµ1 <∞ dla każdej funkcji rosn ↪acej

f : R→ R takiej, że
∫

R |f |dµ2 <∞. Wynika to bezpośrednio z faktu, że
f(x) > f(a) dla prawie wszystkich x ∈ R wzgl ↪edem miary µ1.
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W tym miejscu warto zauważyć, że warunek (iii) twierdzenia 2.3.1 nie
gwarantuje sam z siebie, że

∫
R |f |dµ1 <∞ dla funkcji rosn ↪acej f : R→ R

takiej, że
∫

R |f |dµ2 <∞.

Przykład 2.3.4. Niech µ b ↪edzie skończon ↪a miar ↪a borelowsk ↪a na R
dan ↪a przez dµ(x) = (1+x2)−3/2dx. Weźmy sciśle rosn ↪ac ↪a funkcj ↪a φ : R→
R tak ↪a, że

φ(x) =

{
x jeśli x > −1

−x2 jeśli x < −1.

Oczywiście φ jest homeomorfizmem z R do R takim, że

φ(x) 6 x i x 6 φ−1(x) dla wszystkich x ∈ R.(2.3.4)

Oznaczmy przez µ◦φ−1 skończon ↪a nieujemn ↪a miar ↪e borelowsk ↪a na R dan ↪a
wzorem µ ◦ φ−1(σ) = µ(φ−1(σ)) dla każdego σ ∈ B(R). Z bijektywności
φ oraz nierówności (2.3.4) wynika, że µ(R) = µ ◦ φ−1(R) i

µ((−∞, x]) 6 µ((−∞, φ−1(x)]) = µ ◦ φ−1((−∞, x]), x ∈ R.
St ↪ad na mocy twierdzenia 2.3.1 (lub bezpośrednich rachunków z użyciem
twierdzenia o transporcie miary) otrzymamy, że

∫
R fdµ ◦ φ−1 6

∫
R fdµ

dla każdej funkcji rosn ↪acej f : R → R spełniaj ↪acej warunek
∫

R |f |dµ <
∞. Tym samym miary µ ◦ φ−1 i µ spełniaj ↪a warunek (iii). Pomimo
tego dla funkcji identycznościowej f na R mamy, że

∫
R |f |dµ < ∞ oraz∫

R fdµ ◦ φ−1 = −∞.
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ROZDZIAł 3

Porz ↪adek spektralny

3.1. Rzuty ortogonalne a algebry von Neumanna

Rozważmy zbiór uporz ↪adkowany (P (H),6), gdzie P (H) jest zbiorem
wszystkich rzutów ortogonalnych na przestrzeniH. Warto zwrócić uwag ↪e
na fakt, że dla każdej rodziny rzutów ortogonalnych A ⊂ P (H) istnieje
kres górny i kres dolny1. Symbolu

∨
A (odpowiednio

∧
A) b ↪edziemy

używali na oznaczenie kresu górnego (odpowiednio kresu dolnego) zbioru
A.

Jeśli {Mj}j∈J jest rodzin ↪a podzbiorów H, to
∨
j∈JMj b ↪edzie ozna-

czało najmniejsz ↪a (w sensie inkluzji) domkni ↪et ↪a podprzestrzeń wekto-
row ↪a H zawieraj ↪ac ↪a zbiór

⋃
j∈JMj. Z kolei niech

∧
j∈JMj :=

⋂
j∈JMj.

Jeśli M jest domkni ↪et ↪a podprzestrzeni ↪a wektorow ↪a przestrzeni Hilberta
H, to przez PM oznaczamy rzut ortogonalny na M . Dla każdej rodziny
A = {PMj

}j∈J , gdzie Mj jest domkni ↪et ↪a podprzestrzeni ↪a wektorow ↪a H
dla j ∈ J , prawdziwe s ↪a równości

(3.1.1)
∨
A =

∨
{PMj

}j∈J = PW
j∈J Mj

oraz

(3.1.2)
∧
A =

∧
{PMj

}j∈J = PV
j∈J Mj

.

Jeśli h ∈ H, to funkcja ph : B(H)→ [0,∞) dana wzorem ph(T ) := ‖Th‖
dla T ∈ B(H) jest półnorm ↪a. Zbiór {ph : h ∈ H} zadaje na przestrzeni
B(H) topologi ↪e lokalnie wypukł ↪a, któr ↪a nazywamy siln ↪a topologi ↪a ope-
ratorow ↪a. Można wykazać, że ci ↪ag uogólniony {Tj}, gdzie Tj ∈ B(H)
jest silnie zbieżny do T ∈ B(H) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
h ∈ H ci ↪ag uogólniony {‖(Tj − T )h‖} jest zbieżny do 0. Do oznacze-
nia granicy funkcji o wartościach w B(H) z siln ↪a topologi ↪a operatorow ↪a
b ↪edziemy używali symbolu s− lim.

Zbiór V ⊂ B(H) nazywamy algebr ↪a von Neumanna, jeśli V jest ze-
spolon ↪a ∗-algebr ↪a domkni ↪et ↪a w silnej topologii operatorowej. W dalszym
ci ↪agu b ↪edziemy zawsze zakładali, że I ∈ V . Poniższa propozycja opisuje
ważn ↪a własność rodziny rzutów ortogonalnych zawartych w algebrze von
Neumanna.

1Jeśli A = ∅, to kres górny (odpowiednio kres dolny) jest równy 0 (odpowiednio
I).
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Propozycja 3.1.1. Niech V ⊂ B(H) b ↪edzie algebr ↪a von Neumanna.
Wówczas

∧
j∈J

Ej,
∨
j∈J

Ej ∈ P (H) ∩ V dla dowolnej rodziny {Ej}j∈J ⊂

P (H) ∩ V .

Warto również zwrócić w tym miejscu uwag ↪e na nast ↪epuj ↪acy fakt.

Stwierdzenie 3.1.2. Niech V ⊂ B(H) b ↪edzie algebr ↪a von Neu-
manna tak ↪a, że I ∈ V . Niech E b ↪edzie borelowsk ↪a miar ↪a spektraln ↪a na
R. Jeśli F jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a tak ↪a, że E((−∞, x]) = F (x) dla
dowolnego x ∈ R, to poniższe warunki s ↪a równoważne:

(i) E(σ) ∈ V dla każdego σ ∈ B(R),
(ii) F (x) ∈ V dla każdego x ∈ R.

Niech X b ↪edzie dowolnym zbiorem. Mówimy, że funkcja F : X →
B(H) jest skojarzona z V , jeżeli F (X) ⊂ V .

3.2. Rozszerzenie definicji porz ↪adku Olsona

Jeśli E jest miar ↪a spektraln ↪a samosprz ↪eżonego operatora A w H, to
funkcj ↪e

F (x) = E((−∞, x]), x ∈ R,(3.2.1)

b ↪edziemy nazywać dystrybuant ↪a spektraln ↪a
2 operatora A. Spektralne dys-

trybuanty mog ↪a być też zdefiniowane w sposób abstrakcyjny bez odwo-
ływania si ↪e do miary spektralnej jako funkcje F : R→ P (H) spełniaj ↪ace
poniższe warunki

(m) F (x) 6 F (y), gdy x 6 y dla x, y ∈ R, (monotoniczność)
(z) s− lim

x→−∞
F (x) = 0 i s− lim

x→∞
F (x) = I, (zupełność)

(c) s − lim
x→x+

0

F (x) = F (x0) dla każdego x0 ∈ R. (prawostronna

ci ↪agłość)

Okazuje si ↪e, że zachodzi wzajemnie jednoznaczna odpowiedniość pomi ↪e-
dzy miarami spektralnymi a dystrybuantami spektralnymi dana równo-
ści ↪a (3.2.1) (zob. n.p., [2, Rozdział 6]).

Od tej chwili rezerwujemy symbole EA i FA odpowiednio dla miary
spektralnej i dystrybuanty spektralnej operatora samosprz ↪eżonego A.

Mówimy, że operatory samosprz ↪eżone A i B w H s ↪a spektralnie prze-
mienne jeśli ich miary spektralne s ↪a przemienne t.j. EA(σ)EB(τ) =
EB(τ)EA(σ) dla wszystkich σ, τ ∈ B(R). Wiadomo, że A i B s ↪a spek-
tralnie przemienne wtedy i tylko wtedy, gdy FA(x)FB(y) = FB(y)FA(x)
dla wszystkich x, y ∈ R (t ↪a równoważność można wywnioskować z [32,
twierdzenie 8.1] oraz [2, twierdzenie 6.3.2]).

2W dawniejszej terminologii używano poj ↪ecia rozkład identyczności (por. [2]).
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Poniższa propozycja 3.2.1, która jest szczególnym przypadkiem [31,
propozycja 4] (patrz również [13, 6, 12]), opisuje zależności pomi ↪edzy
wektorami ograniczonymi a dystrybuant ↪a spektraln ↪a.

Propozycja 3.2.1. Jeśli A jest dodatnim samosprz ↪eżonym operato-
rem w H, to

R(FA(x)) = Bx(A), x > 0.(3.2.2)

Niech V b ↪edzie algebr ↪a von Neumanna w B(H). Mówimy, że opera-
tor samosprz ↪eżony A w H jest skojarzony z V wtedy i tylko wtedy, gdy
EA(σ) ∈ V dla każdego σ ∈ B(R). Warunek ten okazuje si ↪e być równo-
ważny ż ↪adaniu, aby FA(x) ∈ V dla wszystkich x ∈ R (użyć twierdzenia
o bikomutancie).

W tym miejscu rozszerzamy definicj ↪e porz ↪adku spektralnego wprowa-
dzonego przez Olsona w [21] do przypadku nieograniczonych operatorów
samosprz ↪eżonych (zob. również [10]).

Definicja 3.2.2. Niech A i B b ↪ed ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w
H. Piszemy, że A 4 B, jeśli FB(x) 6 FA(x) dla wszystkich x ∈ R.

Ci ↪agłość miar poci ↪aga za sob ↪a, że definicja relacji A 4 B nie zależy
od sposobu definicji spektralnej dystrybuanty, co potwierdza poniższy
lemat.

Lemat 3.2.3. Jeśli A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w H,
to A 4 B wtedy i tylko wtedy, gdy EB((−∞, x)) 6 EA((−∞, x)) dla
wszystkich x ∈ R.

Oczywiście relacja „4” jest porz ↪adkiem w zbiorze wszystkich opera-
torów samosprz ↪eżonych w H. Relacja ta jest nazywana porz ↪adkiem spek-
tralnym. Olson udowodnił w [21], że zbiór wszystkich samosprz ↪eżonych
elementów algebry von Neumanna w B(H) jest krat ↪a warunkowo zu-
pełn ↪a wzgl ↪edem porz ↪adku spektralnego. Sformułujemy teraz i udowod-
nimy odpowiednik twierdzenia Olsona dla nieograniczonych operatorów
samosprz ↪eżonych3.

Twierdzenie 3.2.4. Niech V b ↪edzie algebr ↪a von Neumanna w B(H)
i niech {Tω : ω ∈ Ω} b ↪edzie rodzin ↪a samosprz ↪eżonych operatorów w H
skojarzonych z V . Załóżmy, że A1 i A2 s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi
w H takimi, że A1 4 Tω 4 A2 dla wszystkich ω ∈ Ω. Wtedy istnieje
infω∈Ω Tω i supω∈Ω Tω (wzgl ↪edem porz ↪adku „4”) i każdy z tych operatorów
jest skojarzony z V .

Dowód. (por. dowód twierdzenia 1. w [21]) Dowód rozbijemy na
kilka kroków.

Krok 1. Niech Fsup(x) :=
∧
ω∈Ω FTω(x) dla x ∈ R. Pokażemy, że

3Czytelników zainteresowanych dalszymi uogólnieniami twierdzenia Olsona odsy-
łamy do [3].
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(i) Fsup jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a skojarzon ↪a z V ,
(ii) jeśli G jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a skojarzon ↪a z V tak ↪a, że

(3.2.3) Fsup(x) 6 G(x) 6 FTω(x), x ∈ R, ω ∈ Ω,

to Fsup = G.
ad. (i) Z założenia twierdzenia oraz ze stwierdzenia 3.1.1 dostajemy,
że Fsup(x) ∈ V i FA2(x) 6 Fsup(x) dla każdego x ∈ R. St ↪ad wynika, że
s− lim

x→∞
Fsup(x) = I. Równość s− lim

x→−∞
Fsup(x) = 0 i monotoniczność Fsup

s ↪a natychmiastow ↪a konsekwencj ↪a odpowiednich własności FTω , ω ∈ Ω. W
szczególności dzi ↪eki monotoniczności Fsup otrzymujemy, że

s− lim
x→x+

0

Fsup(x) =
∧
x>x+

0

Fsup(x) =
∧
x>x+

0

( ∧
ω∈Ω

FTω(x)
)

=
∧
ω∈Ω

( ∧
x>x+

0

FTω(x)
)

=
∧
ω∈Ω

FTω(x0) = Fsup(x0).

Powyższa równość oznacza, że Fsup jest prawostronnie ci ↪agła. Zatem Fsup

jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a.
ad. (ii) Wynika bezpośrednio z definicji Fsup.
Krok 2. Wykażemy, że jeśli funkcja G : R → P (H) skojarzona z

V spełnia warunki (m) i (z), to Gr : R → P (H) zdefiniowana wzorem
Gr(x) :=

∧
y>xG(y) jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a skojarzon ↪a z V .

Bez trudu sprawdzamy, że Gr spełnia warunki (m) i (z). Zauważmy
równocześnie, że

s− lim
y→x+

Gr(y) =
∧
y>x

Gr(y) =
∧
y>x

( ∧
v>y

G(v)
)

=
∧
v>x

G(v) = Gr(x),

co oznacza, że Gr jest prawostronnie ci ↪agła.
Krok 3. Niech G(x) :=

∨
ω∈Ω FTω(x). Wówczas

(iii) Finf := Gr jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a skojarzon ↪a z V ,
(iv) jeśli H jest dystrybuant ↪a spektraln ↪a skojarzon ↪a z V tak ↪a, że

(3.2.4) FTω(x) 6 H(x) 6 Gr(x), dla każdego x ∈ R i ω ∈ Ω,

to H = Gr.
ad. (iii) Na mocy kroku 2. wystarczy wykazać, że G jest monoto-

niczna i zupełna. Oczywiście s− lim
x→∞

G(x) = I. Równocześnie z założenia

i z definicji G wynika, że G(x) 6 FA1(x) dla dowolnego x ∈ R. Wynika
st ↪ad, że s − lim

x→−∞
G(x) = 0. Monotoniczność G wynika bezpośrednio z

monotoniczności FTω dla każdego ω ∈ Ω.
ad. (iv) Z nierówności (3.2.4) wynika, że G(x) 6 H(x) 6 Gr(x) dla

dowolnego x ∈ R. St ↪ad oraz z prawostronnej ci ↪agłości H otrzymamy, że

H(x) 6 Gr(x) =
∧
y>x

G(y) 6
∧
y>x

H(y) = H(x), dla każdego x ∈ R.
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W szczególności H = Gr.
Krok 4. Z jednoznacznej odpowiedniości pomi ↪edzy miarami spektral-

nymi na B(R) a dystrybuantami spektralnymi oraz stwierdzenia 3.1.2
znajdziemy miary spektralne Esup i Einf na B(R) skojarzone z V ta-
kie, że Esup((−∞, x]) = Fsup(x) oraz Einf((−∞, x]) = Finf(x) dla każ-
dego x ∈ R. St ↪ad na mocy kroku 1. i kroku 3. otrzymujemy, że∫

R x dEsup(x) = supω∈Ω Tω i
∫

R x dEinf(x) = infω∈Ω Tω. �

Poniższy wniosek jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a twierdzenia 3.2.4.

Wniosek 3.2.5. Jeśli V jest algebr ↪a von Neumanna w B(H), to zbiór
wszystkich samosprz ↪eżonych operatorów A w H, które s ↪a skojarzone z V
jest krat ↪a warunkowo zupełn ↪a wzgl ↪edem porz ↪adku „4”.

3.3. Porz ↪adek spektralny pośród operatorów samosprz ↪eżonych

Ten podrozdział zaczniemy od sformułowania użytecznej (i łatwej w
dowodzie) własności funkcji rosn ↪acych, któr ↪a użyjemy w dowodzie pro-
pozycji 3.3.2.

Lemat 3.3.1. Niech f : R→ R b ↪edzie funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a i niech a ∈ R
b ↪edzie takie, że f−1([−∞, a]) 6= ∅. Połóżmy af = sup f−1([−∞, a]).
Wówczas

(−∞, af ) ⊆ f−1([−∞, a]) ⊆ (−∞, af ] ∩ R.(3.3.1)

Dodatkowo jeśli f jest półci ↪agła z dołu, to

f−1([−∞, a]) = (−∞, af ] ∩ R.

Propozycja 3.3.2. Niech A i B b ↪ed ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi
w H takimi, że A 4 B. Wtedy f(A) 4 f(B) dla każdej funkcji rosn ↪acej
f : R → R takiej, że f ∈ S(R, EA) ∩ S(R, EB). W szczególności f(A) 4
f(B) dla każdej funkcji rosn ↪acej f : R→ R.

Dowód. Na mocy twierdzenia o transporcie miary (por. [2, twier-
dzenie 5.4.10]) mamy

Ef(C)(σ) = EC ◦ f−1(σ), σ ∈ B(R),

gdzie C jest dowolnym operatorem samosprz ↪eżonym w H. Z powyższej
równości oraz z założenia, że f ∈ S(R, EA)∩S(R, EB), możemy wywnio-
skować, że

Ef(C)(σ) = EC ◦ f−1(σ ∪ {−∞}), σ ∈ B(R),(3.3.2)

dla C = A,B.
Ustalmy a ∈ R. Jeśli f−1([−∞, a]) = ∅, to z równości (3.3.2) wynika,

że Ff(B)(a) = Ff(A)(a) = 0. W przeciwnym wypadku f−1([−∞, a]) 6= ∅.
St ↪ad i z lematu 3.3.1 wiemy, że zachodzi (3.3.1). Jeśli af = ∞, to z
(3.3.1) i (3.3.2) otrzymujemy, że

Ff(B)(a) = EB(R) = I = EA(R) = Ff(A)(a).
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Jeśli af ∈ R i f−1([−∞, a]) = (−∞, af ], to z równości (3.3.2) dostaniemy,
że

Ff(B)(a)
(3.3.2)

= FB(af ) 6 FA(af )
(3.3.2)

= Ff(A)(a).

Ostatecznie, jeśli af ∈ R i f−1([−∞, a]) = (−∞, af ), to na mocy le-
matu 3.2.3 otrzymamy, że Ff(B)(a) = EB((−∞, af )) 6 EA((−∞, af )) =
Ff(A)(a). �

Propozycja 3.3.2 pokazuje, że jeśli f : R→ R jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a, to
implikacja A 4 B =⇒ f(A) 4 f(B) zachodzi dla dowolnych operatorów
samosprz ↪eżonych A i B w H. Odwrotnie, jeśli f : R → R jest funkcj ↪a
borelowsk ↪a spełniaj ↪ac ↪a powyższ ↪a implikacj ↪e dla wszystkich operatorów
samosprz ↪eżonych A i B w H, to f musi być rosn ↪ac ↪a. Aby to zobaczyć
wystarczy rozważyć operatory samosprz ↪eżone postaci aIH, a ∈ R.

Nast ↪epuj ↪acy rezultat jest odpowiednikiem [21, lemat 4] dla nieogra-
niczonych operatorów samosprz ↪eżonych.

Propozycja 3.3.3. Niech A i B b ↪ed ↪a samosprz ↪eżonymi operatorami
w H takimi, że A 4 B. Wówczas 〈Ah, h〉 6 〈Bh, h〉 dla wszystkich
h ∈ D(A)∩D(B). Co wi ↪ecej, jeśli A jest ograniczony od dołu, to również
B jest ograniczony od dołu oraz D(B) ⊆ D(A).

Dowód. Jeśli h ∈ D(A) ∩ D(B), to
∫

R x
2〈EC(dx)h, h〉 < ∞, co

poci ↪aga za sob ↪a, że
∫

R |x|〈EC(dx)h, h〉 < ∞ dla C = A,B. To w
poł ↪aczeniu z równości ↪a 〈EA(R)h, h〉 = 〈EB(R)h, h〉 = ‖h‖2 i twierdze-
niem 2.3.1 implikuje, że

〈Ah, h〉 =

∫
R
x〈EA(dx)h, h〉 6

∫
R
x〈EB(dx)h, h〉 = 〈Bh, h〉.

Przejdziemy teraz do dowodu drugiej cz ↪eści propozycji. Na pocz ↪atek
rozważmy przypadek, gdy operator A jest dodatni. Na mocy obserwacji
3.4.1 wynika, że 0 4 A. St ↪ad oraz z nierówności A 4 B otrzymamy,
że 0 4 B. Tym samym B jest dodatni. Oczywiście 〈EA(R)h, h〉 =
〈EB(R)h, h〉 = ‖h‖2 dla wszystkich h ∈ H. St ↪ad i z twierdzenia 2.3.1 mo-
żemy wywnioskować, że

∫
[0,∞)

x2〈EA(dx)h, h〉 6
∫

[0,∞)
x2〈EB(dx)h, h〉,

gdyż f(x) = x2χ[0,∞)(x) jest funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. Ostatnia nierówność po-
ci ↪aga za sob ↪a, że D(B) ⊆ D(A).

Jeśli A jest ograniczony od dołu przez a ∈ R, to na mocy propozycji
3.3.2, operator A−aIH jest dodatni, samosprz ↪eżony oraz A−aIH 4 B−
aIH. To wraz z rozumowaniem w poprzednim akapicie kończy dowód. �

Warto zauważyć, że w ogólnej sytuacji relacja A 4 B nie implikuje
ani inkluzji D(B) ⊆ D(A) ani tego, że D(A) ⊆ D(B). W przypadku,
gdy A i B nie s ↪a spektralnie przemienne, może si ↪e nawet zdarzyć, że
A 4 B oraz D(A) ∩D(B) = {0} (zob. 3.3.5).
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Przykład 3.3.4. Niech A b ↪edzie samosprz ↪eżonym operatorem mno-
żenia przez borelowsk ↪a funkcj ↪e φ : R → R w L2(R) 4 i niech B b ↪edzie
samosprz ↪eżonym operatorem mnożenia przez funkcj ↪e identycznościow ↪a
na R w L2(R). Rozważmy funkcj ↪e ci ↪agł ↪a φ:

φ(x) =


−x2 gdy x ∈ (−∞,−1],

x gdy x ∈ (−1, 1],√
x gdy x ∈ [1,∞).

Pokażemy, że A 4 B. Na wst ↪epie zauważamy, że EB(σ)h = χσh dla
h ∈ L2(R). Z drugiej strony EA(σ) = EB(φ−1(σ)) dla σ ∈ B(R). To
poci ↪aga za sob ↪a, że dla każdej funkcji borelowskiej ψ : R → [0,∞] i dla
każdego wektora h ∈ L2(R) mamy∫

R
ψ(x)〈EB(dx)h, h〉 =

∫
R
ψ(x)|h(x)|2dx,∫

R
ψ(x)〈EA(dx)h, h〉 =

∫
R
ψ(φ(x))|h(x)|2dx.

(3.3.3)

Ponieważ φ jest rosn ↪ac ↪a bijekcj ↪a i φ(x) 6 x dla wszystkich x ∈ R, to

EB((−∞, x]) = EA((−∞, φ(x)]) 6 EA((−∞, x]), x ∈ R,

co oznacza, że A 4 B. Zdefiniujmy dwie funkcje h1, h2 ∈ L2(R) w
nast ↪epuj ↪acy sposób

h1(x) =

{
0 gdy x ∈ (−∞, 1],

x−3/2 gdy x ∈ (1,∞),

h2(x) =

{
|x|−5/2 gdy x ∈ (−∞,−1],

0 gdy x ∈ (−1,∞).

Korzystaj ↪ac z równości (3.3.3) dla funkcji ψ(x) = x2 wnioskujemy, że
h1 ∈ D(A) \D(B) and h2 ∈ D(B) \D(A).

Przykład 3.3.5. Niech H b ↪edzie nieskończenie wymiarow ↪a ośrod-
kow ↪a przestrzeni ↪a Hilberta oraz niech A b ↪edzie dowolnym nieograni-
czonym dodatnim operatorem samosprz ↪eżonym w H. Na mocy [18,
twierdzenie 18] istnieje operator unitarny U ∈ B(H) taki, że D(A) ∩
D(U∗AU) = {0}. Przyjmijmy B := −|U∗AU |. Z jednej strony mamy,
że D(B) = D(U∗AU). W szczególności D(A) ∩ D(B) = {0}. Z drugiej
strony korzystaj ↪ac z obserwacji 3.4.1 oraz lematu 3.6.2 otrzymujemy, że
B 4 A.

4Jeśli p ∈ [1,∞) i µ jest miar ↪a borelowsk ↪a na Rκ, to Lp(Rκ, µ) oznacza przestrzeń
zespolonych funkcji borelowskich na Rκ całkowalnych w p-tej pot ↪edze wzgl ↪edem miary
µ (utożsamianych prawie wsz ↪edzie). W przypadku, gdy µ jest κ-wymiarow ↪a miar ↪a
Lebesgue’a, stosujemy oznaczenie Lp(Rκ).
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Twierdzenie 3.3.6 poniżej jest uogólnieniem [21, wniosek 1] dla przy-
padku nieograniczonych operatorów samosprz ↪eżonych, o których nie za-
kłada si ↪e, że s ↪a dodatnie. Poniższy dowód jest inny niż dowód oryginalny,
a warunek (iii) obejmuje istotnie szersz ↪a klas ↪e funkcji.

Twierdzenie 3.3.6. Jeśli A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w
H, to poniższe warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) f(A) 6 f(B) dla każdej ograniczonej i ci ↪agłej funkcji rosn ↪acej

f : R→ [0,∞),
(iii) f(A) 6 f(B) dla każdej ograniczonej funkcji rosn ↪acej f : R→ R.

Dowód. (i)⇒(iii) Zauważmy, że f(C) ∈ B(H) dla każdego samo-
sprz ↪eżonego operatora C w H i dla dowolnej ograniczonej rzeczywistej
funkcji borelowskiej f na R. Dzi ↪eki temu oraz propozycjom 3.3.2 i 3.3.3
dostajemy tez ↪e.

(iii)⇒(ii) To jest oczywiste.
(ii)⇒(i) Jeśli h ∈ H, to∫

R
f(x)〈EA(dx)h, h〉 = 〈f(A)h, h〉 6 〈f(B)h, h〉 =

∫
R
f(x)〈EB(dx)h, h〉

dla każdej ograniczonej i ci ↪agłej funkcji rosn ↪acej f : R→ [0,∞). St ↪ad na
mocy twierdzenia 2.3.1, 〈FB(x)h, h〉 6 〈FA(x)h, h〉 dla wszystkich h ∈ H
i x ∈ R. �

Na zakończenie ogólnych rozważań o porz ↪adku spektralnym warto
zwrócić uwag ↪e na to, że (BS(H),4) nie jest uporz ↪adkowan ↪a przestrzeni ↪a
wektorow ↪a, gdy dimH > 2 (zob. [21]). Do kwestii tej wrócimy jeszcze
raz przy okazji badania wielowymiarowego porz ↪adku spektralnego (por.
wniosek 4.4.13).

Przykład 3.3.7. Rozważmy przestrzeń HilbertaH = C2 wraz z baz ↪e
ortonormaln ↪a {e1, e2}, gdzie e1 = (1, 0) i e2 = (0, 1). Zdefiniujmy trzy
operatory A,B i C za pomoc ↪a poniższych macierzy

A =

[
0 0
0 0

]
, B =

[
2 −

√
2

−
√

2 1

]
i C =

[
−1

√
2√

2 −1

]
.

Oczywiście operatory A,B i C s ↪a samosprz ↪eżone. Bez problemu spraw-
dzamy, że B jest operatorem dodatnim. St ↪ad i z obserwacji 3.4.1 wynika,

że A 4 B. Pokażemy teraz, że A+C 64 B+C. Ponieważ B+C =

[
1 0
0 0

]
,

to jego dystrybuanta spektralna ma postać

FB+C(x) =


0, gdy x < 0,

P2, gdy 0 6 x < 1,

I, gdy 1 6 x,
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gdzie P2 jest projekcj ↪a ortogonaln ↪a na {0}×C. Z kolei A+C = C ma dwie
wartości własne: λ1 = −1−

√
2 oraz λ2 = −1 +

√
2. Łatwo sprawdzić że,

wartości własnej λ1 odpowiada przestrzeń własna M1 := {(z,−z) : z ∈
C} a wartości własnej λ2 przestrzeń własna M2 := {(z, z) : z ∈ C}.
Jeśli Qj b ↪edzie oznaczała projekcj ↪e ortogonaln ↪a na podprzestrzeń Mj dla
j = 1, 2, to dystrybuant ↪e spektraln ↪a A+ C można wyrazić wzorem

FA+C(x) =


0, gdy x < −1−

√
2,

Q1, gdy − 1−
√

2 6 x < −1 +
√

2,

I, gdy − 1 +
√

2 6 x.

W szczególności FB+C(0) 66 FA+C(0), co oznacza, że A+ C 64 B + C.

3.4. Porz ↪adek spektralny a operatory samosprz ↪eżone dodatnie

W tym podrozdziale zajmiemy si ↪e dokładniej zachowaniem si ↪e porz ↪a-
dku spektralnego w klasie operatorów samosprz ↪eżonych dodatnich. Roz-
ważania o porz ↪adku spektralnym dla tej klasy rozpoczniemy od prostej
ale ważnej obserwacji (por. [21, str. 540]).

Obserwacja 3.4.1. Niech A b ↪edzie operatorem samosprz ↪eżonym w
H. Wówczas 0 4 A wtedy i tylko wtedy, gdy A jest dodatni.

Dowód. Oczywiście

F0(x) =

{
0, gdy x ∈ (−∞, 0),

I, gdy x ∈ [0,∞).

St ↪ad wynika, że relacja 0 4 A jest równoważna równości EA((−∞, 0)) =
0. Ostatnia własność jest równoznaczna z tym, że A jest dodatni. �

Przejdziemy teraz do zagadnienia charakteryzacji porz ↪adku spektral-
nego we wspomnianej klasie operatorów za pomoc ↪a zależności pomi ↪edzy
pot ↪egami porównywanych operatorów. Na wst ↪epie pokażemy, że porz ↪a-
dek spektralny wymusza odpowiednie relacje pomi ↪edzy zbiorami wekto-
rów ograniczonych, analitycznych, quasi-analitycznych i stieltjesowskich
operatorów, które chcemy porównywać.

Propozycja 3.4.2. Niech A i B b ↪ed ↪a dodatnimi operatorami samo-
sprz ↪eżonymi w H takimi, że A 4 B. Wówczas dla każdej liczby rzeczy-
wistej s > 0 zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki :

(i) As 4 Bs,
(ii) D(Bs) ⊆ D(As) i D∞(Bs) ⊆ D∞(As),

(iii) ‖Ash‖ 6 ‖Bsh‖ dla wszystkich h ∈ D(Bs),
(iv) 〈Ash, h〉 6 〈Bsh, h〉 dla wszystkich h ∈ D(Bs),
(v) As 6 Bs.

Co wi ↪ecej, D∞(B) ⊆ D∞(A), B(B) ⊆ B(A), A (B) ⊆ A (A), Q(B) ⊆
Q(A) i S (B) ⊆ S (A).
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Dowód. (i) Wynika bezpośrednio z propozycji 3.3.2 zastosowanej do
funkcji rosn ↪acej f(x) = |x|sχ[0,∞)(x).

(ii) Stosuj ↪ac (i) oraz propozycj ↪e 3.3.3 widzimy, że D(Bt) ⊆ D(At) dla
każdej liczby rzeczywistej t > 0. St ↪ad wynika, że D((Bs)n) = D(Bsn) ⊆
D(Asn) = D((As)n) dla wszystkich n ∈ N. Tym samym5 D∞(Bs) ⊆
D∞(As).

(iii) Korzystaj ↪ac z (ii) i z twierdzenia 2.3.1 do funkcji rosn ↪acej f(x) =
|x|2sχ[0,∞)(x) otrzymujemy, że

‖Ash‖2 =

∫
[0,∞)

x2s〈EA(dx)h, h〉 6
∫

[0,∞)

x2s〈EB(dx)h, h〉 = ‖Bsh‖2

dla wszystkich h ∈ D(Bs).
(iv) Wynika natychmiast z (i) i z propozycji 3.3.3 (można też wy-

wnioskować (iv) z (iii)).
(v) Wynika bezpośrednio z (ii) i (iii).
Pozostała cz ↪eść tezy wynika z (ii) i (iii). �

Wniosek 3.4.3. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪eżo-
nymi w H takimi, że At 4 Bt dla pewnej rzeczywistej liczby t > 0, to
As 4 Bs dla każdej liczby rzeczywistej s > 0.

Dowód. Niech s b ↪edzie dowoln ↪a nieujemn ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Wów-
czas Cs = (Ct)s/t, gdzie C jest dodatnim samosprz ↪eżonym operatorem
w H. St ↪ad na mocy propozycji 3.4.2 (i) otrzymujemy tez ↪e. �

Zgodnie z propozycj ↪a 3.4.2, jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami sa-
mosprz ↪eżonymi wH takimi, że A 4 B, to An 6 Bn dla wszystkich n ∈ N.
Można w tym miejscu postawić pytanie: czy implikacja odwrotna jest
prawdziwa. Jak si ↪e okazuje odpowiedź jest pozytywna (zobacz wniosek
3.4.7). Zaczniemy od udowodnienia kluczowego lematu. Poniżej przyj-
mujemy konwencj ↪e, że 0/0 = 0 i a/0 =∞ dla a ∈ (0,∞).

Lemat 3.4.4. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪eżonymi
w H, to

(i) R(FB(x)) ∩ EA/B ⊆ R(FA(x)) dla każdego x ∈ R,
(ii) A 4 B zakładaj ↪ac, że B(B) ⊆ EA/B,

gdzie EA/B = {h ∈ D∞(A) ∩D∞(B) : LA/B(h) 6 1} oraz 6

LA/B(h) := lim inf
s→∞

s
√
〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉, h ∈ D∞(A) ∩D∞(B).

(3.4.1)

Dowód. Na wst ↪epie zauważmy, że jeśli C jest dodatnim operatorem

samosprz ↪eżonym w H, to 〈Csh, h〉 =

∫
[0,∞)

xs〈EC(dx)h, h〉 dla każdego

5 Zauważmy, że D∞(Ct) = D∞(C) dla każdego dodatniego operatora samo-
sprz ↪eżonego C i dla wszystkich liczb rzeczywistych t > 0.
6 Zagadnienie istnienia granicy w (3.4.1) jest dyskutowane w aneksie.
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h ∈ D∞(C). W szczególności st ↪ad i ze stwierdzenia 5.1.1 (zastosowa-
nego do funkcji f : [0,∞) → R danej wzorem f(x) = xs dla x > 0
oraz miary borelowskiej µh określonej wzorem µh(σ) := 〈EC(σ)h, h〉 dla
wszystkich σ ∈ B(R)) wynika, że dla dowolnego dodatniego operatora
samosprz ↪eżonego C w H oraz dla każdego h ∈ D∞(C) istnieje granica
lims→∞

s
√
〈Csh, h〉 ∈ [0,∞].

(i) Dla danego h ∈ D∞(A)∩D∞(B) wprowadźmy pomocnicze ozna-
czenie rs(h) = 〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉. Ustalmy liczb ↪e rzeczywist ↪a x > 0 i
weźmy h ∈ R(FB(x))∩EA/B. Wówczas na mocy (3.2.2) h ∈ Bx(B). Po-
nieważ LA/B(h) 6 1, to istnieje rosn ↪acy ci ↪ag {sn}∞n=1 liczb rzeczywistych
dodatnich taki, że limn→∞

sn
√
rsn(h) 6 1. Stosuj ↪ac powyższe informacje

otrzymamy nast ↪epuj ↪ace oszacowania

lim
n→∞

n
√
‖Anh‖ = lim

n→∞

2n
√
〈A2nh, h〉(3.4.2)

= lim
n→∞

sn
√
〈Asnh, h〉

= lim
n→∞

sn
√
rsn(h) lim

n→∞

sn
√
〈Bsnh, h〉

6 lim
n→∞

2n
√
〈B2nh, h〉

= lim
n→∞

n
√
‖Bnh‖ 6 x.

Dzi ↪eki zastosowaniu [30, lemat 8 (b)] do operatora A widzimy, że h ∈
Bx(A). St ↪ad i z równości (3.2.2) otrzymujemy, że h ∈ R(FA(x)), co
oznacza że R(FB(x)) ∩ EA/B ⊆ R(FA(x)). To poci ↪aga za sob ↪a (i).

Punkt (ii) tezy jest natychmiastowym wnioskiem z (i) i (3.2.2). �

Możemy teraz udowodnić nasz ↪a główn ↪a charakteryzacj ↪e porz ↪adku
spektralnego.

Twierdzenie 3.4.5. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samo-
sprz ↪eżonymi w H, to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) D∞(B) ⊆ D∞(A) i LA/B(h) 6 1 dla wszystkich h ∈ D∞(B),

(iii) B(B) ⊆ D∞(A) i LA/B(h) 6 1 dla wszystkich h ∈ B(B),
(iv) B(B) ⊆ B(A) i LA/B(h) 6 1 dla wszystkich h ∈ B(B).

Dowód. (i)⇒(ii) Na mocy cz ↪eści (ii) i (iv) propozycji 3.4.2 otrzy-
mujemy, że D∞(B) ⊆ D∞(A) i 〈Ash, h〉 6 〈Bsh, h〉 dla każdego s > 0 i
h ∈ D∞(B), co oznacza, że LA/B(h) 6 1 dla wszystkich h ∈ D∞(B).

(ii)⇒(iii) To jest oczywiste.
(iii)⇒(i) Wystarczy zastosować lemat 3.4.4 (ii).
(i)⇒(iv) To jest konsekwencj ↪a (i)⇒(ii) oraz propozycji 3.4.2.
(iv)⇒(iii) To jest oczywiste. �

Wniosek 3.4.6. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪eżo-
nymi w H, to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:
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(i) A 4 B,
(ii) D∞(B) ⊆ D∞(A) i IA,B(h) = [0,∞) dla każdego h ∈ D∞(B),

(iii) D∞(B) ⊆ D∞(A) i zbiór IA,B(h) jest nieograniczony dla każdego
h ∈ D∞(B),

(iv) B(B) ⊆ D∞(A) i zbiór IA,B(h) jest nieograniczony dla każdego
h ∈ B(B),

(v) B(B) ⊆ B(A) i zbiór IA,B(h) jest nieograniczony dla każdego h ∈
B(B),

gdzie IA,B(h) := {s ∈ [0,∞) : 〈Ash, h〉 6 〈Bsh, h〉} dla h ∈ D∞(A) ∩
D∞(B).

Dowód. (i)⇒(ii) To wynika z propozycji 3.4.2 (ii)&(iv).
Implikacje (iv)⇒(v) i (v)⇒(i) s ↪a bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a twier-

dzenia 3.4.5.
Pozostałe implikacje s ↪a oczywiste. �

Poniższy wniosek, za wyj ↪atkiem punktu (iv), jest uogólnieniem [21,
twierdzenie 3] na przypadek operatorów nieograniczonych. Równoważ-
ność (iii)⇔(iv) poniżej jest ciekawa niezależnie od samych rozważań o
porz ↪adku spektralnym.

Wniosek 3.4.7. Niech A i B b ↪ed ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪e-
żonymi w H. Załóżmy, że {sn}∞n=1 ⊆ [0,∞) i {rn}∞n=1 ⊆ [1,∞) s ↪a
ci ↪agami takimi, że limn→∞ sn = ∞ i lim infn→∞

sn
√
rn 6 1 7. Wówczas

poniższe warunki s ↪a równoważne:
(i) A 4 B,

(ii) As 4 Bs dla wszystkich s > 0,
(iii) As 6 Bs dla wszystkich s > 0,
(iv) Asn 6 rnB

sn dla wszystkich n > 1.
W szczególności A 4 B wtedy i tylko wtedy, gdy An 6 Bn dla wszystkich
n ∈ N.

Dowód. Na mocy propozycji 3.4.2 wnioskujemy, że (i) implikuje (ii)
oraz (ii) implikuje (iii). Implikacja (iii)⇒(iv) jest trywialna.

(iv)⇒(i) Niech C b ↪edzie dowolnym dodatnim operatorem samosprz ↪e-
żonym w H. Ponieważ D(Ct) ⊆ D(Cs) dla wszystkich nieujemnych liczb
rzeczywistych s, t takich, że s 6 t, to D∞(C) =

⋂∞
n=1 D(Csn/2). Z (iv)

wynika, że D(Bsn/2) ⊆ D(Asn/2) dla wszystkich n > 1. Z poł ↪aczenia obu
faktów wnioskujemy, że D∞(B) ⊆ D∞(A). St ↪ad na mocy (iv) otrzymu-
jemy, że

〈Asnh, h〉 = ‖Asn/2h‖2 6 rn‖Bsn/2h‖2

= rn〈Bsnh, h〉, h ∈ D∞(B), n > 1.

Stosuj ↪ac twierdzenie 3.4.5 dostajemy (i).

7Z założenia wynika, że lim infn→∞ sn
√
rn = 1. Dowód samej implikacji (iv)⇒(i)

nie wymaga tak silnego warunku.
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Pozostała cz ↪eść tezy jest szczególnym przypadkiem równoważności
(i)⇔(iv). �

Nast ↪epny wniosek rzuca wi ↪ecej światła na zwi ↪azki pomi ↪edzy porz ↪a-
dkami „4” i „6”.

Wniosek 3.4.8. Niech A i B b ↪ed ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪e-
żonymi w H. Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) A 64 B,
(ii) zbiór {s ∈ [0,∞) : As 6 Bs} jest ograniczony.

Dodatkowo, jeśli A 64 B i B(B) ⊆ D∞(A), to istnieje wektor h ∈ B(B)
taki, że zbiór {s ∈ [0,∞) : 〈Ash, h〉 6 〈Bsh, h〉} jest ograniczony.

Dowód. Równoważność (i)⇔(ii) można wydedukować z równoważ-
ności (i)⇔(iv) we wniosku 3.4.7 dzi ↪eki zastosowaniu kontrapozycji (z
rn ≡ 1 i odpowiednio dobranym ci ↪agiem {sn}∞n=1). Druga cz ↪eść tezy jest
konsekwencj ↪a wniosku 3.4.6 (iv). �

3.5. Przykład

Naszym najbliższym celem b ↪edzie zilustrowanie wniosku 3.4.8. Ogra-
niczamy si ↪e do przypadku dwuwymiarowej przestrzeni Hilberta H =
C2 wyposażonej w baz ↪e ortonormaln ↪a {(1, 0), (0, 1)}. W tej sytuacji
porz ↪adek spektralny ma prost ↪a charakteryzacj ↪e, której dowód (dosyć
techniczny) pozostawiamy czytelnikowi.

Lemat 3.5.1. Niech A i B b ↪ed ↪a symetrycznymi macierzami dwa na
dwa o wartościach własnych α1 6 α2 i β1 6 β2 odpowiednio (jeśli prze-
strzeń własna jest dwuwymiarowa, to odpowiadaj ↪aca jej wartość własna
jest liczona dwukrotnie). Wówczas nast ↪epuj ↪ace dwa warunki s ↪a równo-
ważne:

(i) A 4 B,
(ii) αj 6 βj dla j = 1, 2, i N (A−α1) = N (B−β1) jeśli tylko β1 < α2.

Co wi ↪ecej, jeśli A 4 B i β1 < α2, to AB = BA.

Zauważmy, że jeśli αj 6 βj dla j = 1, 2 i β1 > α2, to A 4 B nie musi
implikować przemienności A i B. Rzeczywiście, jeśli α1 < α2 6 β1 < β2 i
P,Q ∈ B(C2) s ↪a dowolnymi nieprzemiennymi rzutami ortogonalnymi, to
macierze A = (α1−α2)P+α2 i B = (β1−β2)Q+β2, które s ↪a symetryczne,
nie s ↪a przemienne oraz A 4 B (zauważmy, że musi być dim R(P ) =
dim R(Q) = 1). Zakładaj ↪ac dodatkowo, że α1 > 0, dostaniemy, że A > 0
i B > 0.

Niech A i Bθ b ↪ed ↪a macierzami zdefiniowanymi w nast ↪epuj ↪acy sposób

A =

[
1 1
1 1

]
i Bθ =

[
2 1
1 θ

]
dla θ ∈ [1,∞).(3.5.1)

Oczywiście, A > 0 i Bθ > 0. Macierze A i B1 pojawiaj ↪a si ↪e w [5, strona
584], gdzie zauważono, że A 6 B1 oraz A2 66 B2

1 (zatem A 64 B1).
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Lemat 3.5.2. Jeśli A i Bθ s ↪a określone równościami (3.5.1), to na-
st ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 Bθ,
(ii) ABθ = BθA,

(iii) θ = 2.

Dowód. Zauważmy, że α1 = 0 i α2 = 2 s ↪a wartościami własnymi
macierzy A oraz βθ,1 = (θ + 2 −

√
∆θ)/2 i βθ,2 = (θ + 2 +

√
∆θ)/2 s ↪a

wartościami własnymi macierzy Bθ, gdzie∆θ = (θ−2)2+4. Z nierówności
θ − 2 6 |θ − 2| <

√
∆θ, wynika, że

βθ,1 < α2.(3.5.2)

(i)⇒(ii) Na mocy 3.5.1 i (3.5.2), macierze A i Bθ s ↪a przemienne.
(ii)⇔(iii) To jest oczywiste.
(iii)⇒(i) Wynika bezpośrednio z lematu 3.5.1, (3.5.2) i równości A =

A− α1 = B2 − β2,1. �

Zauważmy, że lim
θ→∞

βθ,1 = 2 =
1

2
(β2,1 + β2,2) 6= β2,1 i lim

θ→∞
βθ,2 =∞.

W tym momencie możemy zobrazować sytuacj ↪e z wniosku 3.4.8. Po-
każemy mianowicie, że dla każdej liczby całkowitej k > 1 istniej ↪a samo-
sprz ↪eżone operatory dodatnie A1 i A2 działaj ↪ace na tej samej przestrzeni
Hilberta takie, że An1 6 An2 dla każdego n = 0, . . . , k i A1 64 A2.

Propozycja 3.5.3. Niech A i Bθ b ↪ed ↪a takie jak w (3.5.1). Wtedy
dla każdej liczby całkowitej dodatniej k istnieje θk ∈ (2,∞) taka, że dla
każdego θ ∈ [θk,∞),

(i) An 6 Bn
θ dla każdego n = 0, . . . , k,

(ii) A 64 Bθ.

Dowód. Na mocy zasady indukcji matematycznej

An = 2n−1A, n > 1.

Ponieważ macierze Bθ s ↪a symetryczne, to n-t ↪a pot ↪eg ↪e można zapisać w
postaci

Bn
θ =

[
an bn
bn cn

]
, n > 1,(3.5.3)

gdzie an, bn, cn s ↪a zależne od θ. Obliczaj ↪ac B(n+1)
θ otrzymamy, że

an+1 = 2an + bn, bn+1 = an + θbn = 2bn + cn, cn+1 = bn + θcn, n > 1.
(3.5.4)
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St ↪ad na mocy zasady indukcji matematycznej możemy wywnioskować,
że (pami ↪etaj ↪ac o tym, że a1 = 2 i a2 = 5)

an+2, bn i cn s ↪a unormowanymi8 wielomianami zmiennej θ(3.5.5)
dla każdego n > 1,

współczynniki an, bn i cn s ↪a całkowite i nieujemne dla n > 1,(3.5.6)

deg an = max{n− 2, 0}, deg bn = n− 1 i deg cn = n dla(3.5.7)
wszystkich n > 1.

Oczywiście, wystarczy udowodnić, że dla ustalonej dodatniej liczby cał-
kowitej k zachodzi nierówność Bk

θ − Ak > 0 dla odpowiednio dużych θ.
Na wst ↪epie zauważmy, że ak(θ)− 2k−1, element (1, 1) macierzy Bk

θ −Ak,
jest dodatni dla każdego θ ∈ [1,∞). Istotnie, wynika to z zasady indukcji
matematycznej oraz (3.5.6) zastosowanych do zależności rekurencyjnej

an+1(θ)− 2n
(3.5.4)

= 2(an(θ)− 2n−1) + bn(θ), n > 1.

Kolejnym krokiem b ↪edzie wykazanie, że det(Bk
θ −Ak) > 0 dla odpowied-

nio dużych θ. Uwzgl ↪edniaj ↪ac to, że wielomian ck jest unormowany (zob.
(3.5.5)), otrzymamy

det(Bk
θ − Ak) = (akck − b2

k)− 2k−1ck + 2kbk − 2k−1ak
(3.5.3)&(3.5.7)

= det(Bk
θ )− 2k−1θk +�k−1

= (detBθ)
k − 2k−1θk +�k−1

= (2θ − 1)k − 2k−1θk +�k−1

= 2kθk − 2k−1θk +�′k−1

= 2k−1θk +�′k−1,

gdzie �k−1 i �′k−1 s ↪a wielomianami zmiennej θ, których stopień jest
mniejszy lub równy k − 1. Stosuj ↪ac kryterium Sylwestra otrzymamy,
że Bk

θ − Ak > 0 dla odpowiednio dużych θ. Jeśli θ 6= 2, to na mocy
lematu 3.5.2, A 64 Bθ. To kończy dowód. �

3.6. Pewna metoda redukcji do przypadku ograniczonych
operatorów samosprz ↪eżonych

Z definicji porz ↪adku spektralnego wynika, że jeśli A i B s ↪a operato-
rami samosprz ↪eżonymi w H takimi, że A 4 B, to

FA(x)FB(x) = FB(x)FA(x), x ∈ R.(3.6.1)

Warunek (3.6.1) jest znacznie słabszy niż spektralna przemienność A i
B (zob. podrozdział 3.5). Olson udowodnił w [21, twierdzenie 2], że
jeśli A,B ∈ B(H) s ↪a samosprz ↪eżone, to A 4 B wtedy i tylko wtedy,

8Wielomiany o współczynniku wiod ↪acym równym 1 nazywa si ↪e czasami
monicznymi.
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gdy A 6 B oraz spełniona jest równość (3.6.1). Pojawia si ↪e w tym
miejscu pytanie, czy podobnie jest w przypadku operatorów nieograni-
czonych. Ponieważ w przypadku operatorów nieograniczonych porz ↪adek
„6” zdefiniowany jest tylko dla operatorów samosprz ↪eżonych dodatnich,
to musimy ograniczyć nasze badania do tej szczególnej klasy operatorów
(por. również z przykładem 3.3.4). W tym zakresie odpowiedź na nasze
pytanie jest pozytywna (por. wniosek 3.6.6; zob. także wniosek 3.6.9).

Zaczniemy od udowodnienia serii lematów. Dla pełności wywodu
zamieszczamy dowód nast ↪epuj ↪acego znanego faktu.

Lemat 3.6.1. Niech A b ↪edzie dodatnim operatorem samosprz ↪eżonym
w H i niech η b ↪edzie dodatni ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a. Jeśli f : [0,∞)→ [0, η]
i g : [0, η]→ [0,∞) s ↪a funkcjami borelowskimi, to widmo operatora f(A)
zawarte jest w przedziale [0, η] i zachodzi równość

g(f(A)) = (g ◦ f)(A).

Dowód. Dzi ↪eki równości Ef(A)(σ) = EA(f−1(σ)) dla każdego σ ∈
B(R) otrzymujemy, że

Ef(A)((η,∞)) = EA(f−1((η,∞))) = EA(∅) = 0.

St ↪ad wynika, że widmo dodatniego operatora samosprz ↪eżonego f(A),
które jest równe domkni ↪etemu nośnikowi miary spektralnej Ef(A), jest
zawarte w [0, η]. To oznacza, że istnieje operator g(f(A)). Stosuj ↪ac
twierdzenie o transporcie miar dla miar spektralnych dostaniemy, że

(g ◦ f)(A) =

∫
[0,∞)

g ◦ fdEA

=

∫
[0,η]

gdEA ◦ f−1 =

∫
[0,η]

gdEf(A) = g(f(A)),

co kończy dowód. �

Lemat 3.6.2. Jeśli A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w H, to
A 4 B wtedy i tylko wtedy, gdy −B 4 −A.

Dowód. Oczywiście dla dowolnego operatora samosprz ↪eżonego C w
H i dla wszystkich σ ∈ B(R) zachodzi równość9 E−C(σ) = EC(−σ).
St ↪ad wynika, że

F−C(x) = EC([−x,∞)) = I − EC((−∞,−x)), x ∈ R.(3.6.2)

Jeśli A 4 B, to na mocy lematu 3.2.3 dostaniemy, że EB((−∞, x)) 6
EA((−∞, x)) dla każdego x ∈ R. St ↪ad i z równości (3.6.2) wynika, że
F−A(x) 6 F−B(x) dla wszystkich x ∈ R, co oznacza, że −B 4 −A.
Stosuj ↪ac powyższe rozumowanie do −B i −A otrzymamy implikacj ↪e od-
wrotn ↪a. �

9Jeśli σ ⊂ R, to przyjmujemy z definicji, że −σ := {x ∈ R : − x ∈ σ}.
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Wniosek 3.6.3. Niech A i B b ↪ed ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w H
i niech f : R→ R b ↪edzie funkcj ↪a malej ↪ac ↪a. Jeśli A 4 B, to f(B) 4 f(A).

Dowód. Korzystaj ↪ac z propozycji 3.3.2 dla funkcji −f i z lematu
3.6.2 otrzymujemy tez ↪e. �

Lemat 3.6.4. Niech C1, C2 ∈ B(H) b ↪ed ↪a iniektywnymi dodatnimi
operatorami samosprz ↪eżonymi, których widma zawarte s ↪a w domkni ↪etym
przedziale [0, η], gdzie η ∈ (0,∞). Załóżmy, że f : (0, η] → [0,∞) jest
malej ↪ac ↪a bijekcj ↪a. Jeśli C1 4 C2, to f(C2) 4 f(C1).

Dowód. Rozszerzmy f do funkcji f̃ : R → [0,∞] definiuj ↪ac f̃(x) =

∞, gdy x 6 0 oraz f̃(x) = 0, gdy x > η. Ponieważ widmo operatora
Cj zawarte jest w domkni ↪etym przedziale [0, η] oraz zero nie należy do
widma punktowego Cj, to istnieje f(Cj) oraz f(Cj) = f̃(Cj), j = 1, 2.
Zdefiniujmy f̌ : R→ [−∞, 0] wzorem f̌(x) = −f̃(x) dla x ∈ R. Funkcja
f̌ jest rosn ↪aca oraz f̌ ∈ S(R, EC1) ∩ S(R, EC2). St ↪ad na mocy propo-
zycji 3.3.2 wynika, że f̌(C1) 4 f̌(C2). Dzi ↪eki temu oraz lematowi 3.6.2
otrzymujemy tez ↪e. �

W tym momencie jesteśmy przygotowani do dowodu głównego twier-
dzenia redukcyjnego.

Twierdzenie 3.6.5. Niech A1 i A2 b ↪ed ↪a dodatnimi operatorami sa-
mosprz ↪eżonymi w H. Załóżmy, że g : [0,∞) → (0, η] jest malej ↪ac ↪a bi-
jekcj ↪a, gdzie η ∈ (0,∞). Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) A1 4 A2,
(ii) g(A2) 4 g(A1),

(iii) g(A2) 6 g(A1) i zachodzi (3.6.1).

Dowód. (i)⇒(ii) Niech g̃ : R→ (0, η] b ↪edzie rozszerzeniem g danym
przez g̃(x) = g(0) = η dla x ∈ (−∞, 0). Oczywiście g̃ jest malej ↪aca. St ↪ad
dzi ↪eki wnioskowi 3.6.3 wynika, że g(A2) = g̃(A2) 4 g̃(A1) = g(A1).

(ii)⇒(i) Niech Cj = g(Aj) dla j = 1, 2. Wówczas operatory C1 i
C2 spełniaj ↪a założenia lematu 3.6.4 z f := g−1 : (0, η] → [0,∞), co jest
konsekwencj ↪a twierdzenia o odwzorowaniu widm dla całek spektralnych
oraz charakteryzacji widma punktowego za pomoc ↪a miary spektralnej
(por. [2, strona 158]). St ↪ad f(C1) 4 f(C2). Niech f̃ : [0, η] → [0,∞)

b ↪edzie rozszerzeniem f takim, że f̃(0) = 0. Wówczas na mocy lematu
3.6.1 dostajemy, że

f(Cj) = f̃(Cj) = f̃(g(Aj)) = (f̃ ◦ g)(Aj) = Aj,

co oznacza, że A1 4 A2.
(i)⇒(iii) Wiemy już, że A1 4 A2 poci ↪aga za sob ↪a równość (3.6.1). Z

implikacji (i)⇒(ii) wynika, że g(A2) 4 g(A1). Zatem (na mocy albo [21,
twierdzenie 2] albo propozycji 3.4.2) otrzymujemy, że g(A2) 6 g(A1).
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(iii)⇒(ii) Rozważmy funkcj ↪e h := −g : [0,∞) → [−η, 0). Z (iii)
mamy, że h(A1) 6 h(A2). Zauważmy, że dystrybuanty spektralne Fh(A1)

i Fh(A2) s ↪a określone wzorem

Fh(Aj)(x) =


0, x ∈ (−∞,−η),

EAj([0, g
−1(−x)]), x ∈ [−η, 0),

I, x ∈ [0,∞).

j = 1, 2,(3.6.3)

co wynika z zależności

Fh(Aj)(x) = EAj(h
−1((−∞, x])), x ∈ R, j = 1, 2.

Skoro FAj(y) = EAj([0, y]) dla wszystkich y ∈ [0,∞) i j = 1, 2, to z
równości (3.6.3) możemy wywnioskować, że x ∈ R operatory Fh(A1)(x) i
Fh(A2)(x) s ↪a przemienne. Stosuj ↪ac [21, twierdzenie 2] do ograniczonych
operatorów samosprz ↪eżonych h(A1) i h(A2) otrzymujemy, że h(A1) 4
h(A2). St ↪ad i z lematu 3.6.2 wynika, że g(A2) 4 g(A1), co kończy dowód.

�

Poniżej wyprowadzimy kilka ważnych wniosków z twierdzenia 3.6.5.
Rozpoczniemy od odpowiedzi na główne pytanie tego podrozdziału.

Wniosek 3.6.6. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪e-
żonymi w H i ε jest dodatni ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a, to poniższe warunki s ↪a
równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) (εI +B)−1 4 (εI + A)−1,
(iii) (εI +B)−1 6 (εI + A)−1 oraz zachodzi (3.6.1),
(iv) A 6 B i zachodzi (3.6.1).

Dowód. Stosuj ↪ac twierdzenie 3.6.5 (z η = 1
ε

i g(x) = 1
ε+x

dla x ∈
[0,∞)), widzimy, że warunki (i), (ii) oraz (iii) s ↪a równoważne. Implikacja
(i)⇒(iv) wynika z propozycji 3.4.2. Ostatecznie, implikacja (iv)⇒(iii)
jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a [11, twierdzenie 2.21, strona 330]. �

Wniosek 3.6.7. Jeśli A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w H
ograniczonymi z dołu i ε jest dodatni ↪a liczb ↪a rzeczywist ↪a, to nast ↪epuj ↪ace
warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) e−εB 4 e−εA,

(iii) e−εB 6 e−εA i zachodzi (3.6.1).

Dowód. Jeśli operatory A i B s ↪a dodatnie, to warunki (i), (ii) i
(iii) s ↪a równoważne dzi ↪eki twierdzeniu 3.6.5 zastosowanemu do η = 1 i
g(x) = e−εx, x ∈ [0,∞).

Przyjmijmy teraz, że A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi ograni-
czonymi od dołu. Istnieje wówczas liczba rzeczywista a taka, że operatory
A1 := A − aIH i B1 := B − aIH s ↪a samosprz ↪eżone oraz dodatnie. Na
mocy propozycji 3.3.2, A 4 B wtedy i tylko wtedy, gdy A1 4 B1. Jest
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oczywistym, że FC−aIH(x) = FC(x+ a) dla x ∈ R i e−ε(C−aIH) = eεae−εC

dla dowolnego C operatora samosprz ↪eżonego wH . Co wi ↪ecej, jeśli D jest
operatorem samosprz ↪eżonym, to FrD(x) = FD(1

r
x) dla wszystkich x ∈ R

i r > 0. To oznacza, że dowód redukuje si ↪e do przypadku dodatnich
operatorów samosprz ↪eżonych A1 i B1. �

Przypomnijmy, że zgodnie z twierdzeniem Stone’a (por. [24, twier-
dzenie 13.37]) infinitezymalny generator C0-półgrupy ograniczonych ope-
ratorów samosprz ↪eżonych na H jest zawsze samosprz ↪eżony.

Wniosek 3.6.8. Niech {Tj(t)}t>0 ⊆ B(H) b ↪edzie C0-półgrup ↪a ope-
ratorów samosprz ↪eżonych i Aj b ↪ed ↪a ich infinitezymalnymi generatorami,
j = 1, 2. Wówczas poniższe warunki s ↪a równoważne:

(i) A1 4 A2,
(ii) T1(t) 4 T2(t) dla pewnego t > 0,

(iii) T1(t) 4 T2(t) dla każdego t > 0,
(iv) T1(t) 6 T2(t) dla pewnego t > 0, i zachodzi równość (3.6.1),
(v) T1(nt) 6 T2(nt) dla pewnego t > 0 i dla nieskończenie wielu n ∈ N,

(vi) T1(t) 6 T2(t) dla każdego t > 0.

Dowód. Z twierdzenia Stone’a wynika, że operatory samosprz ↪eżone
−A1 i −A2 s ↪a ograniczone od dołu oraz Tj(t) = e−t(−Aj) dla wszyst-
kich t > 0. Korzystaj ↪ac z lematu 3.6.2 i wniosku 3.6.7 otrzymujemy, że
warunki (i)-(iv) s ↪a równoważne.

(iii)⇒(vi) Wystarczy skorzystać z propozycji 3.4.2.
(vi)⇒(v) To jest oczywiste.
(v)⇒(ii) Zauważmy, że Tj(nt) = Tj(t)

n oraz zastosujmy wniosek
3.4.8. To kończy dowód. �

Charakteryzacj ↪e (iii) porz ↪adku spektralnego, która pojawiła si ↪e we
wniosku 3.6.6 można sformułować również dla operatorów samosprz ↪eżo-
nych, które s ↪a ograniczone od dołu. Zauważmy, że w tej bardziej ogólnej
sytuacji cz ↪eść wniosku 3.6.6 (iv), która posługuje si ↪e porz ↪adkiem „6”
traci sens.

Wniosek 3.6.9. Jeśli A i B s ↪a samosprz ↪eżonymi operatorami w H
ograniczonymi od dołu przez a ∈ R, to dla każdej liczby rzeczywistej
ε > −a nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) (εI +B)−1 4 (εI + A)−1,

(iii) (εI +B)−1 6 (εI + A)−1 i zachodzi (3.6.1).

Dowód. Rozumujemy analogicznie jak w dowodzie wniosku 3.6.7
i stosujemy wniosek 3.6.6 do dodatnich operatorów samosprz ↪eżonych
Aa := A− aIH i Ba := B − aIH. �

Uwaga 3.6.10. Twierdzenie 3.6.5 może sugerować, że przy badaniu
porz ↪adku spektralnego można si ↪e ograniczyć do rozważania operatorów
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ograniczonych, jednakże nie jest to prawd ↪a. Chc ↪ac być bardziej pre-
cyzyjnym rozważmy funkcj ↪e borelowsk ↪a φ : [0,∞) → [0,∞), która jest
rozwi ↪azaniem równania funkcyjnego φ ◦ g = g ◦ φ, gdzie g jest taka jak
w twierdzeniu 3.6.5. Gdybyśmy wiedzieli, że

A 4 B =⇒ φ(A) 4 φ(B)(3.6.4)

dla dowolnych dodatnich i ograniczonych operatorów A i B, to wówczas
na mocy twierdzenia 3.6.5 implikacja (3.6.4) zachodziłaby dla wszystkich
dodatnich operatorów samosprz ↪eżonych A i B. Należy zauważyć jednak,
że ważny przypadek funkcji φs(x) = xs, s > 0 nie podpada pod powyższy
schemat. Jest to konsekwencj ↪a faktu, że żadna z wymienionych przed
chwil ↪a funkcji nie spełnia równania funkcyjnego φ ◦ g = g ◦ φ.

3.7. Zwi ↪azki z istotn ↪a samosprz ↪eżoności ↪a

Podrozdział ten zaczniemy od przypomnienia fundamentalnej wła-
sności porz ↪adku spektralnego (por. propozycja 3.4.2):

jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪eżonymi w H
takimi, że A 4 B, to D(Bn) ⊆ D(An) i

〈Anh, h〉 6 〈Bnh, h〉 dla wszystkich h ∈ D(Bn) oraz n ∈ N.(3.7.1)

W szczególności, nierówność (3.7.1) zachodzi dla wszystkich wektorów
ograniczonych B, które tworz ↪a g ↪esty podzbiór H. W tym podrozdziale
b ↪edziemy dyskutowali o kwestii implikacji odwrotnej nie zakładaj ↪ac przy
tym, że operatory, którymi si ↪e zajmujemy, s ↪a samosprz ↪eżone. Na wst ↪epie
pokażemy, że dodatnie operatory symetryczne A i B spełniaj ↪ace słab ↪a
wersj ↪e wniosku 3.4.7 (iv) (analogiczn ↪a do nierówności (3.7.1)) na g ↪estym
zbiorze wektorów ograniczonych B s ↪a istotnie samosprz ↪eżone i ich do-
mkni ↪ecia s ↪a porównywalne wzgl ↪edem porz ↪adku „4”.

Twierdzenie 3.7.1. Niech A i B b ↪ed ↪a symetrycznymi operatorami
dodatnimi w H i niech {kn}∞n=1 ⊆ N∗ oraz {rn}∞n=1 ⊆ [0,∞) b ↪ed ↪a ci ↪agami
takimi, że:

(a) lim
n→∞

kn =∞,

(b) lim inf
n→∞

kn
√
rn 6 1,

(c) B(B) jest g ↪esty w H,
(d) B(B) ⊆ D∞(A),
(e) 〈A2knh, h〉 6 rn〈B2knh, h〉 dla każdej liczby całkowitej n > 1 i dla

każdego h ∈ B(B).

Wówczas Ā i B̄ s ↪a samosprz ↪eżone oraz Ā 4 B̄.

Dowód. Na wst ↪epie pokażemy, że Ā i B̄ s ↪a samosprz ↪eżone. Ustalmy
rzeczywist ↪a liczb ↪e a > 0 i weźmy h ∈ Ba(B). Z [30, lemat 8 (a)]
wynika, że dla dowolnego operatora samosprz ↪eżonego C w H granica
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limn→∞
n
√
‖Cng‖ istnieje w [0,∞] dla wszystkich g ∈ D∞(C). St ↪ad

otrzymamy, że10

lim
n→∞

n
√
‖Anh‖ (a)

= lim
n→∞

kn
√
‖Aknh‖

(d)&(e)

6 lim inf
n→∞

2kn
√
rn lim

n→∞

kn
√
‖Bknh‖

(b)

6 lim
n→∞

kn
√
‖Bknh‖ = lim

n→∞
n
√
‖Bnh‖.

Stosuj ↪ac [30, lemat 8 (b)] wnioskujemy z powyższego, że h ∈ Ba(A).
Zatem Ba(B) ⊆ Ba(A), co implikuje, że B(B) ⊆ B(A). Z założe-
nia (c) i z ostatniej inkluzji wynika, że oba operatory A i B s ↪a istotnie
samosprz ↪eżone (por. propozycja 2.1.2).

Zapiszmy (e) w nast ↪epuj ↪acy sposób

‖Aknh‖2 6 rn‖Bknh‖2, h ∈ B(B), n > 1.(3.7.2)

Z (c) i z propozycji 2.1.2, B(B) jest rdzeniem B̄kn . Weźmy f ∈ D(B̄kn).
Wówczas istnieje ci ↪ag {hm}∞m=1 ⊆ B(B) taki, że hm → f i Bknhm →
B̄knf , gdy m → ∞. Na mocy (3.7.2), ci ↪ag {Aknhm}∞m=1 jest zbieżny w
H. Zatem f ∈ D(Akn) i Aknf = limm→∞A

knhm. Równocześnie B(A)
jest g ↪esty w H dzi ↪eki (c) oraz inkluzji B(B) ⊆ B(A). St ↪ad oraz z z
propozycji 2.1.2 wnioskujemy, że Akn = Ākn i w zwi ↪azku z tym f ∈
D(Ākn). Podstawiaj ↪ac h = hm w nierówności (3.7.2) i przechodz ↪ac z m
do nieskończoności otrzymujemy, że ‖Āknf‖2 6 rn‖B̄knf‖2. Korzystaj ↪ac
równocześnie z powyższych faktów i z założenia (a) widzimy, że D∞(B̄) ⊆
D∞(Ā) oraz 〈Ā2knf, f〉 6 rn〈B̄2knf, f〉 dla wszystkich f ∈ D∞(B̄) i
n > 1. St ↪ad i z warunku (b) dzi ↪eki zastosowaniu twierdzenia 3.4.5 (ii)
do dodatnich operatorów samosprz ↪eżonych dostajemy, że Ā 4 B̄. To
kończy dowód. �

Wniosek 3.7.2. Niech A i B b ↪ed ↪a domkni ↪etymi symetrycznymi ope-
ratorami w H i niech {kn}∞n=1 ⊆ N∗ i {rn}∞n=1 ⊆ [0,∞) b ↪ed ↪a ci ↪agami
takimi, że:

(a) {kn}∞n=1 jest ci ↪agiem różnowartościowym i lim sup
n→∞

kn
n
<∞,

(b) lim sup
n→∞

kn
√
rn 6 1,

(c) liniowe rozpi ↪ecie S (B) jest g ↪este w H,
(d) S (B) ⊆ D∞(A),
(e) 〈A2knh, h〉 6 rn〈B2knh, h〉 dla każdego n > 1 i h ∈ S (B).

Wówczas A i B s ↪a samosprz ↪eżone oraz A 4 B.

Do dowodu powyższego wniosku b ↪edziemy potrzebowali nast ↪epuj ↪a-
cego twierdzenia Nussbauma w wersji dla operatorów ograniczonych od
dołu (zob. [20, twierdzenie 1.]), które przytoczymy poniżej bez dowodu.

10 Porównać z podobnym rozumowaniem zastosowanym w (3.4.2).
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Twierdzenie 3.7.3. Niech A b ↪edzie domkni ↪etym operatorem syme-
trycznym ograniczonym od dołu w H. Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a
równoważne:

(i) A jest samosprz ↪eżony,
(ii) liniowe rozpi ↪ecie S (A) jest g ↪este w H.

Dowód wniosku 3.7.2. Na wst ↪epie pokażemy, że S (B) ⊆ S (A).
Weźmy h ∈ S (B). Bez straty dla ogólności możemy założyć, że ‖h‖ = 1.
Z symetrii operatora B wynika, że ci ↪ag {‖Bnh‖ 1

n}∞n=1 jest rosn ↪acy (zobacz
np., [33, nierówność (4)]). Na mocy (a), istnieje s ∈ N∗ takie, że kn 6 sn
dla wszystkich n ∈ N∗. St ↪ad otrzymamy, że

∞ =
∞∑
n=1

1

‖Bsnh‖ 1
2sn

6
∞∑
n=1

1

‖Bknh‖
1

2kn

(3.7.3)

(pierwszy z szeregów w (3.7.3) jest rozbieżny gdyż ci ↪ag {‖Bnh‖− 1
2n}∞n=1

jest malej ↪acy i
∑∞

n=1 ‖Bnh‖− 1
2n = ∞; zobacz [29, podrozdział 1]). Na

mocy (b) znajdziemy liczb ↪e rzeczywist ↪a t > 1 tak ↪a, że kn
√
rn 6 t4 dla

wszystkich n > 1. To wraz z (3.7.3) implikuje, że

∞ =
1

t

∞∑
n=1

1

‖Bknh‖
1

2kn

6
∞∑
n=1

1
4kn
√
rn‖Bknh‖

1
2kn

(e)

6
∞∑
n=1

1

‖Aknh‖
1

2kn

(a)

6
∞∑
n=1

1

‖Anh‖ 1
2n

,

co oznacza, że h ∈ S (A).
Na mocy (c) i poprzedniego paragrafu wynika, że liniowe rozpi ↪ecia

zbiorów S (A) i S (B) s ↪a g ↪este w H. W konsekwencji z twierdzenia
3.7.3 operatory A i B s ↪a samosprz ↪eżone i zbiór B(B) (⊆ S (B)) jest
g ↪esty w H. Zastosowanie twierdzenia 3.7.1 kończy dowód. �
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ROZDZIAł 4

Wielowymiarowy porz ↪adek spektralny

4.1. Zbiory ćwiartkowe i funkcje oddzielnie rosn ↪ace

Rozważania dotycz ↪ace wielowymiarowego porz ↪adku spektralnego po-
przedzimy zebraniem i uporz ↪adkowaniem wiadomości na temat funkcji
oddzielnie rosn ↪acych i zbiorów ćwiartkowych.

Niech κ b ↪edzie dowoln ↪a liczb ↪a naturaln ↪a różn ↪a od zera. Na zbiorze Rκ
rozważamy topologi ↪e zadan ↪a przez metryk ↪e euklidesow ↪a. Niech a, b ∈ Rκ.
Piszemy, że a 6 b (odpowiednio a < b), jeśli aj 6 bj (odpowiednio aj <
bj), dla każdego j = 1, . . . , κ, gdzie a = (a1, . . . , aκ) i b = (b1, . . . , bκ).
Przez przedział (a, b] (odpowiednio [a, b]) rozumiemy zbiór {x ∈ Rκ : a <
x 6 b} (odpowiednio {x ∈ Rκ : a 6 x 6 b}). Dla uproszczenia notacji
b ↪edziemy używać oznaczenia ∞ zamiast (∞, . . . ,∞)︸ ︷︷ ︸

κ

. W szczególności,

jeśli x ∈ Rκ, to (−∞, x] = {y ∈ Rκ : y 6 x} = (−∞, x1]× . . .× (−∞, xκ],
gdzie x = (x1, . . . , xκ).

Definicja 4.1.1. Niech Ω ⊂ Rκ. Mówimy, że zbiór Ω jest zbiorem
ćwiartkowym, gdy dla dowolnego x ∈ Ω zachodzi inkluzja (−∞, x] ⊂ Ω.

Obserwacja 4.1.2. Niech Γ b ↪edzie rodzin ↪a ćwiartkowych podzbiorów
Rκ. Wówczas

⋂
Γ jest zbiorem ćwiartkowym.

Dla Ω ⊂ Rκ zdefiniujmy zbiór

Ω¬ :=
⋂
{W ⊂ Rκ : W jest ćwiartkowy i Ω ⊂ W}.

Na mocy obserwacji 4.1.2 Ω¬ jest najmniejszym zbiorem ćwiartkowym
zawieraj ↪acym zbiór Ω.

Obserwacja 4.1.3. Niech Ω,Ω1,Ω2 ⊂ Rκ. Wówczas
(i) Ω¬ =

⋃
x∈Ω(−∞, x],

(ii) jeśli Ω1 ⊂ Ω2, to Ω¬1 ⊂ Ω¬2 ,
(iii) jeśli Ω jest zbiorem zwartym, to Ω¬ jest zbiorem domkni ↪etym.

Dowód. (i) (⊃) wynika wprost z definicji zbioru Ω¬.
(⊂) Wystarczy zauważyć, że

⋃
x∈Ω(−∞, x] jest zbiorem ćwiartkowym

zawieraj ↪acym Ω.
(ii) To jest oczywiste.
(iii) Ustalmy x ∈ Ω¬. Istnieje wówczas ci ↪ag {xn}∞n=1 ⊂ Ω¬ taki,

że xn → x, gdy n → ∞. Na mocy (i) znajdziemy ci ↪ag {yn}∞n=1 ⊂ Ω
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spełniaj ↪acy warunek xn 6 yn dla n = 1, 2, . . .. Dzi ↪eki zwartości Ω z
ci ↪agu {yn}∞n=1 ⊂ Ω możemy wybrać podci ↪ag {ynk}∞k=1 zbieżny do pewnego
y ∈ Ω. W szczególności x = lim

k→∞
xnk 6 lim

k→∞
ynk = y. St ↪ad i z (i) wynika,

że x ∈ Ω¬. �

Nawi ↪azuj ↪ac do obserwacji 4.1.3 (iii) warto zwrócić uwag ↪e, że w przy-
padku, gdy κ ≥ 2, domkni ↪etość zbioru Ω nie gwarantuje, że Ω¬ jest
domkni ↪ety. Sytuacj ↪e t ↪a obrazuje nast ↪epuj ↪acy przykład.

Przykład 4.1.4. Niech Ω = {(− 1
n
, n) : n ∈ N∗}. Oczywiście Ω jest

domkni ↪ety. Z drugiej strony na mocy obserwacji 4.1.3 (i) otrzymujemy,
że Ω¬ =

⋃∞
n=1(−∞, (− 1

n
, n)] = (−∞, 0) × R. Tym samym Ω¬ nie jest

domkni ↪ety.

Definicja 4.1.5. Niech κ1, κ2 ∈ N∗, Ω ⊂ Rκ1 oraz ϕ : Ω → Rκ2 .
Powiemy, że ϕ jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a jeśli

x 6 y ⇒ ϕ(x) 6 ϕ(y),

dla dowolnych x, y ∈ Ω.

Wprost z definicji funkcji oddzielnie rosn ↪acej wynika nast ↪epuj ↪aca wła-
sność

Obserwacja 4.1.6. Niech κ1, κ2 ∈ N∗ i Ω ⊂ Rκ1. Wówczas ϕ =
(ϕ1, . . . , ϕκ2) : Ω → Rκ2 jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a wtedy i tylko
wtedy, gdy ϕj jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a dla każdego j = 1, . . . , κ2.

Nast ↪epne stwierdzenie ł ↪aczy poj ↪ecia zbioru ćwiartkowego i funkcji
oddzielnie rosn ↪acej.

Stwierdzenie 4.1.7. Niech κ1, κ2 ∈ N∗. Wówczas ϕ : Rκ1 → Rκ2

(odpowiednio ϕ : Rκ1 → Rκ2) jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a wtedy i tylko
wtedy, gdy dla każdego x ∈ Rκ2 zbiór ϕ−1((−∞, x]) jest ćwiartkowy (od-
powiednio dla każdego x ∈ Rκ2 zbiór ϕ−1([−∞, x]) jest ćwiartkowy ).

Dowód. Dowód przeprowadzimy tylko dla funkcji ϕ : Rκ1 → Rκ2 ,
ponieważ drugi z przypadków dowodzi si ↪e analogicznie.

(⇒) Wynika wprost z definicji funkcji oddzielnie rosn ↪acej.
(⇐) Ustalmy x1, x2 ∈ Rκ1 takie, że x1 6 x2. Zauważmy, że x1 ∈ Ω :=

ϕ−1((−∞, ϕ(x2)]), ponieważ Ω jest ćwiartkowy i x2 ∈ Ω. St ↪ad wynika,
że ϕ(x1) 6 ϕ(x2). �

Niech Ω ⊂ Rκ oraz niech b ↪edzie dana liczba rzeczywista ε > 0. Jeśli
‖.‖ jest norm ↪a na Rκ, to definiujemy nast ↪epuj ↪acy zbiór1

(4.1.1) Ω(ε) := {x ∈ Rκ : inf
y∈Ω
‖x− y‖ 6 ε}.

1Przyjmujemy z definicji, że inf ∅ =∞.
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Stwierdzenie 4.1.8. Niech Ω ⊂ Rκ b ↪edzie zbiorem ćwiartkowym
oraz niech ‖.‖ b ↪edzi ↪a dowoln ↪a norm ↪a na Rκ. Wówczas

(i) funkcja odległości od zbioru Ω jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a
2,

(ii) Ω(ε) jest zbiorem ćwiartkowym dla dowolnego ε > 0.

Dowód. Bez straty ogólności możemy założyć, że Ω 6= ∅.
(i) Niech x, y ∈ Rκ b ↪ed ↪a takie, że x 6 y. Wykażemy, że dΩ(x) 6

dΩ(y). Ustalmy liczb ↪e rzeczywist ↪a ε > 0. Ponieważ Ω 6= ∅, to istnieje
yε ∈ Ω takie, że ‖y−yε‖ < dΩ(y)+ε. Ponieważ x 6 y, to xε := yε+x−y 6
yε. St ↪ad oraz tego, że Ω jest ćwiartkowy wynika, że xε ∈ Ω. Oczywiście
‖x−xε‖ = ‖y−yε‖ < dΩ(y)+ε. St ↪ad wnioskujemy, że dΩ(x) 6 dΩ(y)+ε.
Przechodz ↪ac z ε do 0 otrzymamy ż ↪adan ↪a nierówność.

(ii) Wystarczy zauważyć, że Ω(ε) = d−1
Ω ((−∞, ε]) oraz skorzystać z (i)

oraz ze stwierdzenia 4.1.7. �

Na zakończenie tego podrozdziału odnotujmy, że nie każda funkcja
oddzielnie rosn ↪aca f : Rκ → R musi być borelowska. Uwaga ta nie doty-
czy jedynie przypadku κ = 1, w którym monotoniczność funkcji gwara-
tuje jej borelowskość (zob. lemat 3.3.1) .

Przykład 4.1.9. Niech V ⊂ [0, 1] b ↪edzie zbiorem Vitaliego (por.
[14, str. 118]). Niech S1 := {(x, y) ∈ R2 : x + y < 0}, S2 := {(x, y) ∈
R2 : x + y = 0 i x ∈ V } oraz S := {(x, y) ∈ R2 : x + y = 0}. Wówczas
funkcja ϕ : R2 → R określona wzorem ϕ := χR2\(S1∪S2) jest funkcj ↪a od-
dzielnie rosn ↪ac ↪a. Z drugiej strony zauważmy, że funkcja ϕ nie jest funkcj ↪a
borelowsk ↪a. Gdyby ϕ była funkcj ↪a borelowsk ↪a, to zbiór ϕ−1((−∞, 1

2
]) =

S1 ∪ S2 byłby zbiorem borelowskim w R2. St ↪ad oraz z tego, że zbiór
S1 jest otwarty w R2 wynika, że zbiór S2 = (S1 ∪ S2)\S1 jest zbiorem
borelowskim w R2. Jeśli na S wprowadzimy topologi ↪e indukowan ↪a z R2,
to na mocy równości (2.1.1) otrzymamy, że S2 ∈ B(S). Ponieważ π : S 3
(x, y) → x ∈ R jest homeomorfizmem, to zbiór V = π(S2) ∈ B(R).
Otrzymujemy sprzeczność, wobec tego ϕ nie jest funkcj ↪a borelowsk ↪a.

4.2. Regularność miar spektralnych

W tym podrozdziale przypomnimy kilka faktów dotycz ↪acych regular-
ności miar. Zaczniemy od nast ↪epuj ↪acego twierdzenia (zob. [1, twierdze-
nie 4.3.8.]).

Twierdzenie 4.2.1. Jeśli X jest ośrodkow ↪a i zupełn ↪a przestrzeni ↪a
metryczn ↪a oraz µ jest miar ↪a skończon ↪a na B(X), to

µ(σ) = sup{µ(K) : Kzwarty podzbiórσ},

dla każdego σ ∈ B(X).

2Z definicji dΩ(x) := inf{‖x− y‖ : y ∈ Ω} dla x ∈ Rκ.
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Wniosek 4.2.2. Niech X b ↪edzie ośrodkow ↪a i zupełn ↪a przestrzeni ↪a
metryczn ↪a oraz niech E b ↪edzie miar ↪a spektraln ↪a na B(X). Jeśli σ ∈
B(X), to

E(σ) =
∨
{E(K) : Kzwarty podzbiórσ}.

Dowód. Niech E0(σ) :=
∨
{E(τ) : τ zwarty podzbiórσ}. Przypu-

śćmy nie wprost, że E(σ) 6= E0(σ). Ponieważ E0(δ) 6 E(δ) dla każdego
δ ∈ B(X), to istnieje h ∈ H\{0} takie, że h = E(σ)h oraz E(τ)h = 0
dla każdego zbioru zwartego τ ⊂ σ. W szczególności

(4.2.1) µh(τ) := 〈E(τ)h, h〉 = 0, dla każdego zbioru zwartego τ ⊂ σ.

Oczywiście µh jest skończon ↪a miar ↪a na B(X). St ↪ad na mocy twierdzenia
4.2.1 oraz równości (4.2.1) otrzymujemy, że µh(σ) = 0. Z drugiej strony
ponieważ h 6= 0, to

0 < ‖h‖2 = 〈E(σ)h, h〉 = µh(σ).

Otrzymujemy sprzeczność, co kończy dowód. �

Niech X b ↪edzie przestrzeni ↪a topologiczn ↪a oraz niech E b ↪edzie miar ↪a
spektraln ↪a na B(X). Zbiór Y ⊂ X nazywamy nośnikiem miary spek-
tralnej E, gdy Y jest najmniejszym (w sensie inkluzji) podzbiorem do-
mkni ↪etym X takim, że E(X\Y ) = 0. Nośnik miary spektralnej E ozna-
czamy przez suppE. Nietrudno pokazać, że punkt x ∈ suppE wtedy i
tylko wtedy, gdy dla każdego U otoczenia x mamy E(U) 6= 0. Wiadomo
również, że dla każdej miary spektralnej E na B(X), gdzie X jest ośrod-
kow ↪a i zupełn ↪a przestrzeni ↪a metryczn ↪a, nośnik istnieje (por. [2, strona
129]). Własność t ↪e można łatwo wydedukować także z wniosku 4.2.2.

Na koniec przypomnijmy, że jeśli A jest operatorem samosprz ↪eżonym
w H, to suppEA = σ(A), gdzie σ(A) oznacza widmo operatora A. W
szczególności operator samosprz ↪eżony A jest dodatni wtedy i tylko wtedy,
gdy suppEA ⊂ [0,∞) (por. [2, 24]).

4.3. Nierówności całkowe na Rκ

Zajmiemy si ↪e teraz nierównościami całkowymi na Rκ. Sformułujemy
i udowodnimy twierdzenie 4.3.2, które b ↪edzie zwieńczeniem rozważań
prowadzonych w podrozdziałach 2.2 i 2.3.

Do dowodu wspomnianego przed chwil ↪a twierdzenia b ↪edziemy potrze-
bowali poniższego lematu

Lemat 4.3.1. Niech µ b ↪edzie skończon ↪a miar ↪a borelowsk ↪a na Rκ.
Wówczas dla dowolnego zbioru ćwiartkowego Ω ∈ B(Rκ) zachodzi rów-
ność

µ(Ω) = sup{µ(D) : D ⊂ Ω, D = D = D¬}.

39



Dowód. Ustalmy zbiór ćwiartkowy Ω ∈ B(Rκ). Stosuj ↪ac twierdze-
nie 4.2.1 oraz obserwacj ↪e 4.1.3 otrzymujemy, że

µ(Ω)
4.2.1
= sup{µ(K) : K ⊂ Ω, K − zwarty }
6 sup{µ(K¬) : K ⊂ Ω, K − zwarty }

4.1.3

6 sup{µ(D) : D ⊂ Ω, D = D = D¬} 6 µ(Ω).

W szczególności µ(Ω) = sup{µ(D) : D ⊂ Ω, D = D = D¬}. �

Po zakończeniu przygotowań możemy przejść do sformułowania i udo-
wodnienia twierdzenia o nierównościach na Rκ, gdzie κ jest dowoln ↪a
liczb ↪a całkowit ↪a dodatni ↪a. Twierdzenie to jest uogólnieniem twierdzeń
2.2.1 i 2.3.1.

Twierdzenie 4.3.2. Niech µ1 i µ2 b ↪ed ↪a skończonymi nieujemnymi
miarami borelowskimi na Rκ. Rozważmy nast ↪epuj ↪ace pi ↪eć warunków :

(i) µ2(Ω) 6 µ1(Ω) dla każdego zbioru ćwiartkowego Ω ∈ B(Rκ),
(ii)

∫
Rκ fdµ1 6

∫
Rκ fdµ2 dla każdej funkcji borelowskiej oddzielnie ro-

sn ↪acej f : Rκ → [0,∞),
(iii)

∫
Rκ fdµ1 6

∫
Rκ fdµ2 dla każdej funkcji borelowskiej oddzielnie ro-

sn ↪acej f : Rκ → R takiej, że
∫

Rκ |f |dµ2 < ∞ (całka
∫

Rκ fdµ1 może
być równa −∞),

(iv)
∫

Rκ fdµ1 6
∫

Rκ fdµ2 dla każdej ograniczonej oddzielnie rosn ↪acej
funkcji ci ↪agłej f : Rκ → R,

(v)
∫

Rκ fdµ1 6
∫

Rκ fdµ2 dla każdej ograniczonej oddzielnie rosn ↪acej
funkcji ci ↪agłej f : Rκ → [0,∞).

Wówczas warunek (i) (odpowiednio : (ii), (iii)) implikuje, że µ2(Rκ) 6
µ1(Rκ) (odpowiednio: µ1(Rκ) 6 µ2(Rκ), µ1(Rκ) = µ2(Rκ)). Z nierów-
ności µ1(Rκ) 6 µ2(Rκ) oraz (i) wynika, że µ1(Rκ) = µ2(Rκ). Jeśli
µ1(Rκ) = µ2(Rκ), to wszystkie warunki (i)-(v) s ↪a równoważne.

Dowód. Załóżmy, że µ1(Rκ) = µ2(Rκ) (pozostałe fragmenty tezy s ↪a
oczywiste).

(i)⇒(iii) Niech f : Rκ → R b ↪edzie funkcj ↪a borelowsk ↪a oddzielnie
rosn ↪ac ↪a tak ↪a, że

∫
Rκ |f |dµ2 < ∞. Połóżmy νj(σ) := µj(f

−1(σ)) dla
każdego σ ∈ B(R) i j = 1, 2. Oczywiście ν1 i ν2 s ↪a skończonymi nie-
ujemnymi miarami borelowskimi na R. Ze stwierdzenia 4.1.7 wynika,
że zbiór f−1((−∞, x])) jest zbiorem ćwiartkowym. St ↪ad i z założenia
otrzymujemy, że

ν2((−∞, x]) = µ2(f−1(−∞, x])) 6 µ1(f−1(−∞, x])) = ν1((−∞, x])

dla każdego x ∈ R. Równocześnie

ν1(R) = µ1(Rκ) = µ2(Rκ) = ν2(R).
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Z twierdzenia o transporcie miary wynika, że∫
R
|x|dν2(x) =

∫
Rκ
|f |dµ2 <∞.

Ostatecznie korzystaj ↪ac z twierdzenia o transporcie miary i twierdzenia
2.3.1 dostaniemy, że∫

Rκ
fdµ1 =

∫
R
xdν1(x) 6

∫
R
xdν2(x) =

∫
Rκ
fdµ2.

(iii)⇒(ii) To jest oczywiste.
(ii)⇒(i) Niech Ω ∈ B(Rκ) b ↪edzie zbiorem ćwiartkowym. Wówczas

funkcja f = χRκ\Ω jest oddzielnie rosnącą funkcj ↪a borelowską. Stąd i z
założenia wynika, że

µ1(Rκ)− µ1(Ω) = µ1(Rκ\Ω)
(ii)
6 µ2(Rκ\Ω) = µ2(Rκ)− µ2(Ω),

co wraz z równością µ1(Rκ) = µ2(Rκ) oznacza, że µ2(Ω) 6 µ1(Ω).
Implikacje (iii)⇒(iv) i (iv)⇒(v) s ↪a oczywiste.
(v)⇒(i) Na mocy lematu 4.3.1 dowód redukuje si ↪e do wykazania, że

(4.3.1) µ2(D) 6 µ1(D),

dla każdego domkniętego zbioru ćwiartkowego D ⊂ Rκ.
Przejdźmy do dowodu nierówności (4.3.1). Ustalmy domkni ↪ety zbiór

ćwiartkowy D ⊂ Rκ. Dla każdego n ∈ N∗ zdefiniujmy funkcj ↪e fn : Rκ →
R wzorem fn(x) := min{1, ndD(x)}, gdzie x ∈ Rκ. Oczywiście 0 6
fn(x) 6 1, fn(x) 6 fn+1(x) oraz limn→∞ fn(x) = χRκ\D(x) dla każdego
x ∈ Rκ. Funkcje fn s ↪a ci ↪agłe oraz oddzielnie rosn ↪ace, bo dD jest funkcj ↪a
ci ↪agł ↪a i oddzielnie rosn ↪ac ↪a (por. obserwacja 4.1.7). Korzystaj ↪ac z zało-
żenia oraz twierdzenia Lebesgue’a o monotonicznym przejściu do granicy
pod znakiem całki wywnioskujemy, że

µ1(Rκ)− µ1(D) = lim
n→∞

∫
Rκ
fndµ1

(v)
6 lim

n→∞

∫
Rκ
fndµ2 = µ2(Rκ)− µ2(D).

Ponieważ µ1(Rκ) = µ2(Rκ), to µ2(D) 6 µ1(D), co kończy dowód. �

Uwaga 4.3.3. Jeśli µ1 i µ2 s ↪a skończonymi nieujemnymi miarami
borelowskimi na Rκ takimi, że µ1(Rκ) = µ2(Rκ), to warunek

(4.3.2) µ2((−∞, x]) 6 µ1((−∞, x]), x ∈ Rκ,

nie musi implikować warunków (i)-(v) w twierdzeniu 4.3.2. Rzeczywiście
zdefiniujmy dwie miary borelowskie µ1 i µ2 na R2 w nast ↪epuj ↪acy sposób

µ1 := δ(0,0) + δ(1,1) i µ2 := δ(0,1) + δ(1,0),

gdzie δ(0,0), δ(0,1), δ(1,0) i δ(1,1) s ↪a miarami Diraca określonymi na B(R2).
Oczywiście µ1(R2) = µ2(R2) = 2 oraz µ2((−∞, x]) 6 µ1((−∞, x]) dla do-
wolnego x ∈ R2. Z drugiej strony µ1(S) < µ2(S), gdzie S = {(x1, x2) ∈
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R2 : x1 + x2 6 1}. Tym samym nie jest spełniony warunek (i) z twier-
dzenia 4.3.2, co poci ↪aga za sob ↪a, że miary µ1 i µ2 nie spełniaj ↪a żadnego
z warunków (i)-(v).

4.4. Wielowymiarowy porz ↪adek spektralny

W niniejszym podrozdziale zajmiemy si ↪e problemem przeniesienia
porz ↪adku spektralnego z przypadku pojedynczych operatorów samosprz ↪e-
żonych na przypadek skończonych układów spektralnie przemiennych
operatorów samosprz ↪eżonych. Jednak zanim podamy odpowiedni ↪a defi-
nicj ↪e i zbadamy własności tego porz ↪adku przypomnimy kilka podstawo-
wych wiadomości na temat miar spektralnych na B(Rκ) i dystrybuant
spektralnych na Rκ.

Mówimy, że układ A = (A1, . . . , Aκ) operatorów samosprz ↪eżonych
w H jest spektralnie przemienny jeśli operatory Ai i Aj s ↪a spektralnie
przemienne dla dowolnych i, j ∈ {1, . . . , κ}.

Niech E b ↪edzie borelowsk ↪a miar ↪a spektraln ↪a na Rκ o wartościach w
B(H). Powiemy, że E jest wspóln ↪a miar ↪a spektraln ↪a spektralnie prze-
miennego układu A = (A1, . . . , Aκ) operatorów samosprz ↪eżonych w H
jeśli

(4.4.1) EAj(σ) = E(π−1
j (σ)), σ ∈ B(R), j = 1, . . . , κ,

gdzie πj : Rκ 3 (x1, . . . , xκ)→ xj ∈ R. Twierdzenie 5.2.6. w [2] gwaran-
tuje, że dla każdego spektralnie przemiennego układu operatorów samo-
sprz ↪eżonych A istnieje dokładnie jedna miara spektralna spełniaj ↪aca rów-
nanie (4.4.1) . W dalszym ci ↪agu wspóln ↪a miar ↪e spektraln ↪a układu A
b ↪edziemy oznaczać przez EA. Poniższe twierdzenie przedstawia jedn ↪a z
najważniejszych własności wspólnych miar spektralnych (por. [2, twier-
dzenie 6.5.1.])

Twierdzenie 4.4.1. Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie spektralnie prze-
miennym układem operatorów samosprz ↪eżonych w H oraz niech E b ↪edzie
miar ↪a spektraln ↪a na B(Rκ). Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równo-
ważne:

(i) Aj =
∫

Rκ xjE(dx) dla każdego j = 1, . . . , κ,
(ii) zachodzi równość E = EA.

Przypomnijmy w tym miejscu jeszcze jedn ↪a własność wspólnej miary
spektralnej.

Obserwacja 4.4.2. NiechA = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie układem spektral-
nie przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych. Jeśli σ1, . . . , σκ ∈ B(R),
to

(4.4.2) EA(σ1 × . . .× σκ) = EA1(σ1) . . . EAκ(σκ).
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Dowód. Niech σ1, . . . , σκ ∈ B(R). Wówczas na mocy tego, że EA
jest rozwi ↪azaniem równania (4.4.1) otrzymamy nast ↪epuj ↪ace równości

EA(σ1 × . . .× σκ) = EA(
κ⋂
j=1

(R× . . .× σj︸︷︷︸
j

× . . .× R))

=
κ∏
j=1

EA(R× . . .× σj︸︷︷︸
j

× . . .× R)
(4.4.1)

=
κ∏
j=1

EAj(σj).

To kończy dowód. �

Poniższa obserwacja opisuje zwi ↪azki pomi ↪edzy nośnikiem wspólnej
miary spektralnej układu operatorów a nośnikami miar spektralnych po-
szczególnych operatorów tego układu (por. [2, strona 155]).

Obserwacja 4.4.3. Jeżeli A = (A1, . . . , Aκ) jest układem spektralnie
przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych w H, to

(4.4.3) suppEA ⊂ suppEA1 × . . .× suppEAκ .

Dowód. Niech σj := suppEAj dla j = 1, . . . , κ. Z definicji nośnika
miary spektralnej wiemy, że EAj(R\σj) = 0 dla j = 1, . . . , κ. St ↪ad i z
równości (4.4.2) dostaniemy, że

EA(Rκ\(σ1 × . . .× σκ)) = EA(
κ⋃
j=1

R× . . .× R\σj︸ ︷︷ ︸
j

× . . .× R)

6
κ∑
j=1

EA(R× . . .× R\σj︸ ︷︷ ︸
j

× . . .× R)
(4.4.2)

=
κ∑
j=1

EAj(R\σj) = 0.

St ↪ad i z definicji nośnika wynika, że suppEA ⊂ σ1 × . . .× σκ, co kończy
dowód. �

Zdefiniujmy FA(x) := EA((−∞, x]), x ∈ Rκ. Funkcj ↪e FA b ↪edziemy
nazywać wspóln ↪a dystrybuant ↪a spektraln ↪a układu A. Podobnie jak w
przypadku jednowymiarowym dystrybuanty spektralne można wprowa-
dzić bez odwoływania si ↪e do poj ↪ecia miar spektralnych. Dla pełności
wywodu i wygody czytelnika przedstawiamy poniżej abstrakcyjn ↪a defi-
nicj ↪e dystrybuanty spektralnej w przypadku wielowymiarowym oraz szkic
konstrukcji miary spektralnej zadaj ↪acej dan ↪a dystrybuant ↪e spektraln ↪a.
Wi ↪ecej na ten temat można znaleźć w [1] i [2].

Przez przedział prawostronnie domkni ↪ety w Rκ rozumiemy zbiór po-
staci (a, b] := {x ∈ Rκ : a < x 6 b}, gdzie a, b ∈ Rκ. Niech F0(Rκ)
oznacza algebr ↪e wszystkich skończonych sum parami rozł ↪acznych prze-
działów prawostronnie domkni ↪etych w Rκ.
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Dla c, d ∈ R i j ∈ {1, . . . , κ} definiujemy pomocniczo tzw. operator
różnicowy 4(j)

d,c. Jeśli F : Rκ → B(H), to

4(j)
d,c F ((x1, . . . , xκ))

:= F (x1, . . . , xj−1, d, xj+1, . . . , xκ)−F (x1, . . . , xj−1, c, xj+1, . . . , xκ)

dla wszystkich x1, . . . , xκ ∈ R. W szczególności dla a, b ∈ Rκ możemy
zdefiniować przyrost funkcji F wzorem

F (a, b] := 4(1)
b1,a1
· · · 4(κ)

bκ,aκ
F (x1, . . . , xκ),

gdzie a = (a1, . . . , aκ) i b = (b1, . . . , bκ).
Post ↪epuj ↪ac podobnie jak w [1] wprowadzamy dystrybuanty spek-

tralne na Rκ, czyli funkcje F : Rκ → P (H) spełniaj ↪ace trzy warunki:
(i) F (a, b] ∈ P (H) dla dowolnych a, b ∈ Rκ takich, że a 6 b,3

(ii) s − lim
n→∞

F (x) = F (x0) dla każdego x0 ∈ Rκ i dowolnego ci ↪agu

{xn}∞n=1 ⊂ Rκ takiego, że xn ↘ x0,4

(iii) s − lim
x↘x0

F (x) = F (x0) dla każdego x0 ∈ Rκ (wzgl ↪edem porz ↪adku

„6” w Rκ),
(iv) s − lim

n→∞
F (an, bn] = I dla dowolnych ci ↪agów {an}∞n=1 ⊂ Rκ i

{bn}∞n=1 ⊂ Rκ takich, że an ↘ −∞ i bn ↗∞.
Analogicznie jak w przypadku skalarnym dowodzi si ↪e, że F (a′, b′] 6
F (a, b] dla dowolnych a, a′, b, b′ ∈ Rκ spełniaj ↪acych nierówności a 6 a′ 6
b′ 6 b.

Dla dowolnej miary spektralnej E na B(Rκ) funkcja F : Rκ → P (H)
zadana wzorem F (x) = E((−∞, x]), gdzie x ∈ Rκ, jest dystrybuant ↪a
spektraln ↪a. Poniższe twierdzenie pokazuje, że każda dystrybuanta spek-
tralna na Rκ pochodzi od dokładnie jednej miary spektralnej na B(Rκ).

Twierdzenie 4.4.4. Niech F b ↪edzie dystrybuant ↪a spektraln ↪a na Rκ.
Wówczas istnieje dokładnie jedna miara spektralna na B(Rκ) taka, że

(4.4.4) E((a, b]) = F (a, b], a, b ∈ Rκ, a 6 b.

Szkic dowodu. Jednoznaczność. Jednoznaczność jest konsekwen-
cj ↪a nast ↪epuj ↪acego lematu.

Lemat 4.4.5. NiechM b ↪edzie σ-algebr ↪a na zbiorze X a E1 i E2 b ↪ed ↪a
miarami spektralnymi na M o wartościach w B(H). Jeśli N := {τ ∈
M : E1(τ) = E2(τ)}, to N jest σ-algebr ↪a na zbiorze X.

Istnienie. Na wst ↪epie definiujemy funkcj ↪e E
0 : F0(Rκ) → P (H) w

kilku krokach:
3Funkcj ↪e F (a, b], która jest stała, utożsamiamy z F (a, b](0) ∈ B(H).
4Symbol an ↘ a0 (odpowiednio an ↗ a0) oznacza, że ci ↪ag {an}∞n=1 ⊂ Rκ jest

malej ↪acy (odpowiednio rosn ↪acy) wzgl ↪edem porz ↪adku „6” w Rκ oraz zbieżny do a0 ∈
Rκ.
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Krok 1. Dla a, b ∈ Rκ takich, że a 6 b, definiujemy E0((a, b]) := F (a, b].
Krok 2. Jeśli a, b ∈ Rκ spełniaj ↪a nierówność a 6 b, to przyjmujemy
E0((a, b]) := s − lim

n→∞
F (an, bn], gdzie an, bn ∈ Rκ dla N∗ oraz an ↘ a i

bn ↗ b. Istnienie tej granicy wynika z uwagi przed twierdzeniem.
Krok 3. Dla J =

⋃n
j=1 Jj, gdzie Jj s ↪a parami rozł ↪acznymi przedziałami

prawostronnie domkni ↪etymi w Rκ, przyjmujemy E0(J) :=
∑n

j=1 E
0(Jj).

E0 jest dobrze zdefiniowan ↪a funkcj ↪a
5. Dodatkowo E0 jest addytywna

i E0(Rκ) = I.
Do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że E0 jest σ-addytywna.

Wówczas E0 rozszerzy si ↪e do miary spektralnej na B(Rκ) spełniaj ↪acej
równość (4.4.4) (zob. [2, twierdzenie 5.2.3.]). W tym celu ustalmy h ∈ H.
Niech µ0

h(J) := 〈E0(J)h, h〉 dla J ∈ F0(Rκ) oraz Fh(x) := 〈F (x)h, h〉 dla
x ∈ Rκ. Na mocy własności (i) i (ii) wynika, że Fh jest dystrybuant ↪a na
Rκ. Z drugiej strony µ0

h((a, b]) = Fh(a, b] dla dowolnych a, b ∈ Rκ, a 6 b.
Na mocy [1, twierdzenie 1.4.9.] istnieje µh miara borelowska taka, że
µh((a, b]) = Fh(a, b] dla dowolnych a, b ∈ Rκ, a 6 b. W szczególności
µh|F0(Rκ) = µ0

h, co oznacza, że µ0
h jest σ-addytywna. Tym samym E0 jest

σ-addytywna. �

Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie układem operatorów spektralnie prze-
miennych. Dla funkcji borelowskiej ϕ ∈ S(Rκ, EA) definiujemy operator
ϕ(A) wzorem6

ϕ(A) =

∫
Rκ
ϕ(x)EA(dx).

Operator ϕ(A) jest samosprz ↪eżony. Dodatkowo, jeśli ϕ > 0, to ϕ(A) jest
dodatni.

Wracamy teraz do głównego zagadnienia tego podrozdziału, czyli
do wielowymiarowego porz ↪adku spektralnego. Zaczniemy od zdefinio-
wania relacji 4, która jest naturalnym uogólnieniem jednowymiarowego
porz ↪adku spektralnego.

Definicja 4.4.6. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ) b ↪ed ↪a
spektralnie przemiennymi układami operatorów samosprz ↪eżonych w H.
Wówczas A 4 B, gdy FB(x) 6 FA(x) dla każdego x ∈ Rκ.

Oczywiście relacja 4 jest relacj ↪a porz ↪adku w zbiorze wszystkich spek-
tralnie przemiennych układów κ operatorów samosprz ↪eżonych w H. W
dalszym ci ↪agu relacj ↪e 4 b ↪edziemy nazywać wielowymiarowym porz ↪ad-
kiem spektralnym. Poniżej zbadamy jej podstawowe własności.

Obserwacja 4.4.7. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ)
b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi układami operatorów samosprz ↪eżonych w

5Zauważmy, że jeśli (a, b] ∩ (c, d] = ∅, to F (a, b]F (c, d] = 0.
6W przypadku, gdy ϕ b ↪edzie wyrażona konkretnym wzorem, b ↪edziemy używać

symbolu ϕ(X)(A), gdzie X = (X1, . . . , Xκ).
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H. Wówczas A 4 B wtedy i tylko wtedy, gdy Aj 4 Bj dla każdego
j = 1, . . . , κ.

Dowód. (⇒) Dla uproszczenia zapisu przyjmujemy, że j = 1. Ustal-
my x ∈ R. Jeśli C = (C1, . . . , Cκ) jest spektralnie przemiennym układem
operatorów samosprz ↪eżonych, to

FC1(x) = EC((−∞, x]× Rκ−1)

= s− lim
n→∞

EC((−∞, (x, n, . . . , n)]) = s− lim
n→∞

FC((x, n, . . . , n)).

St ↪ad oraz z tego, że FB(y) 6 FA(y) dla każdego y ∈ Rκ wynika, że
FB1(x) 6 FA1(x).

(⇐) Z założenia wiemy, że FBj(x) 6 FAj(x) dla dowolnego x ∈ R oraz
dla każdego j = 1, . . . , κ. Dzi ↪eki temu oraz równości (4.4.2) otrzymamy

FB(x1, . . . , xκ)
(4.4.2)

= FB1(x1) . . . FBκ(xκ)

6 FA1(x1) . . . FAκ(xκ)
(4.4.2)

= FA(x1, . . . , xκ),

dla dowolnych x1, . . . , xκ ∈ R. �

Kolejna obserwacja oraz twierdzenie 4.4.10 wyznaczaj ↪a klas ↪e funkcji
borelowskich, które zachowuj ↪a wielowymiarowy porz ↪adek spektralny.

Obserwacja 4.4.8. Niech κ ∈ N∗. Jeśli ϕ : Rκ → R jest funkcj ↪a
borelowsk ↪a spełniaj ↪ac ↪a warunek

(4.4.5) A 4 B =⇒ ϕ(A) 4 ϕ(B)

dla dowolnych A i B spektralnie przemiennych układów κ operatorów
samosprz ↪eżonych w przestrzeni H o wymiarze dimH > 1, to ϕ jest od-
dzielnie rosn ↪aca.

Dowód. Ustalmy a = (a1, . . . , aκ) ∈ Rκ i b = (b1, . . . , bκ) ∈ Rκ
takie, że a 6 b. Zdefiniujmy Ai = aiI oraz Bi = biI, gdzie i = 1, . . . , κ.
Nietrudno zauważyć, że jeśli c ∈ R, to EcI(σ) = δc(σ)I dla dowolnego
σ ∈ B(R), gdzie δc jest miar ↪a Diraca zdefiniowan ↪a na B(R). Dzi ↪eki
temu z nierówności ai 6 bi wynika, że Ai 4 Bi dla i = 1, . . . , κ. St ↪ad
na mocy obserwacji 4.4.7 otrzymujemy, że A 4 B. Dzi ↪eki własności
(4.4.5) dostajemy, że ϕ(a)I = ϕ(A) 4 ϕ(B) = ϕ(b)I, co oznacza, że
ϕ(a) 6 ϕ(b), gdyż dimH > 1. �

Lemat 4.4.9. Niech M b ↪edzie σ—algebr ↪a na zbiorze X a E b ↪edzie
miar ↪a spektraln ↪a na M. Jeśli {Vn}∞n=1 ⊂M, to

(4.4.6) E(
∞⋃
n=1

Vn) =
∞∨
n=1

E(Vn).

Dowód. Niech V∞ :=
⋃∞
n=1 Vn oraz niech Mk := E(Vk)H, gdzie

k ∈ N∗ ∪ {∞}. St ↪ad i z równości (3.1.1) wynika, że E(V∞) = PM∞
oraz

∨∞
n=1E(Vn) =

∨∞
n=1 PMn = PW∞

n=1Mn . Ponieważ E(Vn) 6 E(V∞)
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dla dowolnego n ∈ N∗, to
∨∞
n=1E(Vn) 6 E(V∞). Aby zakończyć dowód

wystarczy pokazać, że M∞ ⊂
∨∞
n=1Mn. Niech h ∈ M∞. Zdefiniujmy

zbiory Wn w nast ↪epuj ↪acy sposób

Wn :=

{
V1, dla n = 1,

Vn\(V1 ∪ . . . Vn−1), dla n > 1.

Oczywiście V∞ =
⋃∞
n=1Wn oraz Wn ∩Wm = ∅ dla m 6= n. St ↪ad wynika,

że

h = E(
∞⋃
n=1

Wn)h =
∞∑
n=1

E(Wn)h.

Ponieważ E(Wn)h ∈ Mn dla każdego n ∈ N∗, to powyższa równość
oznacza, że h ∈

∨∞
n=1 Mn. To kończy dowód. �

Twierdzenie 4.4.10. Niech A i B b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi
układami κ operatorów samosprz ↪eżonych takimi, że A 4 B. Jeśli ϕ ∈
S(Rκ, EA)∩S(Rκ, EB) jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a, to ϕ(A) 4 ϕ(B).
W szczególności nierówność ϕ(A) 4 ϕ(B) zachodzi dla każdej funkcji
borelowskiej oddzielnie rosn ↪acej ϕ : Rκ → R.

Dowód. Wystarczy udowodnić, że

(4.4.7) EB(Ω) 6 EA(Ω)

dla dowolnego ćwiartkowego zbioru Ω ∈ B(Rκ). Istotnie, załóżmy, że za-
chodzi nierówność (4.4.7). Na mocy swierdzenia 4.1.7 zbiór ϕ−1([−∞, x])
jest ćwiartkowy. St ↪ad dzi ↪eki nierówności (4.4.7), twierdzeniu o transpor-
cie miary [2, twierdzenie 5.4.10.] oraz założeniu o funkcji ϕ dostaniemy,
że

Eϕ(B)((−∞, x]) = EB(ϕ−1((−∞, x]))

ϕ∈S(Rκ,EB)
= EB(ϕ−1([−∞, x]))

(4.4.7)
6 EA(ϕ−1([−∞, x]))

ϕ∈S(Rκ,EA)
= EA(ϕ−1((−∞, x])) = Eϕ(A)((−∞, x])

dla każdego x ∈ Rκ. Dowód nierówności (4.4.7) przeprowadzimy w kilku
krokach.

Krok 1. Wykażemy, że jeśli Ω =
⋃∞
n=1(−∞, xn], gdzie xn ∈ Rκ dla

n ∈ N∗, to nierówność (4.4.7) jest spełniona.
Na mocy lematu 4.4.9 i założenia otrzymujemy

EB(
∞⋃
n=1

(−∞, xn]) =
∞∨
n=1

EB((−∞, xn])

6
∞∨
n=1

EA((−∞, xn]) = EA(
∞⋃
n=1

(−∞, xn]).
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Krok 2. Nierówność (4.4.7) zachodzi dla dowolnego domkni ↪etego
zbioru ćwiartkowego Ω ⊂ Rκ. Bez straty ogólności możemy założyć,
że Ω 6= ∅. Ustalmy norm ↪e

7 ‖.‖∞ na Rκ i rozważmy rodzin ↪e zbiorów
{Qε}ε∈(0,∞), gdzie Qε := Qκ ∩Ω(ε) (por. (4.1.1)). Łatwo zauważyć, że Qε

jest zbiorem przeliczalnym. St ↪ad istnieje ci ↪ag qε taki, że Qε = {qε,n : n ∈
N∗}. Z obserwacji 4.1.3 (i) wynika, że Q¬ε =

⋃∞
n=1(−∞, qε,n]. St ↪ad na

mocy kroku 1. otrzymujemy, że

(4.4.8) EB(Q¬ε ) 6 EA(Q¬ε ), ε ∈ (0,∞).

Pokażemy teraz, że

(4.4.9) Ω =
⋂

ε∈(0,∞)

Q¬ε .

Ponieważ zbiór Ω jest domkni ↪ety, to Ω =
⋂
ε∈(0,∞) Ω(ε). Aby zakończyć

dowód równości (4.4.9) wystarczy pokazać, że Ω ⊂ Q¬ε ⊂ Ω(ε). Niech
x ∈ Ω. Z g ↪estości Qκ istnieje q ∈ (x1, x1 +ε)× . . .×(xκ, xκ+ε)∩Qκ ⊂ Qε.
Ponieważ x 6 q, to x ∈ Q¬ε . Tym samym Ω ⊂ Q¬ε . Wykażemy teraz
drug ↪a inkluzj ↪e. Ponieważ Qε ⊂ Ω(ε), to na mocy obserwacji 4.1.3 (ii) oraz
stwierdzenia 4.1.8 otrzymamy Q¬ε ⊂ (Ω(ε))¬ = Ω(ε).

Zauważmy również, że rodzina zbiorów {Q¬ε }ε∈(0,∞) jest rodzin ↪a ro-
sn ↪ac ↪a tzn. Q¬ε1 ⊂ Q¬ε2 , gdy ε1 6 ε2. St ↪ad na mocy równości (4.4.9),
własności miary spektralnej oraz nierówności (4.4.8) dostaniemy, że

EB(Ω) = s− lim
ε→0+

EB(Q¬ε ) 6 s− lim
ε→0+

EA(Q¬ε ) = EA(Ω).

Krok 3. Niech Ω ⊂ Rκ b ↪edzie dowolnym ćwiartkowym zbiorem bore-
lowskim. Pokażemy, że dla dowolnej miary spektralnej E na Rκ zachodzi
zależność

(4.4.10) E(Ω) = E1(Ω) :=
∨
{E(δ) : δ ⊂ Ω, δ = δ = δ¬}.

Oczywiście E1(Ω) 6 E(Ω). Z drugiej strony dla dowolnego zbioru zwar-
tego τ ⊂ Ω dzi ↪eki obserwacji 4.1.3 (iii) dostajemy

E(τ) 6 E(τ¬)
4.1.3(iii)
6 E1(Ω).

St ↪ad na mocy wniosku 4.2.2 otrzymujemy, że

E(Ω)
4.2.2
=
∨
{E(τ) : τ ⊂ Ω, τ − zwarty} 6 E1(Ω),

co dowodzi równości (4.4.10).
Z kroku 2. wynika, że jeśli δ ⊂ Rκ jest zbiorem ćwiartkowym i do-

mkni ↪etym, to EB(δ) 6 EA(δ). St ↪ad na mocy równości (4.4.10) otrzymu-
jemy, że EB(Ω) 6 EA(Ω). �

7Przypominamy, że ‖x‖∞ = max{|x1|, . . . , |xκ|}, gdzie x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ.
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Na zakończenie podrozdziału wyprowadzimy par ↪e wniosków z twier-
dzenia 4.4.10. Poniżej podajemy charakteryzacj ↪e wielowymiarowego po-
rz ↪adku spektralnego za pomoc ↪a zwykłej nierówności pomi ↪edzy całkami
spektralnymi ograniczonych oddzielnie rosn ↪acych funkcji borelowskich.

Wniosek 4.4.11. Niech A i B b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi ukła-
dami κ operatorów samosprz ↪eżonych. Wtedy nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a rów-
noważne:

(i) A 4 B,
(ii) ϕ(A) 6 ϕ(B) dla dowolnej ograniczonej oddzielnie rosn ↪acej funkcji

ci ↪agłej ϕ : Rκ → R,
(iii) ϕ(A) 6 ϕ(B) dla dowolnej ograniczonej oddzielnie rosn ↪acej funkcji

borelowskiej ϕ : Rκ → R.

Dowód. (i)⇒(iii) Zauważmy, że ϕ(A), ϕ(B) ∈ B(H) dla dowolnej
ograniczonej funkcji borelowskiej ϕ : Rκ → R i zastosujmy twierdzenie
4.4.10 oraz propozycj ↪e 3.3.3.

(iii)⇒(ii) Oczywiste.
(ii)⇒(i) Na mocy obserwacji 4.4.7 wystarczy wykazać, że Aj 4 Bj

dla j = 1, . . . , κ. Ustalmy j ∈ {1, . . . κ}. Niech f : R→ R b ↪edzie ci ↪agł ↪a i
ograniczon ↪a funkcj ↪a rosn ↪ac ↪a. Zdefiniujmy ϕ : Rκ → R wzorem

(4.4.11) ϕ(x1, . . . , xκ) := f(xj).

Oczywiście ϕ jest ci ↪agł ↪a i ograniczon ↪a funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a. Z [2,
lemat 6.5.2.] otrzymujemy, że

f(Aj) = (f ◦ πj)(A) = ϕ(A).

Analogicznie otrzymamy, że f(Bj) = ϕ(B). St ↪ad i z założenia wynika, że
f(Aj) 6 f(Bj) dla każdej ci ↪agłej i ograniczonej funkcji rosn ↪acej f : R→
R. Zatem na mocy twierdzenia 3.3.6 Aj 4 Bj. �

Uwaga 4.4.12. Dowód implikacji (ii)⇒(i) można przeprowadzić ana-
logicznie tak jak dowód implikacji (ii)⇒(i) w twierdzeniu 3.3.6 stosuj ↪ac
twierdzenie 4.3.2 w miejsce twierdzenia 2.3.1.

Poniższy wniosek jest prób ↪a odpowiedzi na pytanie dotycz ↪ace stopnia
„wektorowości” porz ↪adku spektralnego.

Wniosek 4.4.13. Niech (A1, A2) i (B1, B2) b ↪ed ↪a parami spektralnie
przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych w przestrzeni HilbertaH. Za-
łóżmy, że A1 4 B1 i A2 4 B2. Wówczas zachodzi poniższa nierówność8

(4.4.12) (X1 +X2)(A1, A2) 4 (X1 +X2)(B1, B2).

Jeśli dodatkowo A1 lub A2 jest dodatni, to

(4.4.13) (X1X2)(A1, A2) 4 (X1X2)(B1, B2).

8Przypominamy w tym miejscu, że jeśli operatory A1 i A2 nie s ↪a ograniczone, to
może si ↪e zdarzyć, że A1 +A2 ( (X1 +X2)(A1, A2).
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Dowód. Z założenia i obserwacji 4.4.7 wynika, że A := (A1, A2) 4
(B1, B2) =: B. Oczywiście funkcja ϕ : R2 → R zdefiniowana wzorem
ϕ(x1, x2) := x1 +x2 dla x1, x2 ∈ R jest oddzielnie rosn ↪aca. St ↪ad na mocy
twierdzenia 4.4.10 otrzymujemy (4.4.12).

Przejdźmy teraz do dowodu nierówności (4.4.13). Załóżmy, że A1

jest dodatni. Na mocy obserwacji 3.4.1 wynika, że 0 4 A1. St ↪ad oraz
z nierówności A1 4 B1 otrzymamy, że 0 4 B1. Tym samym B1 jest
dodatni. W szczególności suppEA1 ⊂ [0,∞) oraz suppEB1 ⊂ [0,∞).
Stosuj ↪ac obserwacj ↪e 4.4.3 dostaniemy, że suppEA ⊂ [0,∞) × R oraz
suppEB ⊂ [0,∞)×R. St ↪ad wynika, że (X1X2)(A1, A2) = ψ(A1, A2) oraz
(X1X2)(B1, B2) = ψ(B1, B2), gdzie funkcja ψ : R2 → R jest zdefiniowana
wzorem ψ(x1, x2) := χ[0,∞)2(x)x1 · x2 dla x1, x2 ∈ R. Aby zakończyć
dowód wystarczy jeszcze zauważyć, że ψ jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪aca
oraz skorzystać z twierdzenia 4.4.10. �

Jeśli A = (A1, . . . , Aκ1) jest spektralnie przemiennym układem ope-
ratorów samosprz ↪eżonych w H i9 ϕ ∈ S(Rκ1 , EA;Rκ2

) dla j = 1, . . . , κ1,
to przez ϕ(A) oznaczamy układ operatorów (ϕ1(A), . . . , ϕκ2(A)). Oczy-
wiście ϕ(A) jest układem spektralnie przemiennych operatorów w H.

Wniosek 4.4.14. Niech κ1, κ2 ∈ N∗. Załóżmy, że A = (A1, . . . , Aκ1)
i B = (B1, . . . , Bκ1) s ↪a układami spektralnie przemiennych operatorów
samosprz ↪eżonych w H spełniaj ↪acych relacj ↪e A 4 B. Jeśli

ϕ ∈ S(Rκ1 , EA;Rκ2
) ∩ S(Rκ1 , EB;Rκ2

)

jest oddzielnie rosn ↪aca, to ϕ(A) 4 ϕ(B).

Dowód. Z założenia i obserwacji 4.1.6 funkcje ϕj s ↪a oddzielnie ro-
sn ↪ace dla j = 1, . . . , κ2, gdzie ϕ = (ϕ1, . . . , ϕκ2). St ↪ad oraz relacji A 4 B
na mocy twierdzenia 4.4.10 wynika, że ϕj(A) 4 ϕj(B), dla j = 1, . . . , κ2.
St ↪ad oraz z obserwacji 4.4.7 dostaniemy, że ϕ(A) 4 ϕ(B). �

4.5. Jednomiany a wielowymiarowy porz ↪adek spektralny

Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ) b ↪ed ↪a spektralnie prze-
miennymi układami operatorów samosprz ↪eżonych wH spełniaj ↪acymi wa-
runek A 4 B. W dalszym ci ↪agu b ↪edziemy rozważać zależności pomi ↪edzy
dziedzinami operatorów postaci10 Xα(A) i Xα(B), gdzie α ∈ Nκ. Jednak
zanim przejdziemy do twierdzenia b ↪ed ↪acego rozwi ↪azaniem tego problemu
wprowadzimy kilka użytecznych oznaczeń i przedstawimy kilka pomoc-
niczych faktów.

9Przyjmujemy, że S(Rκ, E;Rι) := {ϕ = (ϕ1, . . . , ϕι) : ϕj ∈ S(Rκ, E) dla j =
1, . . . , ι}, gdzie κ, ι ∈ N∗.
10Dla x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ i α = (α1, . . . , ακ) ∈ Nκ definiujemy xα :=

xα1
1 . . . xακκ (stosujemy konwencj ↪e, że 00 = 1).
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Niech A b ↪edzie operatorem samosprz ↪eżonym w H. Zdefiniujmy do-
mkni ↪ete podprzestrzenie wektorowe H− := EA((−∞, 0))H oraz H+ :=
EA([0,∞))H. Połóżmy

(4.5.1) A+ := 0|H− ⊕ A|H+

oraz

(4.5.2) A− := A|H− ⊕ 0|H+ .

Nietrudno zauważyć, że operatory A+ i A− s ↪a samosprz ↪eżone. Dodat-
kowo operator A+ jest dodatni. Prawdziwy jest nast ↪epuj ↪acy lemat.

Lemat 4.5.1. Jeśli A i B s ↪a operatorami samosprz ↪eżonymi w H ta-
kimi, że A 4 B, to A+ 4 B+ i A− 4 B−.

Dowód. Na wst ↪epie pokażemy, że jeśli C jest operatorem samo-
sprz ↪eżonym w H, to

(4.5.3) C± = f±(C),

gdzie funkcje f± : R→ R dane s ↪a wzorem

(4.5.4) f±(x) :=
1

2
(x± |x|), x ∈ R.

Niech h ∈ H. Połóżmy h+ := EC([0,∞))h oraz h− := EC((−∞, 0))h.
Wówczas supp〈EC(·)h+, h+〉 ⊂ [0,∞) i supp〈EC(·)h−, h−〉 ⊂ (−∞, 0], co
poci ↪aga za sob ↪a, że ∫

R
(x± |x|)2〈EC(dx)h, h〉

=

∫
R
(x± |x|)2〈EC(dx)h+, h+〉+

∫
R
(x± |x|)2〈EC(dx)h−, h−〉

=

∫
R

4x2〈EC(dx)h±, h±〉.

Powyższa równość oznacza, że dla każdego h ∈ H zachodzi warunek

h ∈ D(f±(C))⇔ h± ∈ D(C).

St ↪ad i z definicji C± otrzymujemy, że D(f±(C)) = D(C±). Równocześnie
jeśli h ∈ D(f±(C)) oraz h̃ ∈ H, to

〈f±(C)h, h̃〉 =

∫
R

x± |x|
2
〈EC(dx)h, h̃〉

=

∫
R

x± |x|
2
〈EC(dx)h+, h̃〉+

∫
R

x± |x|
2
〈EC(dx)h−, h̃〉

=

∫
R
x〈EC(dx)h±, h̃〉 = 〈Ch±, h̃〉 = 〈C±h, h̃〉.

Zatem f±(C)h = C±h dla wszystkich h ∈ D(f±(C)), co kończy dowód
równości (4.5.3).
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Zauważmy, że funkcje f+ i f− s ↪a rosn ↪ace. St ↪ad na mocy równości
(4.5.3) oraz propozycji 3.3.2 otrzymujemy, że A+ 4 B+ i A− 4 B−. �

Niech ε = (ε1, . . . , εκ) ∈ {−,+}κ. Zdefiniujmy funkcj ↪e fε := fε1 ×
. . .× fεκ : Rκ → R, gdzie funkcje f± s ↪a zdefiniowane równościami (4.5.4).
W szczególności mamy, że

(4.5.5) πj ◦ fε = fεj ◦ πj, ε ∈ {−,+}κ, j = 1, . . . , κ.

Zdefiniujmy w tym miejscu † = (†1, . . . , †κ) ∈ {−,+}κ wzorem †j = +
dla j = 1, . . . , κ. Jeśli C = (C1, . . . , Cκ) jest spektralnie przemiennym
układem operatorów samosprz ↪eżonych w H, to przez Cε b ↪edziemy rozu-
mieć układ operatorów zdefiniowany w nast ↪epuj ↪acy sposób

(4.5.6) Cε := (fε1(C1), . . . , fεκ(Cκ))

(por. (4.5.1), (4.5.2)). Z równości (4.5.5) i [2, lemat 6.5.2.] wynika, że

fε(C) =
(
(πj ◦ fε)(C)

)κ
j=1

(4.5.5)
= ((fεj ◦ πj)(C))κj=1

lemat 6.5.2.
= (fεj(Cj))

κ
j=1.

St ↪ad i z definicji Cε dostajemy, że

(4.5.7) fε(C) = Cε.

Równocześnie

(4.5.8) ECε = EC ◦ f−1
ε .

Istotnie z równości fεj(Cj) = (πj ◦ fε)(C) i twierdzenia o transporcie
miary otrzymujemy, że

fεj(Cj) =

∫
Rκ
xjEC ◦ f−1

ε (dx), j = 1, . . . , κ.

St ↪ad i z twierdzenia 4.4.1 wynika równość (4.5.8).
Po przygotowaniach możemy sformułować i udowodnić główny rezul-

tat tego podrozdziału. Poniższe twierdzenie jest uogólnieniem drugiej
cz ↪eści propozycji 3.3.3.

Twierdzenie 4.5.2. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ)
b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi układami operatorów samosprz ↪eżonych ta-
kimi, że A 4 B oraz niech α ∈ Nκ. Załóżmy dodatkowo, że

(4.5.9) Xα(Aε) ∈ B(H), ε ∈ {−,+}κ\{†}.
Wówczas

(4.5.10) D(Xα(B)) ⊂ D(Xα(A)).

Dowód. Niech R+ := [0,∞) oraz R− := (−∞, 0]. Przyjmijmy z
definicji, że Rκε := Rε1 × . . . × Rεκ , gdzie ε = (ε1, . . . , εκ) ∈ {−,+}κ.
Na wst ↪epie pokażemy, że dla dowolnego C = (C1, . . . , Cκ) spektralnie
przemiennego układu operatorów samosprz ↪eżonych w H mamy równość

(4.5.11) D(Xα(C)) =
⋂

ε∈{−,+}κ
D(Xα(Cε)).
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(⊂) Niech h ∈ D(Xα(C)). Wtedy dla dowolnego ε ∈ {−,+}κ na mocy
równości (4.5.8) dostaniemy∫

Rκ
|xα|2〈EC(dx)h, h〉 >

∫
Rκε
|xα|2〈EC(dx)h, h〉

=

∫
Rκ
|fε(x)α|2〈EC(dx)h, h〉 =

∫
Rκ
|xα|2〈EC ◦ f−1

ε (dx)h, h〉

(4.5.8)
=

∫
Rκ
|xα|2〈ECε(dx)h, h〉.

Jeśli h ∈ D(Xα(C)), to na mocy powyższej nierówności otrzymamy, że
h ∈ D(Xα(Cε)). (⊃) Załóżmy teraz, że h ∈ D(Xα(Cε)) dla każdego
ε ∈ {−,+}κ. St ↪ad i z równości (4.5.8) otrzymamy, że∫

Rκ
|xα|2〈EC(dx)h, h〉 6

∑
ε∈{−,+}κ

∫
Rκε
|xα|2〈EC(dx)h, h〉

=
∑

ε∈{−,+}κ

∫
Rκ
|xα|2〈ECε(dx)h, h〉 <∞.

Zatem
⋂

ε∈{−,+}κ
D(Xα(Cε)) ⊂ D(Xα(C)), co kończy dowód równości

(4.5.11).
Zauważmy, że Aε 4 Bε. Istotnie ponieważ funkcje f± s ↪a rosn ↪ace,

to funkcja fε jest oddzielnie rosn ↪aca. St ↪ad na mocy wniosku 4.4.14 i
założenia otrzymujemy, że fε(A) 4 fε(B). Zatem dzi ↪eki równości (4.5.7)
dostaniemy, że Aε 4 Bε.

Przejdźmy teraz do dowodu inkluzji (4.5.10). Z założenia twierdzenia
mamy, że
D(Xα(Aε)) = H dla wszystkich ε 6= †. Tym samym dzi ↪eki równości
(4.5.11) wynika, że

(4.5.12) D(Xα(A)) =
⋂

ε∈{−,+}κ
D(Xα(Aε)) = D(Xα(A†)).

Ponieważ A+ i B+ s ↪a operatorami dodatnimi, to na mocy (4.4.3) otrzy-
mujemy, że suppEA† ⊂ [0,∞)κ oraz suppEB† ⊂ [0,∞)κ. W szcze-
gólności Xα(A†) = ϕ(A†) oraz Xα(B†) = ϕ(B†), gdzie ϕ : Rκ 3 x →
χRκ+(x) · xα ∈ R. Oczywiście ϕ jest funkcj ↪a oddzielnie rosn ↪ac ↪a. St ↪ad
na mocy twierdzenia 4.4.10 wnioskujemy, że Xα(A†) 4 Xα(B†). Do-
datkowo operatory Xα(A†) i Xα(B†) s ↪a dodatnie. St ↪ad i z propozycji
3.3.3 otrzymujemy inkluzj ↪e D(Xα(B†)) ⊂ D(Xα(A†)). Dzi ↪eki temu oraz

53



równościom (4.5.11) i (4.5.12) wynika, że

D(Xα(B))
(4.5.11)

=
⋂

ε∈{−,+}κ
D(Xα(Bε)) ⊂ D(Xα(B†))

⊂ D(Xα(A†))
(4.5.12)

= D(Xα(A)),

co kończy dowód. �

Uwaga 4.5.3. Przyjrzyjmy si ↪e bliżej twierdzeniu 4.5.2 w przypadku
κ = 1. Niech α = α1 = 1. W tym wypadku założenie (4.5.9) redukuje
si ↪e do ż ↪adania, aby A− ∈ B(H). Warunek ten z kolei jest równoważny
temu, że operator A jest ograniczony od dołu.

W przykładzie, który podamy za chwil ↪e, pokażemy, że osłabiona wer-
sja założenia (4.5.9) nie musi zapewniać inkluzji (4.5.10). Sytuacja ta
może mieć miejsce nawet wówczas, gdy warunek (4.5.9) nie jest speł-
niony tylko dla jednego ε ∈ {−,+}κ\{†}.

Jeśli ϕ : Rκ → R jest funkcj ↪a borelowsk ↪a, to przez Mϕ oznaczamy
operator w L2(Rκ) zdefiniowany nast ↪epuj ↪aco

D(Mϕ) := {h ∈ L2(Rκ) :

∫
Rκ
|ϕh|2 dx <∞}

oraz
Mϕh := ϕh, h ∈ D(Mϕ).

Wiadomo, że operator Mϕ jest operatorem samosprz ↪eżonym w L2(Rκ)
(zob. [2]).

Obserwacja 4.5.4. Jeżeli ϕ, ψ : Rκ → R s ↪a funkcjami borelowskimi,
to operatory Mϕ i Mψ s ↪a spektralnie przemienne.

Dowód. Niech E : B(Rκ) → B(L2(Rκ)) b ↪edzie miar ↪a spektraln ↪a
dan ↪a wzorem

E(τ)h = χτh, h ∈ L2(Rκ) oraz τ ∈ B(Rκ).
Wówczas dla dowolnej funkcji borelowskiej f : Rκ → R miara spektralna
EMf

wyraża si ↪e wzorem

(4.5.13) EMf
(σ) = E(f−1(σ)), σ ∈ B(R).

Tym samym

EMϕ(σ)EMψ
(τ) = E(ϕ−1(σ))E(ψ−1(τ))

= E(ψ−1(τ))E(ϕ−1(σ)) = EMψ
(τ)EMϕ(σ)

dla dowolnych σ, τ ∈ B(R). To kończy dowód spektralnej przemienności
Mϕ i Mψ. �

Lemat 4.5.5. Niech ϕj : Rκ → R b ↪ed ↪a funkcjami borelowskimi dla
wszystkich j = 1, . . . , κ i niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie układem opera-
torów, gdzie Aj := Mϕj . Wtedy
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(i) A jest spektralnie przemiennym układem operatorów samosprz ↪eżo-
nych,

(ii) miara spektralna A wyraża si ↪e wzorem

(4.5.14) EA = E ◦ (ϕ1, . . . , ϕκ)
−1,

(iii) dla dowolnej funkcji borelowskiej f : Rκ → R prawdziwa jest nast ↪e-
puj ↪aca równość

(4.5.15) f(A) = Mf◦(ϕ1,...,ϕκ).

Dowód. (i) Wynika z obserwacji 4.5.4.
(ii) Niech j ∈ {1, . . . , κ}. Wówczas dla każdego h1 ∈ D(Mϕj) oraz

h2 ∈ L2(Rκ) mamy

〈Mϕjh1, h2〉 =

∫
Rκ
ϕjh1h2 dx =

∫
Rκ
ϕj〈E(dx)h1, h2〉

=

∫
Rκ
xj〈E ◦ (ϕ1, . . . , ϕκ)

−1(dx)h1, h2〉.

Z powyższej równości oraz z twierdzenia 4.4.1 wnioskujemy że EA =
E ◦ (ϕ1, . . . , ϕκ)

−1.
(iii) Z twierdzenia o transporcie miary oraz równości (4.5.14) wynika,

że

Ef(A) = EA ◦ f−1 (4.5.14)= (E ◦ (ϕ1, . . . , ϕκ)
−1) ◦ f−1

= E ◦ (f ◦ (ϕ1, . . . , ϕκ))
−1 (4.5.14)= EMf◦(ϕ1,...,ϕκ)

.

St ↪ad na mocy wzajemnie jednoznacznej odpowiedniości pomi ↪edzy mia-
rami spektralnymi a operatorami samosprz ↪eżonymi otrzymujemy tez ↪e.

�

Przykład 4.5.6. Niech H = L2(Rκ) oraz niech ε = (ε1, . . . , εκ) ∈
{−,+}κ\{†}. Ustalmy j0 ∈ {1, . . . , κ} takie, że εj0 = −. Dla każdego
j = 1, . . . , κ rozważmy funkcje ϕj, ψj : Rκ → R określone poniższymi
wzorami:11

(4.5.16)

ϕj(x) = ψj(x) :=

{
εj1, gdy εjxj > 0,

0, gdy εjxj < 0
, x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ,

dla j 6= j0 oraz
(4.5.17)

ϕj0(x) :=

{
−(x2

j0
+ 1), gdy εj0xj0 > 0,

0, gdy εj0xj0 < 0
, x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ,

11Przyjmujemy z definicji, że

εx =

{
x gdy ε = +,
−x gdy ε = −,

gdzie ε ∈ {−,+} oraz x ∈ R.
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(4.5.18) ψj0(x) :=

{
xj0 , gdy εj0xj0 > 0,

0, gdy εj0xj0 < 0
, x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ.

Oczywiście ϕj i ψj s ↪a funkcjami borelowskimi dla każdego j = 1, . . . , κ.
Niech Aj := Mϕj oraz Bj := Mψj dla j = 1, . . . , κ. Wówczas na pod-
stawie lematu 4.5.5 A := (A1, . . . , Aκ) i B := (B1, . . . , Bκ) s ↪a układami
operatorów samosprz ↪eżonych spektralnie przemiennych.

Poniżej wykażemy, że układy operatorów A i B spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace
warunki:

(i) A 4 B,
(ii) Xα(Aδ) ∈ B(H) dla każdego δ ∈ {−,+}κ\{ε} oraz dla wszystkich

α ∈ Nκ∗ ,
(iii) D(Xα(B)) 6⊂ D(Xα(A)) dla dowolnego α ∈ Nκ∗ .
ad. (i) Ponieważ Aj = Bj, gdy j 6= j0, to na mocy obserwacji 4.4.7
wystarczy udowodnić, że Aj0 4 Bj0 . Oczywiście ϕj0(x) 6 ψj0(x) dla
każdego x ∈ Rκ. St ↪ad i z równości (4.5.13) otrzymujemy, że

FBj0 (x) = EBj0 ((−∞, x]) = E(ψ−1
j0

((−∞, x]))

6 E(ϕ−1
j0

((−∞, x])) = EAj0 ((−∞, x]) = FAj0 (x)

dla każdego x ∈ R. Zatem Aj0 4 Bj0 .
ad. (ii) Ponieważ δ = (δ1, . . . , δκ) 6= ε, to znajdziemy j1 ∈ {1, . . . , κ}

takie, że δj1 6= εj1 . W szczególności jeśli j1 6= j0, to

(4.5.19) fδj1 ◦ϕj1(x) = fδj1 ◦ψj1(x) =

{
fδj1 (εj11), gdy εj1xj1 > 0,

fδj1 (0), gdy εj1xj1
= 0.

W przypadku, gdy j1 = j0, to δj1 = +. Wówczas

(4.5.20) fδj0 ◦ ϕj0(x) =

{
fδj0 (−(x2

j0
+ 1)), gdy εj0xj0 > 0,

fδj0 (0), gdy εj0xj0 < 0,
= 0.

Z definicji (4.5.6), lematu 4.5.5 (iii) oraz równości (4.5.19) i (4.5.20) otrzy-
mamy, że

Xα(Aδ) = Xα((fδj(Mϕj))
κ
j=1)

= Xα((Mfδj ◦ϕj)
κ
j=1) = MQκ

j=1(fδj ◦ϕj)
αj

αj1 6=0
= 0.

ad. (iii) Stosuj ↪ac lemat 4.5.5 (iii) dostaniemy, że

Xα(A) = Xα((Mϕj)
κ
j=1) = MQκ

j=1(ϕj)
αj .

Analogicznie otrzymamy, że

Xα(B) = Xα((Mψj)
κ
j=1) = MQκ

j=1(ψj)
αj .

56



Zdefiniujmy funkcj ↪e h : Rκ → R nast ↪epuj ↪aco

h(x) =


1

1+x
αj0

+1

j0

, gdy εj0xj0 > 0 i 1 > εjxj > 0 dla j 6= j0,

0, w pozostałych przypadkach.

gdzie x = (x1, . . . , xκ) ∈ Rκ. Zauważmy, że h ∈ D(Xα(B))\D(Xα(A)).
Istotnie z definicji funkcji h oraz twierdzenia Fubiniego otrzymujemy12∫

Rκ
|
κ∏
j=1

(ψj)
αjh|2 dx =

∫
[0,ε1]×...×Rεj0×...×[0,εκ]

|(xj0)αj0
1

1 + x
αj0+1

j0

|2 dx

=

∫
(−∞,0]

| (xj0)
αj0

1 + x
αj0+1

j0

|2 dxj0 <∞.

St ↪ad wynika, że h ∈ D(MΠκj=1(ψj)
αj ). Równocześnie dzi ↪eki temu, że αj0 6=

0 dostaniemy, że∫
Rκ
|
κ∏
j=1

(ϕj)
αjh|2 dx =

∫
[0,ε1]×...×Rεj0×...×[0,εκ]

|(x2
j0

+ 1)αj0
1

1 + x
αj0+1

j0

|2 dx

=

∫
(−∞,0]

|
(x2

j0
+ 1)αj0

1 + x
αj0+1

j0

|2 dxj0
αj0 6=0

= ∞,

co oznacza, że h /∈ D(MΠκj=1(ϕj)
αj ).

4.6. Wektory ograniczone układów operatorów

Celem niniejszego podrozdziału jest przygotowanie poj ↪eć potrzeb-
nych do zbadania wielowymiarowego porz ↪adku spektralnego w przypadku
układu spektralnie przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych dodat-
nich. Głównym wynikiem tej cz ↪eści jest stwierdzenie 4.6.4 charaktery-
zuj ↪ace wektory ograniczone układu operatorów.

W dalszym ci ↪agu niech |α| := α1 + . . . + ακ dla α = (α1, . . . , ακ) ∈
[0,∞)κ. Jeśli A = (A1, . . . , Aκ) jest spektralnie przemiennym układem
operatorów samosprz ↪eżonych dodatnich w H i α ∈ [0,∞)κ, to kładziemy
Xα(A) := ψα(A), gdzie funkcja ψα : Rκ → R jest określona wzorem
ψα(y) := |y1|α1 . . . |yκ|ακχ[0,∞)κ(y) dla y ∈ Rκ (stosujemy konwencj ↪e, w
której 00 = 1). Jeśli α ∈ Nκ, to ta definicja pokrywa si ↪e z definicj ↪a
postawion ↪a na stronie 45.

12Dla ε ∈ {−,+} kładziemy

[0, ε] =

{
[0, 1] gdy ε = +,
[−1, 0] gdy ε = −.
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Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie układem operatorów w H. Zdefi-
niujmy nast ↪epuj ↪ace zbiory

D∞(A) :=
∞⋂
n=1

κ⋂
j1=1

. . .

κ⋂
jn=1

D(Aj1 . . . Ajn)

oraz

Ba(A) :=
⋃
c∈R
c>0

∞⋂
n=1

κ⋂
j1=1

. . .
κ⋂

jn=1

{h ∈ D∞(A) : ‖Aj1 . . . Ajnh‖ 6 caj1 . . . ajn}

dla a = (a1, . . . , aκ) ∈ [0,∞)κ. Powiemy, że h ∈ H jest wektorem ograni-
czonym13 dla układu operatorów A jeśli h ∈ B(A) :=

⋃
a∈(0,∞)κ Ba(A).

W dalszej cz ↪eści pracy b ↪edziemy używać symbolu DΛ(A) na oznaczenie
zbioru

⋂
α∈Λ D(Xα(A)), gdzie Λ ⊂ [0,∞)κ.

Rozważania dotycz ↪ace wektorów ograniczonych poprzedzimy przypo-
mnieniem kilku użytecznych faktów.

Lemat 4.6.1. Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie spektralnie przemien-
nym układem operatorów samosprz ↪eżonych w H. Wówczas dla dowolnego
n ∈ N∗ oraz dowolnych funkcji ϕ1, . . . , ϕn ∈ S(Rκ, EA) mamy

(4.6.1) D(ϕ1(A) . . . ϕn(A)) =
n⋂
j=1

D((ϕj . . . ϕn)(A))

oraz

(4.6.2) ϕ1(A) . . . ϕn(A) ⊂ (ϕ1 . . . ϕn)(A).

Dowód. (4.6.1) i (4.6.2) wynikaj ↪a bezpośrednio z [2, twierdzenie
5.4.4.] i zasady indukcji matematycznej. �

Wniosek 4.6.2. Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie układem spektralnie
przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych w H. Wówczas

(a)

(4.6.3) D∞(A) =
⋂
α∈Nκ

D(Xα(A)).

(b) Dla każdego n ∈ N∗ oraz dla dowolnych j1, . . . , jn ∈ {1, . . . , κ} za-
chodzi równość14

(4.6.4) Aj1 . . . Ajn|D∞(A) = Xβ(A)|D∞(A), gdzie β = ej1 + . . .+ ejn .

13Definicj ↪e wektorów ograniczonych dla układu spektralnie przemiennych opera-
torów samosprz ↪eżonych można znaleźć np. w [27].
14Przyjmujemy, że ej := (0, . . . , 1︸︷︷︸

j

, . . . , 0) ∈ Rκ dla j = 1, . . . , κ.
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(c) Jeśli dodatkowo A jest dodatni, to15

(4.6.5) D∞(A) =
κ⋂
j=1

D∞(Aj) =
⋂

α∈[0,∞)κ

D(Xα(A)).

Dowód. ad. (a) (⊂) Niech h ∈ D∞(A). Musimy wykazać, że h ∈
D(Xα(A)) dla każdego α ∈ Nκ. Bez straty ogólności możemy założyć,
że α 6= 0. Rozważmy funkcje ϕj : Rκ → R określone wzorem

ϕj := πl, gdzie l = min{k ∈ {1, . . . , κ} : j 6 α1 + . . .+ αk}
dla j = 1, . . . , |α|. Na podstawie twierdzenia 4.4.1 oraz lematu 4.6.1
otrzymujemy, że

h ∈ D(ϕ1(A) . . . ϕ|α|(A))
(4.6.1)
⊂ D((ϕ1 . . . ϕ|α|)(A)) = D(Xα(A)).

(⊃) Załóżmy, że h ∈
⋂
α∈Nκ

D(Xα(A)). Ustalmy n ∈ N∗ oraz j1, . . . , jn ∈

{1, . . . , κ}. Podstawiaj ↪ac ϕk = πjk dla j = 1, . . . , n w równości (4.6.1)
dostaniemy, że

n⋂
k=1

D(Xα(k)(A)) = D(Aj1 . . . Ajn),

gdzie α(k) := ejk + . . . + ejn dla k = 1, . . . , n. Z założenia wiemy, że
h ∈ D(Xα(k)(A)) dla każdego k = 1, . . . , n. St ↪ad i z powyższej równości
wynika, że h ∈ D(Aj1 . . . Ajn). To kończy dowód równości (4.6.1).

ad. (b) Równość (4.6.4) jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a równości
(4.6.3) i inkluzji (4.6.2) zastosowanej do funkcji ϕk := πjk dla k =
1, . . . , n.

ad. (c) Niech D1 :=
κ⋂
j=1

D∞(Aj) oraz D2 :=
⋂

α∈[0,∞)κ

D(Xα(A)). In-

kluzja D∞(A) ⊂ D1 jest oczywista. Równocześnie na mocy równości
(4.6.3) D2 ⊂ D∞(A). Do zakończenia dowodu wystarczy pokazać, że
D1 ⊂ D2.

Niech h ∈ D1. Zdefiniujmy miar ↪e µ na B(Rκ) wzorem µ(σ) :=
〈EA(σ)h, h〉, gdzie σ ∈ B(Rκ). Z założenia o h wynika, że ψαjej ∈
L2κ(Rκ, µ) dla j = 1, . . . , κ oraz α ∈ [0,∞)κ. St ↪ad oraz z uogólnionej
nierówności Höldera otrzymujemy, że ψα =

∏κ
j=1 ψαjej ∈ L2(Rκ, µ) dla

każdego α ∈ [0,∞)κ. To jest równoznaczne z tym, że h ∈ D2, co kończy
dowód. �

Obserwacja 4.6.3. Niech A = (A1, . . . , Aκ) b ↪edzie spektralnie prze-
miennym układem operatorów samosprz ↪eżonych w H. Wówczas nast ↪epu-
j ↪ace warunki s ↪a równoważne
15Przypominamy, że jeśli C jest dodatnim operatorem samosprz ↪eżonym w H, to

D∞(C) =
⋂

s∈[0,∞)

D(Cs).
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(i) Aj jest operatorem dodatnim dla j = 1, . . . , κ,
(ii) suppEA ⊂ [0,∞)κ.

Dowód. (i)⇒ (ii) Ponieważ operatoryAj s ↪a dodatnie, to suppEAj ⊂
[0,∞) dla j = 1, . . . , κ. St ↪ad na mocy obserwacji 4.4.3 dostaniemy, że
suppEA ⊂ [0,∞)κ.

(ii) ⇒ (i) Z równości (4.4.1) oraz założenia otrzymujemy

EAj((−∞, 0)) = EA(R× . . .× (−∞, 0)︸ ︷︷ ︸
j

× . . .× R)
(ii)
= 0.

St ↪ad wynika, że suppEAj ⊂ [0,∞), co oznacza, że Aj jest dodatni dla
j = 1, . . . , κ. �

Jeśli spełnione s ↪a założenia obserwacji 4.6.3 oraz zachodzi warunek
(i) lub (ii), to mówimy, że układ A jest dodatni.

Zajmiemy si ↪e teraz charakteryzacj ↪a zbioru wektorów ograniczonych
układu operatorów.

Stwierdzenie 4.6.4. Załóżmy, że h ∈ H i A = (A1, . . . , Aκ) jest
spektralnie przemiennym układem operatorów samosprz ↪eżonych w H.
Niech a ∈ [0,∞)κ oraz niech Λ ⊂ [0,∞)κ spełnia warunek

(4.6.6) sup
α∈Λ

αj
1 + |α| − αj

=∞, j = 1, . . . , κ.

Rozważmy nast ↪epuj ↪ace warunki
(i) h ∈ Ba(A),
(ii) istnieje liczba rzeczywista c > 0 taka, że

h ∈ D(Xα(A)) oraz ‖Xα(A)h‖ 6 caα, dla wszystkich α ∈ Nκ,
(iii) h ∈ R(FA(a)).
Wówczas
(a) warunek (i) jest prawdziwy wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi (ii),
(b) jeśli A jest dodatni, to warunki (i), (ii) i (iii) s ↪a równoważne oraz z

każdego z nich wynika warunek
(iv) istnieje liczba rzeczywista c > 0 taka, że

(4.6.7) h ∈ D(Xα(A)) oraz ‖Xα(A)h‖ 6 caα, dla wszystkich α ∈ Λ.

(c) jeśli A jest dodatni oraz h⊥
⋃κ
j=1 N (Aj), to wszystkie warunki (i),

(ii), (iii) i (iv) s ↪a równoważne.

Dowód. ad. (a) Równoważność (i) ⇔ (ii) wynika natychmiast z
wniosku 4.6.2.

Przejdźmy teraz do dowodu cz ↪eści (b). Załóżmy, że A jest dodatni.
Niech µh(σ) := 〈EA(σ)h, h〉 dla każdego σ ∈ B(Rκ).

(ii)⇒(iii) Oczywiście D∞(A) ⊂ D∞(Aj) dla każdego j = 1, . . . , κ.
Równocześnie ‖Anj h‖ 6 canj dla każdego n ∈ N, co oznacza, że h ∈
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Baj(Aj). St ↪ad i z równości (3.2.2) wynika, że h ∈ R(FAj(aj)) dla każdego
j = 1, . . . , κ. Ponieważ FA(a) = FA1(a1) . . . FAκ(aκ), to h ∈ R(FA(a)).

(iii)⇒(ii) Niech α ∈ Nκ. Z założenia suppµh ⊂ (−∞, a]. St ↪ad na
mocy dodatniości A otrzymujemy, że∫

Rκ
|xα|2 dµh(x) =

∫
[0,a1]×...×[0,aκ]

|xα|2 dµh(x) 6 (aα)2‖h‖2 <∞.

Tym samym h ∈ D(Xα(A)) i

‖Xα(A)h‖ =
(∫

Rκ
|xα|2 dµh(x)

) 1
2
6 aα‖h‖.

(iii)⇒(iv) Dowodzi si ↪e podobnie jak implikacj ↪e (iii)⇒(ii).
ad. (c) Zakładamy, że A jest dodatni oraz h⊥

⋃κ
j=1 N (Aj). Do

zakończenia dowodu wystarczy wykazać, że (iv) implikuje (iii).
(iv)⇒(iii) Przypuśćmy, że h /∈ R(FA(a)). W szczególności

(4.6.8) µh(Rκ\(−∞, a]) > 0.

Dla dowolnego samosprz ↪eżonego operatora C w H prawdziwa jest rów-
ność N (C) = R(EC({0})), która jest konsekwencj ↪a charakteryzacji
widma punktowego operatorów samosprz ↪eżonych (por. [2, twierdze-
nie 6.1.3]). St ↪ad i z założenia wynika, że EAj({0})h = 0 dla każdego
j = 1, . . . , κ. Dzi ↪eki założeniu, że A jest dodatni otrzymujemy, że
EA(Rκ\[0,∞)κ)h = 0. Zatem

(4.6.9) µh((0,∞)κ\[0, a1]× . . .× [0, aκ]) = µh(Rκ\(−∞, a]) > 0.

Niech Dj,n := ( 1
n
,∞)× . . . (aj +

1

n
,∞)︸ ︷︷ ︸

j

× . . .× ( 1
n
,∞) dla j ∈ {1, . . . , κ}

oraz n ∈ N∗. Na mocy nierówności (4.6.9) oraz równości

(0,∞)κ\[0, a1]× . . .× [0, aκ] =
κ⋃
j=1

∞⋃
n=1

Dj,n,

możemy wybrać j ∈ {1, . . . , κ} oraz n ∈ N∗ takie, że

(4.6.10) γ := µh(Dj,n) > 0.

Ustalmy α ∈ Λ. Wówczas z nierówności (4.6.7) otrzymujemy

γ(
1

n
)2(|α|−αj)(aj +

1

n
)2αj 6

∫
Dj,n

|xα|2 dµh(x)

6
∫

Rκ
|xα|2 dµh(x) = ‖xα(A)h‖2

(4.6.7)
6 c2(aα)2.

Zatem

(4.6.11) (
√
γ)

1
|α| (

1

n
)(1−

αj
|α| )(aj +

1

n
)
αj
|α| 6 c

1
|α|a

α
|α| , dla każdego α ∈ Λ.
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Korzystaj ↪ac z warunku (4.6.6) znajdziemy ci ↪ag {α(m)}∞m=1 ⊂ Λ taki, że

lim
m→∞

|α(m)| =∞ i lim
m→∞

αj(m)

|α(m)|
= 1,

gdzie α(m) = (α1(m), . . . , ακ(m)). W szczególności

lim
m→∞

(
√
γ)

1
|α(m)| (

1

n
)(1−

αj(m)

|α(m)| )(aj +
1

n
)
αj(m)

|α(m)| = aj +
1

n
.

Z drugiej strony

lim sup
m→∞

c
1

|α(m)|a
α(m)
|α(m)| = lim sup

m→∞
a
α(m)
|α(m)|

6 lim
m→∞

a
αj(m)

|α(m)|
j = aj.

Zatem na mocy nierówności (4.6.11) otrzymujemy, że aj + 1
n
6 aj, co jest

sprzeczne. �

Podrozdział zakończymy dwoma uwagami do przedstawionego powy-
żej stwierdzenia 4.6.4.

Uwaga 4.6.5. Warunek (4.6.6) zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

sup
α∈Λ

αj =∞

oraz
∀c∈(0,1) ∃α∈Λ αj > c|α|

dla wszystkich j = 1, . . . , κ.

Uwaga 4.6.6. Nawi ↪azuj ↪ac do wniosku 4.6.2 i stwierdzenia 4.6.4 warto
zwrócić uwag ↪e na to, że równość (4.6.5) nie zachodzi dla dowolnego
zbioru Λ ⊂ [0,∞)κ spełniaj ↪acego warunek (4.6.6). Poniżej podajemy
przykład zbioru Λ ⊂ [0,∞)κ spełniaj ↪acego warunek (4.6.6) oraz układu
A = (A1, . . . , Aκ) spektralnie przemiennych operatorów samosprz ↪eżo-
nych dodatnich w H takie, że

(4.6.12) D∞(A) ( DΛ(A).

Rozważmy dwie funkcje ϕ1, ϕ2 : R → R, gdzie ϕ1(x) = |x| oraz
ϕ2(x) = e−|x| dla x ∈ R. Niech H = L2(R) oraz A = (A1, A2), gdzie
Aj := Mϕj , dla j = 1, 2. Na mocy obserwacji 4.5.4 operatory A1 i A2 s ↪a
spektralnie przemienne. Ponieważ ϕj(x) > 0 dla każdego x ∈ R i j = 1, 2,
to A1 i A2 s ↪a operatorami dodatnimi. Połóżmy Λ := [0,∞)× (0,∞) oraz
h(x) := 1

|x|+1
dla x ∈ R. Oczywiście h ∈ H oraz zbiór Λ spełnia warunek

(4.6.6).
Pokażemy, że h ∈ DΛ(A)\D∞(A). Jeśli α ∈ Λ, to α2 > 0. St ↪ad

wnioskujemy, że∫
R
|(ϕ1(x))α1(ϕ2(x))α2h(x)|2 dx =

∫
R

|x|2α1

(|x|+ 1)2
e−2α2|x| dx <∞.
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W szczególności wynika st ↪ad, że h ∈ D(Mϕ
α1
1 ϕ

α2
2

). Na mocy lematu 4.5.5
(iii) Xα(A) = Mϕ

α1
1 ϕ

α2
2

, co oznacza, że h ∈ D(Xα(A)). Równocześnie∫
R
|h(x)ϕ1(x)|2 dx =

∫
R

|x|2

(|x|+ 1)2
dx =∞.

Zatem h /∈ D(A1) ⊃ D∞(A). Z drugiej strony inkluzja D∞(A) ⊂ DΛ(A)
jest nast ↪epstwem wniosku 4.6.2 (c). Tym samym zakończyliśmy dowód
(4.6.12).

Uwaga 4.6.7. Poprzednia uwaga nie odnosi si ↪e do przypadku, gdy
κ = 1. Jeśli κ = 1, to warunek (4.6.6) redukuje si ↪e do ż ↪adania, aby zbiór
Λ był nieograniczony. Wówczas dla dowolnego dodatniego operatora sa-
mosprz ↪eżonego A w H zachodzi równość D∞(A) = DΛ(A).

4.7. Wielowymiarowy porz ↪adek spektralny dla spektralnie
przemiennych układów operatorów samosprz ↪eżonych

dodatnich

Badanie własności wielowymiarowego porz ↪adku spektralnego w przy-
padku spektralnie przemiennych układów operatorów samosprz ↪eżonych
dodatnich zaczniemy od nast ↪epuj ↪acego stwierdzenia

Stwierdzenie 4.7.1. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ)
b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi układami operatorów samosprz ↪eżonych w
H. Załóżmy, że A i B s ↪a dodatnie oraz, że A 4 B. Wówczas dla
wszystkich α = (α1, . . . , ακ) ∈ [0,∞)κ zachodz ↪a nast ↪epujace warunki:

(i) Xα(A) 4 Xα(B),
(ii) D(Xα(B)) ⊂ D(Xα(A)),

(iii) ‖Xα(A)h‖ 6 ‖Xα(B)h‖ dla każdego h ∈ D(Xα(B)),
(iv) 〈Xα(A)h, h〉 6 〈Xα(B)h, h〉 dla każdego h ∈ D(Xα(B)),
(v) Xα(A) 6 Xα(B).

Co wi ↪ecej D∞(B) ⊂ D∞(A) oraz B(B) ⊂ B(A).

Dowód. (i) Ż ↪adan ↪a relacj ↪e otrzymamy dzi ↪eki zastosowaniu twierdze-
nia 4.4.10 do funkcji ψα, która jest oddzielnie rosn ↪aca.

(ii), (iii), (iv) i (v) wynikaj ↪a z (i) oraz z punktów (ii), (iii), (iv) oraz
(v) propozycji 3.4.2 dla s = 1 i operatorów Xα(A) oraz Xα(B), które s ↪a
dodatnie.

Dla dowodu drugiej cz ↪eści twierdzenia należy zauważyć, że inkluzja
D∞(B) ⊂ D∞(A) wynika z (ii) oraz z wniosku 4.6.2. Jeśli h ∈ Ba(B)
dla pewnego a ∈ (0,∞)κ, to na mocy stwierdzenia 4.6.4 (ii) oraz (iii)
punktu dowodzonego twierdzenia znajdziemy liczb ↪e rzeczywist ↪a c > 0
tak ↪a, że

‖Xα(A)h‖ 6 ‖Xα(B)h‖ 6 caα, dla wszystkich α ∈ Nκ,
Korzystaj ↪ac ponownie ze stwierdzenia 4.6.4 otrzymamy, że h ∈ Ba(A),
co daje nam drug ↪a z inkluzji. �
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Poniższe twierdzenie jest uogólnieniem twierdzenia 3.4.5.

Twierdzenie 4.7.2. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ)
b ↪ed ↪a układami spektralnie przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych do-
datnich w H. Załóżmy, że N (Aj) = {0} dla j = 1, . . . , κ. Niech
Λ ⊂ [0,∞)κ spełnia warunek (4.6.6). Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a
równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) D∞(B) ⊆ D∞(A) i LA/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ D∞(B),

(iii) D∞(B) ⊆ D
1
2

Λ(A) i L
Λ

A/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ D∞(B),
(iv) B(B) ⊆ D∞(A) i LA/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ B(B),

(v) B(B) ⊆ D
1
2

Λ(A) i L
Λ

A/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ B(B),
(vi) B(B) ⊆ B(A) i LA/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ B(B),

(vii) B(B) ⊆ B(A) i L
Λ

A/B(h) 6 1 dla każdego h ∈ B(B),
gdzie

L
Λ

A/B(h) := lim sup
|α|→∞
α∈Λ

|α|
√
‖X α

2 (A)h‖/‖X α
2 (B)h‖, h ∈ D

1
2

Λ(A) ∩D
1
2

Λ(B)

oraz
LA/B(h) := L

[0,∞)κ

A/B (h), h ∈ D∞(A) ∩D∞(B).

Dowód. (i)⇒(ii) Teza wynika bezpośrednio ze stwierdzenia 4.7.1.
Implikacj ↪e (ii)⇒(iii) można wyprowadzić z wniosku 4.6.2 (c).
(iii)⇒(v) To jest oczywiste.
(v)⇒(i) Musimy pokazać, że FB(a) 6 FA(a) dla dowolnego a ∈ Rκ.

Ponieważ układy A i B s ↪a dodatnie, to FA(a) = FB(a) = 0 dla a ∈
Rκ\[0,∞)κ. Aby zakończyć dowód wystarczy pokazać, że FB(a) 6 FA(a)
dla każdego a ∈ [0,∞)κ.

Niech a ∈ [0,∞)κ i h ∈ R(FB(a)). Na mocy stwierdzenia 4.6.4
wiemy, że h ∈ B(B) oraz

(4.7.1) ‖X
1
2
α(B)h‖ 6 ca

1
2
α

dla pewnej liczby rzeczywistej c > 0. St ↪ad i z założenia wynika, że

(4.7.2) h ∈ D
1
2

Λ(A).

Ustalmy ε > 0. Z założenia istnieje liczba rzeczywista M > 0 taka, że
|α|
√
rα(h) < 1 + ε, dla każdego α ∈ ΛM := Λ ∩ {β ∈ [0,∞)κ : |β| > M},

gdzie rα(h) := ‖X α
2 (A)h‖/‖X α

2 (B)h‖. W szczególności

‖X
α
2 (A)h‖ = rα(h)‖X

α
2 (B)h‖(4.7.3)

6 (1 + ε)|α|‖X
α
2 (B)h‖

6 c(1 + ε)|α|a
α
2 = c[(1 + ε)2a]

α
2 ,
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dla dowolnego α ∈ ΛM . Z założenia wiemy, że h⊥
⋃κ
j=1 N (Aj). Dzi ↪eki

temu, warunkowi (4.7.2), nierówności (4.7.3) oraz stwierdzeniu 4.6.4 (c)
wnioskujemy, że h ∈ R(FA((1 + ε)2a)). Przechodz ↪ac z ε→ 0+ otrzymu-
jemy, że h ∈ R(FA(a)).

(i)⇒(vi) Wynika z implikacji (i)⇒(ii) oraz stwierdzenia 4.7.1.
Wynikanie (vi)⇒(vii) jest oczywiste.
Implikacja (vii)⇒(v) jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a wniosku 4.6.2

(c), gdyż B(A) ⊂ D∞(A).
(ii)⇒(iv) To jest oczywiste.
(iv)⇒(v) Można wywnioskować za pomoc ↪a wniosku 4.6.2 (c). �

Uwaga 4.7.3. Należy w tym miejscu zaznaczyć, że prawdziwa jest
także druga wersja twierdzenia 4.7.2, gdzie w miejsce L

Λ

A/B(h) podsta-

wimy L̃Λ
A/B(h) := lim sup

|α|→∞
α∈Λ

|α|
√
〈Xα(A)h, h〉/〈Xα(B)h, h〉 a D

1
2

Λ(A) (od-

powiednio D
1
2

Λ(B)) zast ↪apimy przez DΛ(A) (odpowiednio DΛ(B)). Na-
leży podkreślić, że z obu wariantów tego twierdzenia wynika twierdzenie
3.4.5. Jednakże ze wzgl ↪edu na dalsze zastosowania oraz uwag ↪e 4.6.6 ogra-
niczyliśmy si ↪e do sformułowania i udowodnienia tylko jednej z nich.

Wniosek 4.7.4. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ) b ↪ed ↪a
układami spektralnie przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych dodat-
nich w H. Załóżmy, że N (Aj) = {0} dla j = 1, . . . , κ. Niech Λ ⊂
[0,∞)κ b ↪edzie zbiorem spełniaj ↪acym warunek (4.6.6). Załóżmy, że
{rα}α∈Λ ⊂ [1,∞) jest rodzin ↪a spełniaj ↪ac ↪a warunek

lim sup
|α|→∞
α∈Λ

|α|√rα 6 1.

Wtedy poniższe warunki s ↪a równoważne:

(i) A 4 B,
(ii) Xα(A) 4 Xα(B) dla każdego α ∈ [0,∞)κ,

(iii) Xα(A) 6 Xα(B) dla każdego α ∈ [0,∞)κ,
(iv) Xα(A) 6 rαX

α(B) dla każdego α ∈ Λ.

Dowód. Implikacja (i)⇒(ii) jest konsekwencj ↪a stwierdzenia 4.7.1.
(ii)⇒(iii) wynika z propozycji 3.4.2.
Implikacja (iii)⇒(iv) jest oczywista.
(iv)⇒(i) Niech h ∈ B(B). Z założenia wynika, że zachodzi inkluzja

D(X
α
2 (B)) ⊂ D(X

α
2 (A)) i spełniona jest nierówność

(4.7.4)
‖X

α
2 (A)h‖2 = ‖(Xα(A))

1
2h‖2 6 rα‖(Xα(B))

1
2h‖2 = ‖X

α
2 (B)h‖2, α ∈ Λ.
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St ↪ad oraz z wniosku 4.6.2 otrzymujemy, że h ∈ D
1
2

Λ(A). Z nierówności
(4.7.4) oraz założenia dostaniemy, że

L
Λ

A/B(h) 6 lim sup
|α|→∞
α∈Λ

|α|√rα 6 1.

Zastosowanie twierdzenia 4.7.2 (v) kończy dowód. �

Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ) b ↪ed ↪a układami spektral-
nie przemiennych operatorów samosprz ↪eżonych dodatnich w H. Zdefi-
niujmy nast ↪epuj ↪acy zbiór

Λ(A,B) := {α ∈ [0,∞)κ : Xα(A) 6 Xα(B)}.

Dzi ↪eki stwierdzeniu 4.7.1 wiemy, że relacja A 4 B implikuje równość
Λ(A,B) = [0,∞)κ. W nawi ↪azaniu do podrozdziału 3.4 postaramy si ↪e
odpowiedzieć na pytanie jak „duży” powinien być zbiór Λ(A,B), aby
A 4 B. Przy braku dodatkowych założeń o A i B prawdziwa jest
nast ↪epuj ↪aca propozycja

Propozycja 4.7.5. Jeśli A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ) s ↪a
spektralnie przemiennymi układami dodatnich operatorów samosprz ↪eżo-
nych w H, to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne

(i) A 4 B,
(ii) dla każdego j = 1, . . . , κ zbiór Λ(A,B) ∩ {sej : s ∈ [0,∞)} jest

nieograniczony.

Dowód. (i)⇒(ii) To wynika ze stwierdzenia 4.7.1.
(ii)⇒(i) Dla dowolnego dodatniego układu operatorów samosprz ↪eżo-

nych spektralnie przemiennych C prawdziwa jest równość ψsej = ϕs ◦ πj
EC-prawie wsz ↪edzie dla każdego s ∈ [0,∞) i j = 1, . . . , κ. St ↪ad oraz
z [2, lemat 6.5.2] mamy, że Cs

j = Xsej(C) dla dowolnego s ∈ [0,∞)
i j = 1, . . . , κ. To wraz z wnioskiem 3.4.8 implikuje, że Aj 4 Bj dla
każdego j = 1, . . . , κ. Korzystaj ↪ac z obserwacji 4.4.7 wnioskujemy, że
A 4 B. �

Rozważmy teraz sytuacj ↪e, w której N (Aj) = {0} dla każdego j =
1, . . . , κ. Wówczas możemy zrezygnować z warunku (ii) w powyższej
propozycji żadaj ↪ac jedynie, aby zbiór Λ(A,B) spełniał (4.6.6).

Twierdzenie 4.7.6. Niech A = (A1, . . . , Aκ) i B = (B1, . . . , Bκ)
b ↪ed ↪a spektralnie przemiennymi układami dodatnich operatorów
samosprz ↪eżonych, przy czym N (Aj) = {0} dla j = 1, . . . , κ. Jeśli
Λ(A,B) spełnia warunek (4.6.6), to A 4 B.

Dowód. Nierówność A 4 B jest bezpośredni ↪a konsekwencj ↪a wnio-
sku 4.7.4 zastosowanego do zbioru Λ = Λ(A,B) oraz rodziny {rα}α∈Λ,
gdzie rα = 1 dla każdego α ∈ Λ. �
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Podrozdział zakończymy dwoma przykładami ilustruj ↪acymi przedsta-
wione przed chwil ↪a twierdzenia. Pierwszy z nich ukazuje istotność wa-
runku (4.6.6) w twierdzeniu 4.7.6 na to, aby A 4 B.

Przykład 4.7.7. Niech κ b ↪edzie liczb ↪a całkowit ↪a wi ↪eksz ↪a lub równ ↪a
2. Połóżmy H = C. Możemy utożsamić B(C) ∼= C. Rozważmy
nast ↪epuj ↪ace dwa układy κ operatorów na C:

(4.7.5) A = (1, . . . , 1) i B = (
1

2
, 2, . . . , 2).

Jak łatwo zauważyć warunek Xα(A) 6 Xα(B) jest równoważny nierów-
ności 1 6 2|α|−2α1 dla dowolnego α ∈ Nκ. Zatem α ∈ Λ(A,B) wtedy i
tylko wtedy, gdy α1 6 |α| − α1. St ↪ad

sup
α∈Λ(A,B)

α1

1 + |α| − α1

6 sup
α∈Λ(A,B)

|α| − α1

1 + |α| − α1

= 1.

Mimo tego, że N (Aj) = {0} dla j = 1, . . . , κ, A 64 B, co wynika z
obserwacji 4.4.7 oraz tego, że A1 = 1 
 B1 = 1

2
.

Jeśli wśród operatorów układu A znajduj ↪a si ↪e operatory, które maj ↪a
niezerowe j ↪adra, to spełnienie warunku (4.6.6) nie gwarantuje, że A 4 B.
Co wi ↪ecej, w tej sytuacji warunkek (ii) z propozycji 4.7.5 nie może być
zast ↪apiony żadnym innym warunkiem. Mówi ↪ac dokładniej znajdziemy
dwa układy A i B operatorów spektralnie przemiennych takie, że zbiór
Λ(A,B)∩ {sej : s ∈ [0,∞)} jest ograniczony oraz Λ(A,B) zawiera zbiór
[0,∞)κ\{sej : s ∈ [0,∞)} dla pewnego j ∈ {1, . . . , κ}. Poniżej podajemy
przykład, który ilustruje t ↪a sytuacj ↪e odsłaniaj ↪ac jednocześnie różnice
pomi ↪edzy przypadkiem jednowymiarowym i wielowymiarowym. Podczas
gdy założenie o zerowaniu si ↪e j ↪ader odgrywa kluczowe znaczenie w przy-
padku układów operatorów, to w sytuacji pojedynczych operatorów jest
ono zb ↪edne (por. twierdzenie 3.4.5, 4.7.2, 4.7.6 oraz wniosek 3.4.8).

Przykład 4.7.8. Niech H = C2 b ↪edzie przestrzeni ↪a Hilberta z baz ↪a
ortonormaln ↪a {(1, 0), (0, 1)} a A i Bθ, gdzie θ ∈ [1,∞), b ↪ed ↪a macierzami
dwa na dwa określonymi równościami (3.5.1). Rozważmy nast ↪epuj ↪ace
układy operatorów naH: A = (A1, A2) i Bθ = (Bθ,1, Bθ,2), gdzie A1 = A,

A2 =

[
1 −1
−1 1

]
, Bθ,1 = Bθ oraz Bθ,2 = 2IH. Oczywiście wszystkie

wymienione operatory A1, A2, Bθ,1 i Bθ,2 s ↪a samosprz ↪eżone. Na mocy
propozycji 3.5.3 dla każdej liczby całkowitej dodatniej k znajdziemy θk ∈
(2,∞) takie, że As1 6 Bs

θ,1 dla każdego θ ∈ [θk,∞) oraz s = 0, . . . , k.
Poniżej wykażemy, że układy A i Bθ spełniaj ↪a nast ↪epuj ↪ace warunki:

(i) N (A1) 6= {0} i N (A2) 6= {0},
(ii) A i Bθ s ↪a układami operatorów spektralnie przemiennych,

(iii) dla każdej liczby całkowitej dodatniej k zbiór Λ(A,Bθ) zawiera
(0,∞)× [0,∞) ∪ {0, . . . , k} × {0}, jeśli tylko θ ∈ [θk,∞),

(iv) A 4 Bθ wtedy i tylko wtedy, gdy θ = 2.
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Niech αj,1, αj,2, gdzie αj,1 6 αj,2, oznaczaj ↪a wartości własne macierzy Aj
dla j = 1, 2. Zanim przejdziemy do dowodu (i), (ii), (iii) i (iv) zauważmy,
że α1,1 = α2,1 = 0 i α1,2 = α2,2 = 2. Jak łatwo sprawdzić wartościom
własnym α1,1, α2,1, α1,2 i α2,2 odpowiadaj ↪a odpowienio wektory własne
h1, h2, h2 i h1, gdzie h1 = (1,−1) oraz h2 = (1, 1). W szczególności
macierze A1 i A2 możemy przedstawić w nast ↪epuj ↪acy sposób:

(4.7.6) A1 =

[
1 1
1 1

]
=

[
1 1
1 −1

] [
2 0
0 0

] [
1
2

1
2

1
2
−1

2

]
oraz

(4.7.7) A2 =

[
1 −1
−1 1

]
=

[
1 1
1 −1

] [
0 0
0 2

] [
1
2

1
2

1
2
−1

2

]
.

Równocześnie ponieważ α2,1, α2,2 6 2, to na mocy lematu 3.5.1 A2 4 Bθ,2.
ad. (i) Z rozważań powyżej wynika, że16 N (A1) = Ch1 i N (A2) =

Ch2.
ad. (ii) Elementarne rachunki pokazuj ↪a, że każdy z układów A oraz

Bθ, gdzie θ ∈ [1,∞), s ↪a układami macierzy przemiennych.
ad. (iii) Zaczniemy od wykazania, że (0,∞)× [0,∞) ⊂ Λ(A,Bθ) dla

każdego θ ∈ [1,∞). Z równości (4.7.6) i (4.7.7) wynika, że

(4.7.8) As1 =

[
1 1
1 −1

] [
2s 0
0 0s

] [
1
2

1
2

1
2
−1

2

]
=

1

2

[
2s + 0s 2s − 0s

2s − 0s 2s + 0s

]
i

(4.7.9) As2 =

[
1 1
1 −1

] [
0s 0
0 2s

] [
1
2

1
2

1
2
−1

2

]
=

1

2

[
0s + 2s 0s − 2s

0s − 2s 0s + 2s

]
dla dowolnej liczby rzeczywistej s > 0. Jeśli s, t ∈ (0,∞), to As1A

t
2 = 0

oraz Bs
θ,1B

t
θ,2 = 2tBs

θ,1 > 0. W szczególności (0,∞)× (0,∞) ⊂ Λ(A,Bθ).
Równocześnie As2 6 Bs

θ,2 dla każdego s ∈ [0,∞), gdyż A2 4 Bθ,2. St ↪ad i
z definicji θk wynika, że (0,∞) × [0,∞) ∪ {0, . . . , k} × {0} ⊂ Λ(A,Bθ)
dla dowolnego θ ∈ [θk,∞).

ad. (iv) Dzi ↪eki obserwacji 4.4.7 oraz temu, że A2 4 Bθ,2 dla każdego
θ ∈ [1,∞) otrzymujemy, że nierówność A 4 Bθ jest równoważna nierów-
ności A1 4 Bθ,1. To z kolei na mocy lematu 3.5.2 zachodzi tylko, gdy
θ = 2.

Bior ↪ac pod uwag ↪e punkty (ii) i (iii) otrzymujemy, że zbiór Λ(A,Bθ)
spełnia warunek (4.6.6) oraz A 64 Bθ dla dowolnego θ > θk.

16Z definicji Ch := {λh : λ ∈ C} dla dowolnego h ∈ H.
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ROZDZIAł 5

Aneks

5.1. Granica

Na zakończenie pracy rozważymy zagadnienie istnienia granicy w
(3.4.1). W tych rozważaniach b ↪edziemy potrzebowali nast ↪epuj ↪acego faktu
(por. [23, Ćwiczenia 4. i 5., str. 73])

Stwierdzenie 5.1.1. Niech X b ↪edzie przestrzeni ↪a mierzaln ↪a a µ nie-
ujemn ↪a miar ↪a skończon ↪a na X. Jeśli f : X → C jest funkcj ↪a mierzaln ↪a,
to lim

p→∞
‖f‖p = ‖f‖∞ ∈ [0,∞], gdzie

‖f‖p =
(∫

X

|f |p dµ
)1/p

dla p ∈ [1,∞) oraz ‖f‖∞ = ess sup|f |.

Jeśli dodatkowo µ(X) = 1, to funkcja ϕ : [1,∞) → [0,∞], gdzie ϕ(p) =
‖f‖p dla p ∈ [1,∞), jest rosn ↪aca.

Propozycja 5.1.2. Jeśli A i B s ↪a dodatnimi operatorami samosprz ↪e-
żonymi w H, to dla każdego wektora h należ ↪acego do X := (B(A) ∩
D∞(B)) ∪ (D∞(A) ∩B(B)) istnieje granica lim

s→∞
s
√
〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉 ∈

[0,∞].

Dowód. Dowód rozbijemy na kilka kroków.
Krok 1. Jeśli C jest dodatnim operatorem samosprz ↪eżonym w H i

h ∈ D∞(C), to nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne1:
(a) h ∈ N (C),
(b) dla każdej liczby rzeczywistej s > 1, 〈Csh, h〉 = 0,
(c) istnieje liczba rzeczywista t > 1 taka, że 〈Cth, h〉 = 0,
(d) LC(h) := lim

s→∞
s
√
〈Csh, h〉 = 0.

Implikacje (a)⇒(b) i (b)⇒(c) s ↪a oczywiste. Dla dowodu (c)⇒(d), za-
uważmy, że równość

∫
[0,∞)

xt〈EC(dx)h, h〉 = 〈Cth, h〉 = 0 oznacza, że
miara 〈EC(·)h, h〉 jest skupiona w zbiorze {0}. Tym samym 〈Csh, h〉 =
0 dla wszystkich liczb rzeczywistych s > 1, co daje (d). Implikacj ↪e
(d)⇒(a) można łatwo wywnioskować z faktu2, że funkcja [1,∞) 3 s →
s
√
〈Csh, h〉 ∈ [0,∞] jest rosn ↪aca dla każdego wektora h ∈ D∞(C) o nor-

mie równej 1 (zob. n.p., [33]).

1 Istnienie granicy w (d) było już dyskutowane w dowodzie lematu 3.4.4.
2Do dowodu faktu wystarczy zastosować rozumowanie analogiczne jak w dowodzie

lematu 3.4.4 i skorzystać z równości µh([0,∞)) = ‖h‖2 = 1.
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Krok 2. Granica lim
s→∞

s
√
〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉 istnieje dla wszystkich h ∈

D∞(A) ∩N (B).
Rzeczywiście z kroku 1. granica równa si ↪e 0, gdy h ∈ N (A) i ∞ w

przeciwnym razie.
Krok 3. Granica lim

s→∞
s
√
〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉 istnieje dla każdego h ∈X .

Istotnie, ze wzgl ↪edu na krok 1. i 2. możemy założyć, że LB(h) > 0.
Wiemy już, że obie granice LA(h) i LB(h) istniej ↪a i należ ↪a do predziału
[0,∞]. Z naszych założeń o h wynika, że jedna z tych granic jest skoń-
czona. St ↪ad już łatwo wywnioskować, że granica lim

s→∞
s
√
〈Ash, h〉/〈Bsh, h〉

istnieje i jest równa LA(h)/LB(h). �
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Indeks

BS(H)-zbiór wszystkich
ograniczonych operatorów
samosprz ↪eżonych na przestrzeni
Hilberta H 3

N-zbiór liczb całkowitych
nieujemnych 5

N∗-zbiór liczb całkowitych dodatnich 5
Z-zbiór liczb całkowitych 5
Q-ciało liczb wymiernych 5
R-ciało liczb rzeczywistych 5
C-ciało liczb zespolonych 5
χσ-funkcja charakterystyczna zbioru

σ 5
B(X)–σ-algebra wszystkich

podzbiorów borelowskich
przestrzeni topologicznej X 5

D(A)-dziedzina operatora A 6
N (A)-j ↪adro A 6
R(A)-obraz A 6
Ā-domkni ↪ecie operatora A 6
D∞(A) =

⋂∞
n=1 D(An) 6

Ba(A) 6
B(A)-zbiór wektorów ograniczonych

A 6
A (A)-zbiór wektorów analitycznych

A 6
Q(A)-zbiór wektorów

quasi-analitycznych A 6
S (A)-zbiór wektorów stieltjesowskich

A 6
B(H)-C∗-algebra wszystkich

ograniczonych operatorów A na
H 7

I = IH-operator identycznościowy na
H 7

S(X,E) 8
ϕ(A) 8
As 8
suppµ-domkni ↪ety nośnik miary µ 8
δa-miara Diraca a 10

P (H)-zbiór wszystkich rzutów
ortogonalnych na H 14∨

A 14∧
A 14

EA 15
FA 15
Lp(Rκ, µ) 20
|A| = (A∗A)

1
2 20

Ω¬ 36
(g1, . . . , gκ)-zestawienie funkcji

g1, . . . , gκ 37
Ω(ε) 37
suppE-nośnik miary spektralnej E 39
πj 42
EA 42
FA43
F0(Rκ) 43
ϕ(A) 45
ϕ(X)(A) 45
Xα(A) 50
xα 50
g1 × . . .× gκ-iloczyn kartezjański

funkcji g1, . . . , gκ 52
† = (†1, . . . , †κ) ∈ {−,+}κ 52
|α| 57
D∞(A) 58
Ba(A) 58
B(A) 58
ej 58
ess sup g-istotny kres górny funkcji

mierzalnej g : X → [0,∞] 69
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